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TEOREMA BOREVIQA DL�
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NAD NEKOMMUTATIVNYM TELOM

Rassmatriva� zadaqu ob opisanii podgrupp polno� line�no�
gruppy s pomow�� matric iz idealov sootvetstvu�wego kol��
ca� Z� I� Boreviq dokazal v 	
�� godu sledu�wu� krasivu�
teoremu 
sm� �	���

Esli pole soder�it ne menee � �lementov� to vs�ka� podgruppa
H polno� line�no� gruppy nad �tim polem� soder�awa� vse obra�
timye diagonal	nye matricy� zakl
qena me�du odnoznaqno opre�
delenno� D�setevo� podgruppo� G��� i ee normalizatorom N ����

Neskol�ko let spust� �tot krasivy� rezul�tat Z� I� Boreviq
i N� A� Vavilov v ��� i ��� perenesli na sluqa� polulokal�nogo
kol�ca� udovletvor��wego neskol�kim estestvennym ograniqe�
ni�m� v qastnosti� v ��� N� A� Vavilov dokazal spravedlivost�
teoremy Boreviqa dl� proizvol�nogo nekommutativnogo tela�

V predstavl�emo� rabote my ne budem opisyvat� istori�
rasprostraneni� teoremy Boreviqa na drugie klassiqeskie li�
ne�nye gruppy � kratki� obzor �to� tematiki s sootvetstvu��
wimi bibliografiqeskimi ssylkami priveden v ���� Ostanovim�
s� tol�ko na dvuh momentah� ime�wih samoe neposredstvennoe
otnoxenie k obsu�daemym v nasto�we� rabote problemam�

Vo�pervyh� pri odnovremennom issledovanii simplektiqe�
skih� ortogonal�nyh i unitarnyh grupp qetnyh stepene� bylo
estestvenno obratit�s� k vvedennomu �� Bakom pon�ti� for�
mennogo kol�ca i opredel�emym v ego terminah giperboliqe�
skim unitarnym gruppam� Podrobnye opisani� i svo�stva �tih
grupp qitatel� mo�et na�ti v �	�� 	��� zdes� my lix� povto�
rim ih matriqnoe pereopredelenie� sformulirovannoe v ��� i
ispol�zovannoe v ��� ��� esli R � associativnoe kol�co s � i
invol�cie� � � � obratimy� �lement centra R� ograniqenny�

Rabota vypolnena pri podder	ke INTAS �������

���
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usloviem
�� � ��

i � � kako��nibud� formenny� parametr R� opredel�emy� ta�
kimi invol�cie� i �� to giperboliqeska� unitarna� gruppa
U ��n�R��� nad formennym kol�com �R��� � �to gruppa vseh obra�
timyh matric a � �aij� stepeni �n nad R� dl� kotoryh �lementy
obratno� matricy a�� � �a�ij� udovletvor��t sootnoxeni�

a�ij � �
��j����i�

� a�j��i�

a qastiqnye summy dlinnogo tipa

Si��i�a� �
X
l��

aila
�
l��i

prinadle�at additivno� gruppe

�i � ��
��i���

� �

pri vseh indeksah 
kak i v predyduwih naxih rabotah� stroki
i stolbcy matric my indeksiruem mno�estvom

� � f�� � � � � n��n� � � � ���g�

a qerez ��i� oboznaqaem znak indeksa i��
Vo�vtoryh� esli � ne �vl�ets� obratimym �lementom kol��

ca R� to obyqnyh D�sete� � i sootvetstvu�wih im setevyh
podgrupp U ��� v giperboliqesko� unitarno� gruppe okazyvaet�
s� nedostatoqno dl� opisani� naddiagonal�nyh 
to est� soder�
�awih vse diagonal�nye unitarnye matricy� podgrupp grup�
py U ��n�R��� da�e v sluqae pol�� Ide� vybora novo� bazy dl�
opisani� rexetki naddiagonal�nyh podgrupp gruppy U ��n�R���
sv�zana byla s tem� qto v giperboliqesko� unitarno� gruppe
estestvennoe pon�tie glavno� kongru�ncpodgruppy vvodits� ne
prosto dl� ideala a sootvetstvu�wego kol�ca� a dl� tak nazy�
vaemogo formennogo ideala 
sm� �	�� x ����D�� formennogo kol�ca
�R���� Formenny� ideal � �to para �a���� sosto�wa� iz invari�
antnogo otnositel�no invol�cii ideala a kol�ca R i nekotoro�
additivno� podgruppy � 
ee mo�no nazvat� ideal�nym formen�
nym parametrom� so special�nymi svo�stvami� � soder�it vse
raznosti � � �� pri � � a� soder�it vse proizvedeni� ��� pri
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� � a i � � �� soder�its� v pereseqenii a � � i udovletvor�et
vkl�qeni� 	�	 � � pri l�byh 	 iz R� Po�tomu v ��� my predlo�
�ili dl� opisani� naddiagonal�nyh podgrupp giperboliqesko�
unitarno� gruppy ispol�zovat� pary ������ sosto�wie iz seti
� i nekotorogo seme�stva additivnyh grupp �� � takie pary my
nazvali formennymi set�mi�
Dl� opredeleni� formenno� seti mo�no ograniqit�s� ras�

smotreniem sete� � s usloviem

�ij � ��j��i

pri vseh i i j � takie seti my nazvali unitarnymi� Unitarna�
set� ka�domu indeksu i sopostavl�et dve podgruppy

�mi � f�� ����i�� j � � �i��ig i �Mi � �i��i � �i�

perva� iz kotoryh soder�its� vo vtoro�� Esli dl� stolbca
� � ��i� iz �n additivnyh podgrupp kol�ca R spravedlivy vkl��
qeni�

�mi � �i � �Mi i �
��j����i�

� ��j� � �i

pri vseh indeksah i vseh � � 
ij	�ij 

ij � simvol Kronekera�� to
� my nazyvaem naborom formennyh setevyh parametrov dl� ��
a paru ����� � formenno� set�� nad formennym kol�com �R����
Kak my pokazali v ���� dl� l�bo� formenno� seti mno�estvo

U ����� �
n
a � �aij� � U ��n�R��� j aij � �ij

i Si��i�a� � �i pri vseh indeksah
o

�vl�ets� podgruppo� giperboliqesko� unitarno� gruppy � ee
my nazvali formenno� setevo� podgruppo�� a normalizator ta�
ko� podgruppy v giperboliqesko� unitarno� gruppe oboznaqi�
li NU ������
Koneqno� bukval�ny� perenos teoremy Boreviqa na giperbo�

liqeskie unitarnye gruppy nad telami dol�en byl by oznaqat�
suwestvovanie dl� ka�do� naddiagonal�no� podgruppy H tako�
edinstvenno� formenno� D�seti ������ qto

U ����� � H � NU ������ 
	�

Odnako� kak pokazyvaet analiz neslo�nyh primerov� �to utver�
�denie neverno po dvum priqinam� S odno� storony� formennyh
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D�sete�� udovletvor��wih uslovi� 
	�� dl� danno� podgruppy
H mo�et byt� neskol�ko� dl� togo� qtoby ubedit�s� v �tom� do�
statoqno posmotret� na ortogonal�nu� gruppu vtoro� stepeni
nad kakim�nibud� polem� S cel�� izbavleni� ot �to� nepri�
�tnosti my dogovorilis� rassmatrivat� tol�ko te formennye
D�seti� v kotoryh sto�wie na poboqno� diagonali idealy ne
slixkom veliki� my trebuem� qtoby dl� proizvol�nogo indeksa
i imelo mesto ravenstvo

�i��i �
X
l ���i

�il�l��i 	 h�ii�

gde qerez h�ii oboznaqen ideal� poro�denny� gruppo� �i 
for�
mennye D�seti s takim usloviem my nazvali toqnymi�� S dru�
go� storony� dl� toqno� formenno� D�seti� kotora� po razum�
nym priqinam associiruets� s naddiagonal�no� podgruppo�� vs�
formenna� seteva� podgruppa mo�et okazat�s� slixkom bol�xo�
i ne udovletvor�t� vkl�qeni� U ����� � H 
o nepri�tnosti ta�
kogo roda my faktiqeski govorili v dokazatel�stve teoremy �
raboty ����� Po�tomu nar�du s formenno� D�setevo� podgrup�
po� U ����� my vveli v rassmotrenie qut� men�xu� podgruppu
U������� kotoru� nazvali nad�lementarno�� �ta podgruppa po�
ro�daets� vsemi diagonal�nymi unitarnymi matricami� vsemi
unitarnymi transvekci�mi korotkogo kornevogo tipa

Tij��� � e 	 �eij � �
��j����i�

� �e�j��i s � � �ij pri i �� �j

i vsemi unitarnymi transvekci�mi dlinnogo kornevogo tipa

Ti��i��� � e 	 �ei��i s � � �i


zdes� i dalee e � ediniqna� matrica� a eij � matriqna� edinica�
sootvetstvu�wa� pozicii �i� j���
Ispol�zu� privedennye vyxe terminologi� i oboznaqeni��

nazovem naddiagonal�nu� podgruppu H gruppy U ��n�R��� stan�
dartno�� esli dl� nee suwestvuet taka� edinstvenna� toqna�
formenna� D�set� ����� por�dka �n nad �R���� qto

U������ � H � NU ������

V ��� �� my dokazali� qto esli R � pole s invol�cie�� soder�
�awee rovno 
 ili ne menee �� �lementov� priqem ne menee �
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iz nih invariantny otnositel�no invol�cii� a �R��� � l�boe
formennoe kol�co nad takim polem� to pri ka�dom n vse nad�
diagonal�nye podgruppy gruppy U ��n�R��� standartny� Rassma�
triva� proizvol�nye nekommutativnye tela s invol�cie�� v ���
my pokazali� qto standartnymi �vl��ts� vse naddiagonal�nye
podgruppy dl� l�bogo formennogo kol�ca pri n � �� a v ��� 
�
ustanovili standartnost� vseh naddiagonal�nyh podgrupp pri
proizvol�nom n� esli formenny� parametr � minimalen � so�
otvetstvu�wee formennoe kol�co my nazvali horoxim 
sleduet
zametit�� qto dl� nekommutativnogo tela iz�za netrivial�nosti
invol�cii gruppa U������ vsegda sovpadaet s gruppo� U ����� dl�
toqno� formenno� D�seti�� Kak izvestno 
sm�� napr�� �	�� predlo�
�enie ��	����� formenny� parametr tela s invol�cie� mo�et ot�
liqat�s� ot minimal�nogo tol�ko v tom sluqae� kogda req� idet
o tele harakteristiki � s invol�cie� pervogo roda 
trivial��
no� na centre�� �to znaqit� qto v formulirovke sootvetstvu��
wih rezul�tatov rabot ��� �� 
� formennu� setevu� podgruppu
U ����� mo�no zamenit� obyqno� setevo� podgruppo� U ��� giper�
boliqesko� unitarno� gruppy� odnako� tehnika dokazatel	stv v
nih 
i� tem bolee� v ���� suwestvenno sv�zana s formennymi se�
tevymi parametrami�
V predstavl�emo� rabote my dokazyvaem� qto pri proizvol��

nom n standartnoe opisanie dopuskaet i rexetka naddiagonal��
nyh podgrupp gruppy U ��n�R��� dl� plohogo formennogo kol�ca
nad nekommutativnym telom�

Vezde v �to� rabote my sqitaem R fiksirovannym nekommu�
tativnym telom harakteristiki � 
ne ob�zatel�no koneqno po�
ro�dennym nad svoim centrom� s invol
cie� pervogo roda� a
�R��� � normalizovannym formennym kol	com nad �tim telom s
formennym parametrom �� otliqnym ot minimal	nogo� V �to�
situacii � � �� a formenny� parametr � soder�its� v additiv�
no� gruppe R� �lementov naxego tela� ne men�emyh invol�cie��
i soder�it gruppu sledov

TrR � f�	 � j � � Rg �

�� Predvaritel�nye zameqani�

Kak i v �
�� my budem rassu�dat� indukcie� po stepeni ras�
smatrivaemo� gruppy i s �to� cel�� sformuliruem uslovie
Tn���



TEOREMA BOREVIQA ���

dl� l
bogo natural	nogo m � n vs�ka� naddiagonal	na� podgrup�
pa gruppy U ��m�R��� standartna�
Pri proizvol�nom n v ��� my sv�zali s ka�do� naddiagonal��

no� podgruppo� H gruppy U ��n�R��� toqnu� formennu� D�set�
������ opisav ee s pomow�� soder�awihs� v H unitarnyh trans�
vekci��

�ij � f� � R j Tij��� � Hg pri i �� �j�

�i �
�
� � R� j Ti��i��� � H

�
� �i��i � h�ii i �ii � R�

Taka� formenna� D�set� � my govorim� qto ona associirovana s
H� � �vl�ets� maksimal�no� sredi teh toqnyh formennyh sete��
q�i setevye podgruppy soder�ats� v H� Pri vypolnenii uslo�
vi�Tn�� my dokazali v ��� 
�� qto associirovana� s H formenna�
set� i tol�ko ona udovletvor�et vkl�qeni�m 
	� v sledu�wih
situaci�h�

	� ka�da� prinadle�awa� H matrica imeet po kra�ne� mere
odin nulevo� �lement�

�� gruppa H soder�it hot� by odnu netrivial�nu� transvek�
ci� korotkogo kornevogo tipa� to est� �ij � R dl� kako��to
pary indeksov i �� �j�

�� gruppa H soder�it matricu a� ne ime�wu� nulevyh �le�
mentov 
takie matricy v dal�ne�xem my budem nazyvat�
strogo nenulevymi�� dl� kotoro� nekotora� qastiqna� sum�
ma dlinnogo tipa Si��i�a� prinadle�it gruppe sledov TrR�

Takim obrazom� v �to� rabote nam predstoit dokazat� stan�
dartnost� naddiagonal�no� podgruppy H v predpolo�enii� qto
�ta podgruppa soder�it strogo nenulevu� matricu� dl� kotoro�
vse qastiqnye summy dlinnogo tipa ne �vl��ts� sledami� Nam
dostatoqno 
i neobhodimo� na�ti v H netrivial�nu� unitar�
nu� transvekci� korotkogo kornevogo tipa� po�tomu my mo�em
v l�bo� udobny� dl� nas moment zamenit� H podgruppo�� koto�
ra� sopr��ena s ne� pri pomowi matricy podstanovki iz gruppy
Ve�l� Wn 
sm� ����� monomial�nye unitarnye matricy normali�
zu�t diagonal�nu� podgruppu� Po �to� �e priqine my mo�em
ispol�zovat� sk��ling formennogo kol�ca s pomow�� obrati�
mogo �lementa iz gruppy R� 
podrobnosti �to� procedury� is�
pol�zovanno� nami v ��� 
�� detal�no opisany v �	���� Napomnim

�tot vopros my obsu�dali v ����� qto esli sk��ling provesti
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s pomow�� obratimogo sleda� to dalee my budem imet� delo s
invol�cie� simplektiqeskogo tipa�
Plan naxih rassu�deni� v predstavl�emo� rabote takov�

Fiksiru� strogo nenulevu� matricu a iz H�

	� my perenesem na sluqa� proizvol�nogo n lemmu 	
 rabo�
ty ��� i poka�em� qto esli dl� nekotorogo indeksa l i
kakogo�to � �� � hot� by odin �lement matricy adl���a��

raven nul�� to podgruppa H standartna 
zdes� i dalee pod
dl��� my ponimaem �lementarnu� diagonal�nu� unitarnu�
matricu

dl��� � e	 �� � ��ell 	 ��
��

� ��e�l��l

dl� obratimogo ���

�� my doka�em standartnost� H v predpolo�enii� qto �ta
gruppa soder�it netrivial�nu� transvekci� dlinnogo
kornevogo tipa�

�� rassmatriva� minory vtorogo por�dka matricy a 
sm� �����
my ustanovim� qto dl� standarnosti H dostatoqno uslovi�


kl
ij �a� � �

pri nekotoryh indeksah i �� �j i k �� l�

�� my sformuliruem ewe odin kriteri� standartnosti nad�
diagonal�no� podgruppy� v kakom�to smysle analogiqny�
predyduwemu� � dl� �togo nam pridets� vvesti v rassmot�
renie novy� atribut unitarno� matricy 
stolbec iz asso�
ciirovannyh vektorov�� imenno �tot kriteri� pozvolit nam
zatem zaverxit� dokazatel�stvo standartnosti vseh nad�
diagonal�nyh podgrupp�

�tot razdel naxe� raboty my zakonqim zameqaniem� otno�
s�wims� k arifmetike nekommutativnogo tela� Napomnim 
my
govorili ob �tom podrobno v ����� qto dl� proizvol�nogo kol��
ca s invol�cie� mo�no govorit� o mul�tiplikativno� gruppe
unitarnyh �lementov �togo kol�ca

U�R� �
�
� � R j �� � �

�
�

Esli R � nekommutativnoe telo harakteristiki � s invol�cie�
pervogo roda� to gruppa U�R� sostoit tol�ko iz �� esli na R de��
stvuet invol�ci� ortogonal�nogo tipa� ili �e U�R� beskoneqna�
esli req� idet ob invol�cii simplektiqeskogo tipa�
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Lemma �� Predpolo�im� qto de�stvu
wa� na R invol
ci� ime�
et simplektiqeski� tip� Esli dl� natural	nogo qisla m i kakih�
to �lementov ��� � � � � �m� ��� � � � � �m i 	 tela R imeet mesto ne�
ravenstvo

mX
i��

�i�i �� 	�

to suwestvuet beskoneqno mnogo takih � � U�R�� qto

mX
i��

�i��i �� �	�

Dokazatel�stvo� Polo�im

P �

�
� � U�R� j

mX
i��

�i��i � �	

�
i Q � U�R� n P�

otmetiv� qto mno�estvo Q nepusto� � � Q� My sobiraems� doka�
zat�� qto Q beskoneqno� dl� qego ispol�zuem indukci� po m�
Pri m � � naxe utver�denie trivial�no� esli hot� by odin

iz �lementov ��� �� ili 	 raven �� po�tomu sqitaem vse tri ras�
smatrivaemyh �lementa obratimymi� Predpolaga�� qto utver�
�denie lemmy neverno� my legko prihodim k protivoreqi�� iz
koneqnosti Q sleduet beskoneqnost� P � po�tomu my mo�em na��
ti takie � i 
 iz P � qto ih proizvedenie �
 � tak�e �lement iz
P � a �to daet nam oqevidno nevernoe ravenstvo

���
 � �
	���� � ���
 � �	���� 
�

Pri m � � gipoteza indukcii pozvol�et sqitat� obratimymi
vse �lementy �i� a vse �lementy �i � da�e necentral�nymi� My
vnov� predpolo�im koneqnost� Q i ispol�zuem beskoneqnost� P �
Po lemme 	 raboty D�edonne �		� iz necentral�nosti �m sle�

duet� qto �m ne kommutiruet s kakim�to �lementom iz R�� a poto�
mu � i s nekotorym unitarnym �lementom� Legko zametit�� qto
togda mno�estvo

P� � f� � P j ��m �� �m�g

beskoneqno� Fiksiruem kako��nibud� � � P� i polo�im

	� � �m i ��i � ���m 	 �m��
�� ���i 	 �i�� dl� ka�dogo i � m�
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zametiv�qto
m��X
i��

��i�i �� 	��

Po indukcionnomu predpolo�eni� dl� vseh �lementov 
 iz neko�
torogo beskoneqnogo mno�estva Q� � U�R� my imeem neravenstvo

m��X
i��

��i
�i �� 
	�� 
��

kotoroe �kvivalentno
mX
i��

�i�
�i �� �

mX
i��

�i
�i� 
��

V to �e vrem�� iz�za koneqnosti Q beskoneqnym �vl�ets� mno�
�estvo

Q� � Q� � P�

priqem dl� ka�dogo 
 � Q� nar�du s 
�� my imeem tak�e
mX
i��

�i
�i � 
	� 
��

Nakonec� dl� proizvol�nogo �lementa 
 iz beskoneqnogo mno�e�
stva

Q� � f
 � Q� j �
 � Pg

vmeste s 
�� my imeem
mX
i��

�i�
�i � �
	 �
mX
i��

�i
�i�

qto� oqevidno� protivoreqit 
��� �

�� Sopr��enie �lementarno� diagonal�no�

matricy privodit k po�vleni	 nulevogo �lementa

V �tom i sledu
wih razdelah my fiksiruem natural	noe qislo
n � � i sqitaem vypolnennym uslovie Tn��� Pod H ponimaets�
nekotora� naddiagonal	na� podgruppa gruppy U ��n�R��� s associ�
irovanno� formenno� set	
 ������ Esli ne skazano qto�to inoe�
to a � matrica iz H�
V dokazatel�stvah neskol�kih utver�deni� naxe� raboty bu�

dut ispol�zovat�s� lemma 		 iz �
� i lemma � iz �
�� Napomnim
ih obwu� formulirovku�
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Lemma �� Esli matrica a imeet hot� by odin nulevo� �lement�
to dl� proizvol	nyh indeksov i i k spravedlivy vkl
qeni�

aika
�
kj � �ij pri vseh j �� �i i aikSk��k�a

���a��k��i � �i�

Pervoe iz dokazyvaemyh zdes� utver�deni� perenosit na ob�
wi� sluqa� lemmu 	
 iz ���� gde sootvetstvu�wi� fakt byl do�
kazan dl� n � ��

Lemma �� Esli a � strogo nenuleva� matrica� priqem dl� neko�
torogo indeksa l i kakogo�to obratimogo � �� � matrica

b � b��� � adl���a
��

imeet hot� by odin nulevo� �lement� to podgruppa H standart�
na�

Dokazatel�stvo� Predpolaga� protivnoe pri n � �� rassmo�
trim snaqala situaci�� kogda dl� kakogo�to indeksa j uravnenie

bj��j��� � � 
��

imeet rexenie � �� �� Kak ustanovleno v lemme � iz ���� v takom
sluqae proizvedenie

� � a��j��lajl

prinadle�it gruppe sledov� a samomu uravneni� 
�� udovletvo�
r��t vse �lementy beskoneqno� gruppy

G �
�
� � R j ��� � �

�
�

V to �e vrem�� uravneni� bjj��� � �� kak netrudno zametit��
udovletvor�et ne bolee odnogo �lementa gruppy G� po�tomu my
mo�em na�ti v G tako� � �� �� qto proizvedenie bjjb�jj budet ne�
nulevym� Davaemye lemmo� � pri i �� �j vkl�qeni� bijb

�
jj � �ij i

bi��jb
�
�j��j � �i��j vmeste s nestandartnost�� H oznaqa�t togda

ravenstva bi��j � � dl� vseh takih i� No iz �tih ravenstv� kak

legko pon�t�� sleduet ravenstvo nul� vseh minorov 
l��l
ik �a� pri

l�byh indeksah i i k� qto� razumeets�� nevozmo�no dl� obrati�
mo� matricy a�
Sqita� dalee pri ka�dom 
 �� � i l�bom indekse j �lemen�

ty bj��j�
� obratimymi� zametim� qto dl� vseh indeksov i �� �j
�lementy bij��� dol�ny byt� nulevymi � inaqe my imeli by
netrivial�nye vkl�qeni� bijb

�
j��j � �i��j� Iz�za uslovi� n � �
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�to� kak neslo�no podsqitat�� vnov� privodit nas k total�nomu
ravenstvu nul� minorov 
l��l

ik �a� pri proizvol�nyh i i k� �

S ispol�zovaniem tol�ko qto dokazanno� lemmy my zakonqim
�tot razdel raboty rassmotreniem ves�ma specifiqesko� situ�
acii�

Lemma 	� Esli a � strogo nenuleva� matrica i dl� nekotorogo
indeksa l proizvedeni�

�i � a��i��lail

prinadle�at gruppe R� pri l
bom i� to podgruppa H standartna�

Dokazatel�stvo� Vse minory 
l��l
ik �a� ne mogut byt� nulevymi�

po�tomu dl� kako��to pary indeksov i �� k imeets� neravenstvo

�i �� �k� 
��

Netrudno pon�t� tak�e� qto neravenstvo 
�� my mo�em snabdit�
dopolnitel�nym ograniqeniem i �� �k� Polaga�

� �
�
� 	 ���i �k

� �
� 	 ���k �i

���
�

zametim� qto �tot obratimy� �lement otliqen ot �� a dl� matri�
cy b � adl���a�� vypoln�ets� ravenstvo bi��k � �� Dl� zaverxeni�
dokazatel�stva ostaets� soslat�s� na lemmu �� �


� Unitarnye transvekcii dlinnogo kornevogo tipa

Zdes� my poka�em� qto vho�denie v gruppu H netrivial��
no� transvekcii dlinnogo kornevogo tipa garantiruet standart�
nost� �to� naddiagonal�no� podgruppy� Dl� �togo my usilim
lemmu � iz �
��

Lemma 
� Esli vhod�wa� v H matrica a � strogo nenuleva� i H
soder�it tak�e kaku
�nibud	 matricu c� ime
wu
 hot� by odin
nulevo� �lement� no ne �vl�
wu
s� monomial	no�� to podgruppa
H standartna�

Dokazatel�stvo� Pust� H � kontrprimer k naxemu utver�de�
ni�� Ispol�zu� argumenty iz naqala dokazatel�stva lemmy �
raboty �
�� netrudno pokazat�� qto vmeste s matrice� c podgrup�
pa H soder�it netrivial�nu� unitarnu� transvekci� Tm��m���
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dlinnogo kornevogo tipa� Sopr�ga� pri neobhodimosti H s po�
mow�� matricy podstanovki

�� � ���m������m� �Wn�

mo�no sqitat�� qto H soder�it netrivial�nu� unitarnu�
transvekci� T�������� Umno�im matricu a sleva i sprava na
diagonal�nye unitarnye matricy tak� qtoby dl� vseh polo�i�
tel�nyh indeksov l vypoln�lis� ravenstva

a�l � al� � �� 
��

a dl� ostal�nyh �lementov pervogo stolbca vvedem oboznaqenie

a�l�� � �l pri l � �� 
��

Predpolo�im teper�� qto odin iz vvedennyh nami parametrov
�l ne prinadle�it gruppe R�� Summa

� � �� 	 � � �	 �n � S�����a
����

naprotiv� soder�its� v R�� po�tomu na�dets� i drugo� indeks
j �� l� dl� kotorogo �j �� R�� Vybrav v pare fl� jg indeks k �� ��
sopr��em H pri pomowi matricy podstanovki

�� � �k� n���k��n� � Wn

i budem sqitat�
�n �� R��

Dalee my mo�em primenit� sk��ling s pomow�� ��n 	 �n��� i
vvesti na R novu� invol�ci� simplektiqeskogo tipa� polaga�

�� � ��n 	 �n�
�����n 	 �n� pri vseh � � R�

Privedennoe rassu�denie pokazyvaet� qto s samogo naqala my
mo�em sqitat� tip de�stvu�we� na R invol�cii simplektiqe�
skim� a formenny� parametr �� � soder�awim �� pri �tom dl�
�lementov pervo� stroki i pervogo stolbca matricy a ime�t
mesto ravenstva 
�� i dl� �n � a�n�� vypolneno dopolnitel�noe
uslovie

�n 	 �n � ��

Teper� nam potrebuets� prinadle�awa� H matrica

g � aT�������a
���
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u kotoro� n�y� i ��n��y� stolbcy ravny� sootvetstvenno��
BBBBBBBBB	

�n
�n
� � �

� 	 �n
�n�n
� � �
���n
���n



CCCCCCCCCA

i

�
BBBBBBBBB	

�
�
� � �
�

� 	 �n
� � �
��
��



CCCCCCCCCA


iz�za nestandartnosti H postroenna� matrica g � strogo nenu�
leva��� Dalee zametim� qto dl� matricy

b��� � gdn���g
��

my imeem

bn������ � �� 	 �n� �� 	 �� 	
�
�
��

	 �
�
�n � �n� 	 �

��
�n�

�sno� qto uravnenie bn������ � � imeet netrivial�nye rexeni��
dl� centralizatora

R� � �R��n�

�lementa �n 
�tot centralizator invarianten otnositel�no in�
vol�cii� de�stvu�we� netrivial�no na centre podtela R�� ka�
�dy� ego unitarny� �lement � 
takih �lementov beskoneqno mno�
go� �vl�ets� rexeniem rassmatrivaemogo uravneni�� Po�tomu
lemma � privodit nas k protivoreqi� s nestandartnost�� H�
Nam ostalos� issledovat� situaci�� kogda vse �lementy

��� � � � � �n v oboznaqenii 
�� prinadle�at gruppe R�� Provod�
sk��ling s pomow�� kakogo�nibud� nenulevogo sleda� my vnov�
mo�em sqitat�� qto imeem delo s invol�cie� simplektiqesko�
go tipa� �to znaqit� qto opredelenna� vyxe strogo nenuleva�
matrica g soder�its� v H� Na �tot raz dl� okonqani� doka�
zatel�stva dostatoqno zametit�� qto matrica g udovletvor�et
uslovi� lemmy � pri l � n� �

Dokazanna� zdes� lemma sygraet va�nu� rol� v ostavxe��
s� qasti �to� raboty� iz nee sleduet� qto esli podgruppa H
nestandartna� to ona soder�it matricy tol�ko dvuh sortov �
monomial�nye i strogo nenulevye�
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�� Matrica s nulevym minorom

V �tom razdele my predlo�im novy� podhod k dokazatel�stvu
standartnosti naddiagonal�no� podgruppy� sv�zanny� s rassmo�
treniem minorov vtorogo por�dka�

Lemma �� Esli a � strogo nenuleva� matrica i dl� nekotoro� qe�
tverki indeksov i �� �j i k �� l minor 
kl

ij �a� raven �� to podgruppa
H standartna�

Dokazatel�stvo� Vnov� predpolaga� protivnoe� razob�em naxi
rassu�deni� na neskol�ko qaste��
	� Predpolo�im snaqala� qto


kl
���a� � � dl� vseh otricatel�nyh k i l�

Umno�a� naxu matricu sleva i sprava na podhod�wie diago�
nal�nye� budem sqitat�� qto

a�k � a�k � �

dl� vseh otricatel�nyh k� a dl� polo�itel�nyh k polo�im

a�k � �k i a�k � �k 	 �k� 

�

gde ��� � � � � �n otliqny ot �� a ��� � � � � �n udovletvor��t uslovi�

�� 	 � � �	 �n � ��

Fiksiruem indeks p� dl� kotorogo �p �� �� i vvedem v rassmotre�
nie summu

s �
X
i��
i ��p

�i�

Esli s otliqna ot � i �p� my rassmotrim matricu

c � adp���d
�
p�
�a

��� gde d�p�
� �
Y
i��
i��p

di�
��

pri
� � ��p 	 �p�

��
�p i 
 � �s 	 �p�

��
s�

Legko podsqitat�� qto c���� � �� a potomu matrica c monomial��
na� V to �e vrem�� pr�moe vyqislenie pokazyvaet� qto

c���� � �p�� 	 
� i c���� �
�
�
��

	 
��
�
��
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Netrudno zametit�� qto oba �ti �lementa otliqny ot �� inaqe
� i 
 okazalis� by odinakovymi� summa s sovpala by s �p a
qastiqna� summa S�����a� byla by nulevo�� qto� kak my znaem�
vozmo�no tol�ko dl� standartno� H� Po�tomu v dvuh posled�
nih stolbcah matricy c nenulevymi �vl��ts� tol�ko �lementy
poboqno� diagonali� Sledovatel�no� u monomial�no� matricy

c� � adp��
��d�p�


��a��

v pozici�h ������ i ������ sto�t nuli� a �to oznaqaet ravenstva
�
��p�

� 	 s
� 	 �
��
�p 	 
��s � �

�p�
� 	 s
� 	 �

��
�p 	 
��s 	 �p

�
�� 	 
�

�
� ��

Neslo�no pon�t�� qto taka� situaci� nevozmo�na� De�stvitel��
no� iz �� � 
� �� � sledovalo by sootnoxenie

�
�
S�����a��

� � S�����a��

qto byvaet tol�ko pri S�����a� � TrR� a �to protivoreqit stan�
dartnosti H�
V dvuh ostavxihs� sluqa�h rassmatrivaem matricu c pri

� � ��

Esli s � �� to �lement �p � S�����a� prinadle�it gruppe R�� a
potomu dl� vs�kogo obratimogo 
 �� � imeem

c���� � � i c���� � �p�
 	 �� �� ��

No togda iz c���� � � sleduet to�destvo

�p�
 	 �� �
�

�� 	 �

�
�p�

nevozmo�noe� oqevidno� pri vseh obratimyh 
� Nakonec� v sluqae
s � �p iz�za �p	 �p � R� dl� proizvol�nogo obratimogo 
 �� � my
imeem

c���� � �� c���� �
�

�� 	 �

�
�p �� �

i
c���� � � � �p�
 	 �� 	

�

�� 	 �

�
�p

� pon�tno� qto my vnov� poluqili protivoreqie�
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�� Predpolo�im teper�� qto nulevym �vl�ets� minor 
k��k
ij �a�

dl� nekotoryh indeksov i �� �j i k� Privyqna� ssylka na sopr��
�enie matrice� podstanovki iz gruppy Ve�l� pozvol�et sqitat�
i � � i j � �� Posle umno�eni� matricy a na podhod�wu� dia�
gonal�nu� sleva my budem imet� ravenstva

a�k � a�k i a���k � a���k�

Dalee ostaets� zametit�� qto dl� proizvol�nogo � �� � strogo
nenuleva� matrica

b � adk���a
��

udovletvor�et uslovi� pervo� qasti naxego dokazatel�stva�
�� Sledu�wi� xag v naxih rassu�deni�h � rassmotrenie

sravnitel�no slo�nogo qastnogo sluqa�� kogda


�����
�� �a� � ��

�tot sluqa�� kak pon�tno� �vl�ets� novym tol�ko pri n � ��
Mo�no sqitat�� qto

a�k � � pri vseh k � � i a���� � a���� � ��

Vnov� ispol�zuem oboznaqeni� 

�� dopolniv ih

a���k � � 	 	k pri k � ��

Sredi parametrov ��� � � � � �n� 	n� � � � � 	�� vozmo�no� est� i nule�
vye� odnako �� i �� navern�ka obratimy � inaqe naxa matri�
ca udovletvor�la by uslovi� vtoro� qasti dokazatel�stva� Po
�to� �e priqine my imeem neravenstvo

�k �� 	k�k pri k � ��

iz kotorogo sleduet� qto �k i 	k ne mogut byt� nulevymi od�
novremenno� Po�tomu parametry �k mo�no sqitat� obratimymi
pri vseh k� pri �k � � dl� kakogo�to k � � mo�no ispol�zovat�
sopr��enie matrice� transpozicii �k��k� �Wn s posledu�wim
umno�eniem sprava na podhod�wu� diagonal�nu� matricu� Ot�
metim� nakonec� qto sredi parametrov 	k hot� by odin otliqen
ot � iz�za pervo� qasti dokazatel�stva� a �to pozvol�et sqitat�

	n �� ��
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Pre�de vsego� dl� obratimyh � i 
 my rassmotrim matricu

c � c��� 
� � ad����d��
�a
��

i poka�em� qto esli ona monomial�na� to � � 
 � � 
�ti dva
�lementa mogut byt� ediniqnymi tol�ko odnovremenno v silu
lemmy ���
Iz sootnoxeni�

c�i � c�i 	 ���� 	 ��a��i 	 ���
 	 ��a��i

dl� vseh i �� �� � sleduet� qto esli hot� by odin iz qetyreh �le�
mentov severo�vostoqnogo ugla matricy c obratim� to

���� 	 �� �� ���
 	 ���

a potomu ves� severo�vostoqny� ugol c zanimaet obratima� mo�
nomial�na� podmatrica vtorogo por�dka� V �to� situacii qe�
tyre �lementa c���n i c���n dol�ny byt� nulevymi� qto� kak ne�

trudno pon�t�� nevozmo�no iz�za 
n��n
�� �a��� �� �� Sledovatel�no�

vse qetyre �lementa severo�vostoqnogo ugla c � nulevye i

���� 	 �� � ���
 	 ��� 
	��

Pri takom uslovii dl� ka�dogo i � � iz 
i��i
�� �a��� �� � sleduet�

qto hot� by odin iz qetyreh �lementov c���i i c���i dol�en byt�
obratim� a �to� razumeets�� nevozmo�no dl� n � �� Esli �e n � ��
to matrica vtorogo por�dka iz severo�zapadnogo ugla c imeet
po kra�ne� mere odin nulevo� stolbec� qto pri uslovii 
	��
oznaqaet vypolnenie odnogo iz ravenstv

���� 	 �� �a��� 	 a���� � � ili ���� 	 �� �a��� 	 a���� � ��

No ka�doe iz �tih dvuh uravneni� mo�et imet� ne bolee odnogo
korn�� hot� matrica c�� � c����� 
��� tak�e monomial�na� Takim
obrazom� iz monomial�nosti c sleduet � � 
 � ��
Teper� nam potrebu�ts� bolee slo�nye matricy

g � g��� 
��� � ad����d��
�dn���a
���

My hotim na�ti takie �� 
 i �� qto


n��n
�� �g� � �� 
		�



TEOREMA BOREVIQA ���

a zatem ispol�zovat� vtoru� qast� dokazatel�stva� Dostatoq�
nym usloviem dl� 
		� �vl�ets� odnovremennoe vypolnenie ra�
venstv

g�n � g�n i g���n � g���n�

a �to� kak neslo�no podsqitat�� znaqit� qto �� 
 i � sv�zany
sistemo� uravneni��

���� 	 ���� � �n�� 	 ����� 	 	n��
�� 	 �����

���
 	 ���� � �n�� 	 �����	 	n��
�� 	 ������


	��

gde legko vyqisl�emye ko�fficienty �i i �ij obratimy iz�za to�
go� qto sootvetstvu�wie im minory matricy a�� otliqny ot ��
Ka�domu � sistema 
	�� sopostavl�et edinstvennu� paru ��� 
�
�lementov tela R� Polaga� � � 	��n �n� uka�em beskoneqnoe mno�
�estvo S obratimyh �� kotorym sistema 
	�� sopostavl�et obra�
timye � i 
� pri � � R� v kaqestve S my voz�mem �lementy
beskoneqno� additivno� gruppy

�R���
��

udovletvor��wie koneqnomu qislu ograniqeni�� a pri � �� R� �
�lementy beskoneqno� mul�tiplikativno� gruppy

f� � R� j ��� � �g �

na kotorye tak�e nalo�eno koneqnoe qislo ograniqeni��
Dl� � � S i udovletvor��wih sisteme 
	�� � i 
 matricu

g��� 
��� mo�no� koneqno� oboznaqat� prosto g���� �ta matrica�
razumeets�� monomial�na� Rassmotrim teper� podmno�estvo

S� �
�
� � S j ��� � S

�
�

�sno� qto ono tak�e beskoneqno� priqem dl� ka�dogo � � S�

g����� � g������

poskol�ku matrica c��� 
� kak my pokazali vyxe� monomial�na
tol�ko pri � � 
 � �� Dalee� dl� proizvol�nogo �� � S� na�dets�
beskoneqnoe mnogo takih �� � S�� qto ���� � S�� po upom�nuto�
u�e priqine dl� takih �lementov

g������ � g����g�����
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Ispol�zu� beskoneqnost� mno�estva S�� neslo�no pokazat��
qto beskoneqnym �vl�ets� tak�e mno�estvo

S� � f� � S� j g����� �� �� g����� �� �g �

Dl� vs�kogo � � S� matrica vtorogo por�dka� sto�wa� v severo�
vostoqnom uglu g���� � nuleva�� po�tomu takie � udovletvor��t
sootnoxeni�

��� 	 �� �
�
�
�� 	 �

�
�� 
	��

Dl� poluqeni� nu�nogo protivoreqi� ostaets� vspomnit� o tom�
kak my vybirali mno�estvo S� dl� ego �lementa ravenstvo 
	��
vypoln�ets� tol�ko pri � � ��
�� Zakonqim dokazatel�stvo lemmy� Po pon�tno� priqine my

sqitaem nulevym minor 
kl
���a� dl� nekotoryh k �� �l i

a�k � a�k � a�l � a�l � ��

S uqetom vtoro� qasti dokazatel�stva obe summy

�k � a���k 	 a���k i �l � a���l 	 a���l

otliqny ot nul��
Rassmatriva� matricu

c � c��� 
� � ad�k���d�l�
�a
���

vyberem � i 
 tak� qtoby vypoln�lis� ravenstva

c���� � c���� i c���� � c�����

Legko podsqitat�� qto dl� �togo � i 
 dol�ny byt� sv�zany
sootnoxeniem

�k�� 	 �� � �l�
 	 ���

Pri �tom uslovii 
�����
�� �a� � � i v silu tret�e� qasti naxego

dokazatel�stva matrica c dol�na byt� monomial�no�� No togda
monomial�na i obratna� matrica� qto daet nam ewe odno soot�
noxenie

�k��
�� 	 �� � �l�


�� 	 ���

Legko videt�� qto odnovremenno poluqennye uslovi� mogut vy�
poln�t�s� tol�ko pri

�k � �l � � i � � 
�
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Takim obrazom� matrica c��� �� monomial�na pri l�bom obrati�
mom ��
Pri n � � privedennye soobra�eni� legko vedut k protivo�

reqi�� De�stvitel�no� kak netrudno proverit�� obratimye �le�
menty

� � a�����ka���k i 
 � a�����la���l

razliqny i ne ravny �� priqem c������� 
� � �� �to oznaqaet mo�
nomial�nost� matricy c��� 
�� No togda monomial�na i matrica

c��� 
� � c����� ���� � ad�l�
�
���a���

posle qego ostaets� vspomnit� lemmu ��
Pri n � � naxi argumenty v sv�zi s matrice� c � c��� �� napo�

mina�t rassu�deni� iz pervo� qasti dokazatel�stva� Esli by
pri nekotorom i � � vse qetyre �lementa c���i i c���i okazalis�
nulevymi� to my imeli by

a��k�i 	 a��l�i � a��k��i 	 a��l��i � ��

to est� minor 
i��i
�k��l�a

��� okazals� by nulevym� a �to� kak po�

kazano vo vtoro� qasti� protivoreqit nestandartnosti H� Po�
�tomu ukazanna� qetverka soder�it obratimy� �lement dl� ka�
�dogo � �� �� Takoe vozmo�no tol�ko pri n � �� kogda sto�wa� v
severo�zapadnom uglu c podmatrica vtorogo por�dka imeet nule�
vo� stolbec� Zakanqivaet naxi rassu�deni� ssylka na to� qto
ka�doe iz uravneni�

c�� � c�� � � i c�� � c�� � �

imeet ne bolee odnogo rexeni�� �

V sledu�wem razdele my doka�em v kakom�to smysle analog
lemmy �� rassmatriva� nulevo� psevdominor vtorogo por�dka� No
dl� �togo snaqala nam pridets� sopostavit� unitarno� matrice
psevdostolbec�

�� Associirovannye vektory

Sledu� rabote �	�� U� Pendera� posv�wenno� klassiqeskim
gruppam nad telom harakteristiki � s invol�cie� pervogo roda�
my rassmotrim faktorgruppu

V � R��TrR
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kak levoe vektornoe prostranstvo nad telom R� opredel�� umno�
�enie ravenstvom

� �� 	 TrR� � ���	TrR�

Dl� proizvol�no� matricy a � U ��n�R��� ka�da� ee qastiqna�
summa dlinnogo tipa Si��i�a� invariantna otnositel�no invol��
cii� po�tomu my mo�em sopostavit� naxe� matrice �n vektorov
prostranstva V

vi�a� � Si��i�a� 	 TrR

� �ti vektory my budem nazyvat� associirovannymi s danno�
matrice�� Nam udobno tak�e rassmatrivat� stolbec

v�a� �

�
B	

v��a�
v��a�
� � �

v���a�



CA

vysoty �n� sostavlenny� iz associirovannyh vektorov 
associ�
irovanny� stolbec matricy�� �tot stolbec mo�no umno�at� na
proizvol�nye �lementy tela R� a tak�e na matricy s �lementa�
mi iz R 
razumeets�� sleva�� ime�wie �n stolbcov�
Pereqislim proste�xie svo�stva vvedennyh ob�ektov� dl�

ih dokazatel�stva dostatoqno vospol�zovat�s� opredeleniem i
vspomnit� obsu�davxies� v ��� svo�stva qastiqnyh summ dlin�
nogo tipa�

Predlo�enie� 	� Dl� proizvol	no� monomial	no� unitarno�
matricy vse associirovannye vektory � nulevye


�� dl� proizvol	no� unitarno� transvekcii korotkogo kornevo�
go tipa vse associirovannye vektory � nulevye


�� dl� proizvol	no� unitarno� transvekcii dlinnogo kornevo�
go tipa tol	ko odin associirovanny� vektor mo�et byt	
nenulevym


�� esli a i b � dve unitarnye matricy odnogo por�dka� to
v�ab� � v�a� 	 av�b�


�� associirovannye stolbcy dvuh vzaimno obratnyh unitarnyh
matric sv�zany sootnoxeniem v�a� � av

�
a��

�
�

Ispol�zu� vvedennye terminy i oboznaqeni�� sformuliruem
teper� u�e upominavxu�s� lemmu o nulevom psevdominore�
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Lemma 
� Esli dl� strogo nenulevo� matricy a pri kakih�to
indeksah i �� �j imeet mesto sootnoxenie

a��i��ivi�a� � a��j��ivj�a��

to podgruppa H standartna�

Dokazatel�stvo� Kak obyqno� vnaqale qut� uprostim rassma�
trivaemu� matricu� Pre�de vsego� ispol�zu� sopr��enie s po�
mow�� matricy podstanovki iz gruppy Ve�l�� svedem rassmo�
trenie k sluqa� i � � i j � �� Umno�eniem sleva na matricu
d�
�
a������

�
d�
�
a������

�
� dobivaems� ravenstv

a���� � a���� � � i v��a� � v��a��

Zatem umno�eniem sprava na podhod�wu� diagonal�nu� matri�
cu prevrawaem v edinicy vse �lementy levo� poloviny pervo�
stroki�

a�l � � dl� vseh l � ��

�lementy a���� i a���� pri �tom� razumeets�� izmen�ts�� no osta�
nuts� odinakovymi� kak sohranits� i ravenstvo v��a� � v��a��
Naxa matrica teper� imeet vid

a � 
	��

�

�
B	

� � � � � � �n � � � �� ��
� 	 �� � 	 �� � � � � 	 �n �n 	 	n � � � �� 	 	� ��
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
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pri nekotoryh parametrah �i� �i i 	i� V �tih oboznaqeni�h

S�����a� � S�����a� 	
X
i��

�i�i 	
X
i��

�i	i 	
X
i��

	i�

priqem X
i��

�i�i 	
X
i��

	i � ��

Po�tomu ravenstvo v��a� � v��a� oznaqaet� qto summa

t �
X
i��

�i	i

�vl�ets� sledom�
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Poslednee preobrazovanie � �to sk��ling� dela�wi� summu
t central�no� i prevrawa�wi� tip invol�cii v simplektiqe�
ski�� Pri t �� � sk��ling my provedem s pomow�� t� a pri t � �
� s pomow�� proizvol�nogo nenulevogo sleda� �sno� qto posle
takogo sk��linga matrica snova predstavl��ts� v vide 
	��� gde
summa t ravna � ili ��
My op�t� predpolo�im� qto naddiagonal�na� podgruppa� so�

der�awa� opisannu� matricu� ne �vl�ets� standartno�� Po lem�
me � togda vse parametry� ot kotoryh zavis�t �lementy pervyh
dvuh strok matricy a� � nenulevye�
Dl� obratimyh ��� � � � � �n budem rassmatrivat� matricy

c � c ���� � � � � �n� � a
Y
i��

di��i�a
��

i postaraems� na�ti takie �i� qtoby minor 
�����
�� �c� okazals�

nulevym�
Naqnem s ravenstv

c���� 	 c���� � ������ 	
X
i��

�i�i�i 	
X
i��

	i�
��
i �

c���� 	 c���� � ������ 	
X
i��

�i�i��i 	 	i� 	
X
i��

	i�
��
i �� 	 �i��

iz kotoryh sleduet

c���� 	 c���� 	 c���� 	 c���� �
X
i��

�i�i	i 	
X
i��

	i�
��
i �i� 
	��

Esli dl� proizvol�nogo � iz beskoneqno� gruppy U�R� polo�it�

�i � 	i�	 i
���

to summa 
	�� budet ravnaX
i��

�i	i� 	 �
X
i��

	i�i � t� 	 �t � ��

Zametim� qto iz�zaX
i��

�i�i �
X
i��

	i 	 ���� ��
X
i��

	i
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k �lementam ��	�� � � � � �n	n� 	
��
� ��� � � � � 	

��
n �n i

P
i��

	i my mo�em

primenit� lemmu 	 i na�ti takoe beskoneqnoe podmno�estvo
Q � U�R�� qto dl� ka�dogo � iz QX

i��

�i	i�	
��
i �i 	 �

X
i��

	i �� ��

Legko videt�� qto v �to� situacii na�dets� obratimy� ��� dl�
kotorogo c���� 	 c���� � � i� sledovatel�no� 
�����

�� �c� � ��
Dalee rassu�daem v stile tret�e� qasti dokazatel�stva lem�

my �� Dl� proizvol�nogo � � Q matrica c okazyvaets� zavis�we�
ot odnogo parametra 
c � c����� ona monomial�na� a ee severo�
vostoqny� ugol zanimaet� kak netrudno pon�t�� nuleva� podma�
trica vtorogo por�dka� �tim �e svo�stvom obladaet i obratna�
matrica� po�tomu

��� � Q i c����� � c������

Ispol�zu� beskoneqnost� mno�estva Q� my mo�em na�ti takie
indeksy k�� � � � � kn i takoe beskoneqnoe podmno�estvo Q� � Q� qto

ciki��� �� � dl� vseh � � Q� pri l�byh i � ��

Dl� � i 
 iz Q� matrica c���c�

��� diagonal�na i� sledovatel�no�

�
�� prinadle�it Q� priqem

c���c�
��� � c��
����

Itak� ka�domu � iz nekotorogo beskoneqnogo podmno�estva
Q� � Q sootvetstvuet diagonal�na� matrica

c��� � c ���� � � � � �n� �

to est� na�duts� takie obratimye 
�� � � � � 
n� qto

a
Y
i��

di��i� �
Y
i��

di�
i�a�

Rassmatriva� levu� polovinu pervo� stroki �to� matricy� my
poluqaem ravenstva

�� � � � � � �n � 
� �� ��

No esli matrica

c � a
Y
i��

di�
��a
��
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diagonal�na� to

� � c���� � 
�S�����a� 	 S�����a�

���

qto vozmo�no tol�ko pri S�����a� � TrR� kogda H standartna� �

Opira�s� na lemmu �� my doka�em v zakl�qitel�no� qasti
raboty osnovno� rezul�tat �to� stat�i�

Teorema� Esli �R��� � proizvol	noe formennoe kol	co nad nekom�
mutativnym telom s invol
cie� R i n � l
boe natural	noe qi�
slo� to dl� vs�ko� naddiagonal	no� podgruppy H gruppy U ��n�R���
suwestvuet taka� edinstvenna� toqna� formenna� D�set	 �����
por�dka �n� qto

U ����� � H � NU ������


� Vse naddiagonal�nye podgruppy U ��n�R��� standartny

Razumeets�� my prodol�aem sqitat�� qto R � telo harakte�
ristiki � s invol�cie� pervogo roda� V posledni� raz pred�
polo�im� qto naddiagonal�na� podgruppa H �vl�ets� kontrpri�
merom� i voz�mem v ne� strogo nenulevu� matricu a� My u�e
neodnokratno govorili o tom� qto sopr��enie pri pomowi mo�
nomial�no� unitarno� matricy perevodit nestandartnu� pod�
gruppu snova v nestandartnu�� to �e samoe otnosits� i k sk���
lingu� Poka�em� qto s pomow�� takih preobrazovani� mo�no
poluqit� naddiagonal�nu� podgruppu� kotora� soder�it strogo
nenulevu� matricu dovol�no special�nogo vida� Vo izbe�anie
kaskada lixnih oboznaqeni� posle ka�dogo iz naxih preobra�
zovani� poluqa�wu�s� podgruppu my snova oboznaqaem qerez
H i qerez a � obraz matricy a�
Naqnem s togo� qto po lemme � dl� nekotorogo indeksa k pro�

izvedenie a��k� ak��� ne prinadle�it R�� Esli k �� �� to voz�mem
kaku��nibud� podstanovku �� iz gruppy Ve�l�� dl� kotoro�

����� � k�

i sopr��em H pri pomowi matricy �to� podstanovki� �to po�
zvolit nam dal�xe sqitat�� qto

a���r a���r �� R�

dl� nekotorogo polo�itel�nogo indeksa r�
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Teper� umno�im naxu matricu sprava na proizvedenieY
i��

di�a
��
�i ��

prevrawa� vse �lementy levo� poloviny pervo� stroki v edini�
cy� i dl� poluqenno� matricy polo�im

a���i � �i pri vseh i � ��

Poskol�ku qastiqna� summa S�����a� �
P
i��

�i prinadle�it R
�� no

�r v R� ne vhodit� na�dets� indeks s �� r� dl� kotorogo �s �� R��
sledovatel�no� �m �� R� dl� nekotorogo m �� �� �to pozvol�et
v gruppe Ve�l� na�ti podstanovku ��� sohran��wu� znaki vseh
indeksov i udovletvor��wu� uslovi�m

����� � � i ���n� � m�

Posle sopr��eni� pri pomowi matricy �� leva� polovina per�
vo� stroki a vnov� budet sosto�t� iz edinic� a podgruppe R� ne
budet prinadle�at� parametr �n� Provod� dalee sk��ling s po�
mow�� �n	�n� my poluqaem invol�ci� simplektiqeskogo tipa
i �n 	 �n � ��
Zametim� nakonec� qto esli by dl� kakogo�to indeksa j �� ��

imelos� ravenstvo

ajna
�
n��� 	 aj��na

�
�n��� � ajn�n 	 aj��n � ��

to uravnenie

ajn�� 	 ���n 	 aj��n

�
�
��

	 �
�
� �

obladalo by� oqevidno� beskoneqnym mno�estvom rexeni�� a
togda lemma � protivoreqila by nestandartnosti H� Po�to�
mu umno�enie naxe� matricy sleva na proizvedenie

Q
j��

dj��j�

pri podhod�wem vybore obratimyh �j dobavl�et k predyduwim
uslovi�m na �lementy a ravenstva

ajna
�
n��� 	 aj��na

�
�n��� � � pri vseh j � ��

Takim obrazom� my mo�em sqitat�� qto na R de�stvuet invo�
l�ci� simplektiqeskogo tipa� a naxa nestandartna� podgruppa
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H soder�it strogo nenulevu� matricu a� n�y� i ��n��y� stolb�
cy kotoro� ravny

An �

�
BBBBBBBBB	

�
� 	 ��
� � �

� 	 �n

n�� 	 	n�

� � �

��� 	 	��
� 	 �



CCCCCCCCCA

i A�n �

�
BBBBBBBBB	

�
�	 ���
� � �

�	 �n�

n��	 	n��

� � �

���	 	���
��	 ��



CCCCCCCCCA
�

gde

� � � 	
X
i��

�� 	 	i� 
i�i 	
X
i��

�
� 	 �i

�

i	i�

vse parametry �� �i� 	i obratimy i

�	 � � ��

Poslednee ravenstvo oznaqaet� qto podtelo

R� � �R���

invariantno otnositel�no invol�cii� a ego gruppa unitarnyh
�lementov beskoneqna� Dl� otliqnyh ot � �lementov � � U�R��
my polo�im

b � b��� � adn���a
���

a zatem� fiksiru� opredelenny� indeks l � �� budem rassmatri�
vat� matricy

c � c ��� 
��� � b���d��
�dl���b����

My poka�em� qto suwestvuet beskoneqno mnogo � � U�R��� dl�
kotoryh pri nekotoryh obratimyh 
 i �

c���� � cl��� i v��c� � vl�c�� 
	��

to est� matrica c udovletvor�et uslovi� lemmy �� i qto vse
takie matricy c ne mogut byt� monomial�nymi�
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V sv�zi s sootvetstvu�wimi vyqisleni�mi nam udobno vvesti
v rassmotrenie stolbcy

X �

�
BBBBBBBBB	

�
�
� � �
�

n
� � �

�
�



CCCCCCCCCA

i Y �

�
BBBBBBBBB	

�
��
� � �
�n

n	n
� � �

�	�
�



CCCCCCCCCA
�

a tak�e pol�rnye k nim 
my ispol�zuem obyqnu� geometriqe�
sku� terminologi�� sm�� naprimer� stat�� �� Baka i N� Vavi�
lova �	��� stroki

x �
�
�� 
�� � � � � 
n� �� � � � � �� �

�
i y �

�
� � 	�
�� � � � � 	n
n� �n� � � � � ��� �

�
�

Iz oqevidnyh sootnoxeni�

An � X 	 Y i A�n � X� 	 Y �

i dokazannogo predlo�eni� legko sledu�t ravenstva

b � e 	X�� 	 ��x	 Y �� 	 ��y�

v�b� � X��	��
�
vn�a

��� 	 �v�n�a
���
�
	Y ��	��

�
vn�a

��� 	 �v�n�a
���
�
�

Vyqisl�� n�u� i ��n��u� qastiqnye summy dlinnogo tipa dl�
matricy a��� netrudno obnaru�it� sravnenie

Sn��n�a
��� 	 �S�n�n�a

����	 �	
X
i��

	i
i�i �mod TrR�� 
	��

Iz nego� kak legko pon�t�� sleduet sootnoxenieX
i��

�
	i
i�i 	 �i
i	i

�
� ��

a potomu suwestvuet tako� indeks l� qto

	 l
l�l �� R�� 
	��

� my fiksiruem �tot indeks� Krome togo� pri oboznaqeni�h

v�n�a
��� � u i �	

X
i��

	i
i�i � w
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sravnenie 
	�� pozvol�et associirovanny� stolbec b zapisat� v
vide

v�b� � X�� 	 ���u	w� 	 Y �� 	 ��w�

Teper� obratims� k matrice

c � bd��
�dl���b � b� 	 b �e 	 d��
�dl���� b�

Neslo�no podsqitat�� qto pri l�bom �

c���� 	 cl��� � �� 	 �l�� 	 ��� � �
 	 ���� 	 ��	

	
�
� 	 �l�� 	 ��	l
l

�
�� 	 ���� 	 �� 	 �l�� 	 ���l

�
�
�� 	 �

�

l�� 	 ���

Sledovatel�no� esli � udovletvor�et ograniqeni�

� 	 �l�� 	 ��� �� ��

a pri obratimom � imeets� neravenstvo

�	�l��	��� ��
�
� 	 �l�� 	 ��	l
l

�
��	��	�l��	���l

�
�
�� 	 �

�

l � 
	
�

to na�dets� tako� edinstvenny� obratimy� 
� qto dl� tro��
ki �� 
�� �lementy matricy c udovletvor��t pervomu iz uslo�
vi� 
	��� K obsu�deni� neravenstva 
	
� my vernems� posle to�
go� kak obsudim vtoroe iz �tih uslovi��
Associirovanny� stolbec matricy c raven

v�c� � v�b� 	 bd��
�dl���v�b� �

� v�b� 	 bv�b� 	 b �e	 d��
�dl����v�b� � v�b�� 	 bT�

gde qerez T oboznaqen stolbec iz vektorov� perva� komponenta
kotorogo ravna

�
 	 ��v��b� � �
 	 ���� 	 ���u	 w��

Posle nebol�xogo vyqisleni� poluqaem

v��c� 	 vl�c� � ���� 	 ���u	 w� 	 �l�� 	 ��w

pri

�����	�l��	��� � �
	��	
�
�	�l��	��	 l
l

�
��	��	�l��	���l

�
�
��	�

�

l�

�l � �l��	��	
�
� 	 �l�� 	 ��	l
l

�
��	���l 	�l��	���l

�
�
�� 	 �

�

l	l�
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My vidim� qto esli dl� tro�ki �� 
�� �lementy c���� i cl��� so�
vpada�t� to ko�fficient �� raven nul�� po�tomu dl� vypolne�
ni� vtorogo iz uslovi� 
	�� dostatoqno ravenstva �l � �� Pri
fiksirovannom � �to ravenstvo �vl�ets� uravneniem otnositel��
no �� kotoroe my mo�em perepisat� v videh

�
��
l 	l
l 	 �

��
l �� 	 �������l

i
� 	 ���
l	l�

��
l �

� �
��
l �� 	 �������l 	 �

��
l 	l
l 	 
l	l�

��
l � 
�	�

Esli � udovletvor�et ewe odnomu ograniqeni�

� 	 �l�� 	 ��	l
l �� ��

to� kak netrudno uvidet�� uravneni� 
�	� udovletvor�et

� �
h
�
��
l 	l
l 	 �

��
l �� 	 �������l

i��
�
��
l 	l
l �

�
h
� 	 


��
l 	��

l
�� 	 �������

l

i��
�� �� 
���

Vozvrawa�s� teper� k neravenstvu 
	
�� zametim� qto dl� uka�
zannogo � �to neravenstvo oznaqaet ewe odno ograniqenie na �

�
�
� 	 	��l

�
�� � �

Itak� esli � � unitarny� �lement tela R�� udovletvor���
wi� koneqnomu qislu ograniqeni� 
nazovem tako� �lement do�
pustimym�� to dl� � i 
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