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Pam�ti moego uqitel� F� A� Berezina

Kanoniqeskie predstavleni� na �rmitovyh simmetriqeskih
prostranstvah G�K byli vvedeny Berezinym ��� i Verxikom�
Gel�fandom�Graevym �	� � dl� cele
 kvantovani� i kvantovo

teorii pol�� Oni unitarny otnositel�no nekotorogo invariant�
nogo nelokal�nogo skal�rnogo proizvedeni� 
formy Berezina��
My dumaem� qto bylo by estestvennym rassmatrivat� kanoni�
qeskie predstavleni� v bolee xirokom smysle� nado otkazat�s�
ot uslovi� unitarnosti i pozvolit� predstavleni�m de
stvo�
vat� v dostatoqno xirokih prostranstvah� v qastnosti v pro�
stranstvah obobwennyh funkci
� Pon�tie kanoniqeskogo pred�
stavleni� 
v �tom xirokom smysle� mo�et byt� rasprostrane�
no na drugie klassy poluprostyh simmetriqeskih prostranstv
G�H� v qastnosti na para��rmitovy simmetriqeskie prostran�
stva� sm� ���� Bolee togo� inogda okazyvaets� poleznym rassma�
trivat� vmeste srazu neskol�ko prostranstv G�Hi� vozmo�no s
raznymi Hi� vlo�ennymi kak otkrytye G�orbity v nekotoroe
kompaktnoe mnogoobrazie �� na kotorom G de
stvuet� tak qto �
est� zamykanie �tih orbit�
Kanoniqeskie predstavleni� mo�no opredelit� sledu�wim

obrazom� Pust� eG � gruppa� soder�awa� G 
�nadgruppa��� eR
� seri� predstavleni
 gruppy eG� inducirovannyh harakterami
nekotoro
 paraboliqesko
 podgruppy eP � sv�zanno
 s prostran�
stvom G�H� i de
stvu�wih v funkci�h na �� Kanoniqeskie pred�

stavleni� R gruppy G � �to ograniqeni� predstavleni
 eR na G�
V �to
 stat�e my provodim �tu programmu dl� dvupolostnogo
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giperboloida L v Rn� �tot giperboloid sostoit iz dvuh pol L��
ka�da� iz kotoryh est� prostranstvo Lobaqevskogo razmernosti
n� � 
rimanovo poluprostoe simmetriqeskoe prostranstvo ran�
ga odin�� Gruppa G est� SO��n� �� ��� mnogoobrazie � est� edi�
niqna� sfera v Rn� Giperboloid L mo�no oto�destvit� s �to


sfero
 bez �kvatora� Nadgruppa eG est� SO��n� ��� Predstavleni�eR � �to predstavleni� gruppy eG� sv�zannye s konusom� Kanoni�
qeskie predstavleni� R��� numeru�ts� qislami � � C i � � �� ��
My razlagaem �ti kanoniqeskie predstavleni� na neprivodimye
sostavl��wie i razlagaem formu Berezina na sootvetstvu�wih
prostranstvah� Sluqa
 n � � byl rassmotren v ���� v neskol�ko
ino
 forme� Se
qas my predpolagaem� qto n � ��
Na samom prostranstve Lobaqevskogo L� kanoniqeskie pred�

stavleni� ranee rassmatrivalis� s drugimi �drami Berezina�
�	x� y
� ���� n � �� v �	� i 	x� y
� v ��� 
po povodu 	x� y
 sm� 
���� ni�
�e�� �ti predstavleni� byli unitarnymi� Neunitarny
 sluqa

s �drom Berezina 	x� y
� dl� proizvol�nogo n byl rassmotren v
���� Zametim� qto naxi kanoniqeskie predstavleni� mo�no rea�
lizovat� kak predstavleni� sdvigami na prostranstve Lobaqev�
skogo L� s �drom Berezina

�	x� y
 � ��� � ������	x� y
� ���


s mno�itelem�� de
stvu�wie v nekotoryh prostranstvah funk�
ci
 D����L�� i ih rasxireni�h�
Izuqenie kanoniqeskih predstavleni
 na dvupolostnom gi�

perboloide L okazyvaets� v nekotorom smysle bolee estestven�
nym� qem izuqenie takih predstavleni
 na odno
 ego pole L�� V
qastnosti� mo�no legko napisat� obratny
 operator dl� pre�
obrazovani� Berezina Q���� on est� preobrazovanie Berezina
Q��n����� �to pozvol�et poluqit� razlo�enie 
�formulu Plan�
xerel��� formy Berezina �f� h���� dl� vseh � v �vnom i prozraq�
nom vide�
Vvedem nekotorye oboznaqeni� i soglaxeni��
My ispol�zuem sledu�wee oboznaqenie dl� haraktera gruppy

R� � Rn f�g�

t��� � jtj��sgn t�� � t � R�� � � C � � � �� ��

Qerez N my oboznaqaem f�� �� �� � � �g�
Znak ��� oznaqaet sravnenie po modul� dva�
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Esli M � mnogoobrazie� to D�M � oboznaqaet prostran�
stvo Xvarca kompleksnoznaqnyh beskoneqno differenciruemyh
funkci
 na M s kompaktnym nositelem� snab�ennoe obyqno
 to�
pologie
� i D��M � oboznaqaet prostranstvo obobwennyh funk�
ci
 na M � antiline
nyh nepreryvnyh funkcionalov na D�M ��
Dl� differenciruemogo predstavleni� gruppy Li my sohra�

n�em tot �e samy
 simvol dl� sootvetstvu�wih predstavleni

ee algebry Li i universal�no
 obertyva�we
 algebry�
Pust� � � � �� � nevyro�denna� polutoraline
na� forma na

D�M �� invariantna� otnositel�no pary �T� S� predstavleni

gruppy G� de
stvu�wih na D�M ��

�T �g�F� f� � �F� S�g���f�� 
����

Togda my mo�em rasprostranit� predstavlenie T na D��M � po�
sredstvom 
����� gde �F� f� est� znaqenie obobwenno
 funkcii
F � D��M � na f � D�M �� �to v samom dele rasxirenie� poskol��
ku D�M � mo�no vlo�it� v D��M �� sopostavl�� funkcii f � D�M �
funkcional h �� �f� h� s pomow�� � � � � �� My sohran�em simvol 
v
dannom sluqae T � dl� �togo rasxireni��

�� Predstavleni� gruppy G� sv�zannye s konusom

Vvedem v prostranstve Rn biline
nu� formu

	x� y
 � �x�y� � � � �� xn��yn�� � xnyn� 
����

Pust� G � SO��n � �� �� � sv�zna� komponenta edinicy v gruppe
line
nyh preobrazovani
 Rn� sohran��wih �tu formu� 	xg� yg
 �
	x� y
� My sqitaem� qto G de
stvuet na Rn sprava� x �� xg� V soot�
vetstvii s �tim my pixem vektory v vide stroki� Podgruppa K�
sohran��wa� koordinatu xn� �vl�ets� maksimal�no
 kompaktno

podgruppo
 v G� ona izomorfna SO�n� ���
Pust� g � algebra Li gruppy G� Bazis v g obrazovan matrica�

mi Lij � Eij ��i�jEji� i � j� gde �� � � � � � �n�� � ��� �n � � i Eij

� �matriqna� edinica� 
� na meste �i� j� i � na drugih mestah��
�lement Kazimira v universal�no
 obertyva�we
 algebre est�
��n� ����
g� gde


g � �
X
i�j

�i�jL
�
ij�

Napomnim 
sm� ���� nekotory
 material o predstavleni�h
gruppy G� sv�zannyh s konusom 
predstavleni�h klassa odin��
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My budem ispol�zovat� �kompaktnu� kartinu�� Pust� S � seqe�
nie konusa 	x� x
 � � v Rn giperploskost�� xn � �� Ono sostoit iz
toqek �s�� � � � � sn��� ��� takih� qto s�

�� � � �� s�n�� � �� �to ediniq�
na� sfera v Rn��� Predstavlenie T� � � � C � gruppy G de
stvuet
v D�S� po formule

�T��g�	� �s� � 	

�
sg

�sg�n

�
�sg��n�

�lement 
g perehodit v skal�rny
 operator�

T��
g� � ��� � n� �� �E�

Pust� 
S i ds � operator Laplasa�Bel�trami i mera na S�
otveqa�wie evklidovo
 metrike na S� a imenno� voz�mem v ka�
qestve lokal�nyh koordinat na S peremennye s�� � � � � sn��� krome
kako
�nibud� odno
 iz nih� naprimer sk� togda


S �
X 
�


si�
�D�

� � �n� ��D�� D� �
X

si




 si
�

ds � jskj
��ds� � � �ddsk � � � dsn���

Pri otobra�enii s �� es � �sg���sg�n mera ds preobrazuets� sle�
du�wim obrazom� des � �sg���nn ds� Ots�da sleduet� qto �rmitova
forma

h�� 	iS �

Z
S

��s�	�s� ds 
����

invariantna otnositel�no pary �T� � T��n���� t�e�

hT��g��� 	iS � h�� T��n���g
���	iS � g � G� 
����

Opredelim na D�S� operator A��

�A�	� �s� �

Z
S

	s� t
��n��	�t� dt�

Integral absol�tno shodits� pri Re� � �� � n���� ego mo�no
prodol�it� meromorfno na vs� ploskost� �� On imeet prostye
pol�sy v toqkah � � �� � n��� � N� Operator A� spletaet T� s
T��n��� t�e� T��n���g�A� � A�T��g�� Imeem

hA��� 	iS � h��A�	iS � 
��	�
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Polutoraline
na� forma hA��� 	iS invariantna otnositel��
no pary �T� � T��� V qastnosti� dl� � � R �ta forma � invariant�
na� �rmitova forma dl� T� �
Ograniqenie predstavleni� T� na podgruppu K est� predsta�

vlenie � gruppy K vraweni�mi na D�S�� ��k�	�s� � 	�sk�� ono ne
zavisit ot �� �to predstavlenie � razlagaets� v pr�mu� odno�
kratnu� summu neprivodimyh predstavleni
 �l� de
stvu�wih v
prostranstvah Hl� l � N 
napomnim� qto n � ��� Prostranstvo Hl

sostoit iz ograniqeni
 na S odnorodnyh garmoniqeskih mnogo�
qlenov ot peremennyh x�� � � � � xn�� stepeni l� �to prostranstvo
�vl�ets� sobstvennym prostranstvom dl� operatora Laplasa�
Bel�trami 
S i operatora A� s sobstvennymi znaqeni�mi so�
otvetstvenno


l � l�� � n� l�� 
����

a��� l� � ����l�����n�����
� ��� � �n � ����� � ��� n� ��

� ��� n� � � l� � ��� � l�
�

����

Kompozici� A��n��A� est� skal�rny
 operator�

A��n��A� �
�

������
�E� 
����

gde ���� � mera Planxerel�� sm� 
������
Predstavlenie T� mo�no rasprostranit� na prostranstvo

D��S� obobwennyh funkci
 na S posredstvom formuly 
�����
Analogiqno� operator A� mo�no rasprostranit� na D��S� po�
sredstvom 
��	��
Predstavlenie T� neprivodimo pri � � C za iskl�qeniem � �

N i � � ��n�N� Esli T� neprivodimo� to T� �kvivalentno T��n��
s pomow�� operatora A� ili ego vyqeta�
Imeets� tri serii neprivodimyh unitarizuemyh predstavle�

ni
� Nepreryvna� seri� sostoit iz T�� � � �� � n��� � i�� � � R�
skal�rnoe proizvedenie est� 
����� Dopolnitel�na� seri� sosto�
it iz T� � � � n � � � �� skal�rnoe proizvedenie est� forma
hA��� 	iS s nekotorym mno�itelem� Diskretna� seri� sostoit
iz predstavleni
 v podfaktorah prostranstva D�S� pri � � N i
� � �� n �N�

�� Garmoniqeski� analiz na prostranstve Lobaqevskogo

Formula Planxerel� dl� prostranstva Lobaqevskogo � klas�
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siqeski
 rezul�tat� sm�� naprimer� ��� i ssylki tam� My ispol��
zuem neskol�ko inu� formulirovku 
teorema ����� na nax vzgl�d
bolee estestvennu��
Pust� L oboznaqaet dvupolostny
 giperboloid 	x� x
 � �� On

sostoit iz dvuh pol L� � xn � � i L� � xn � ��� Ka�da� iz nih
est� prostranstvo Lobaqevskogo razmernosti n � � � odnorod�
noe prostranstvo G�K� Podgruppa K � stacionarna� podgruppa
toqek �x� � L�� gde x� � ��� � � � � �� ���
Rassmotrim prostranstvo Lobaqevskogo L�� Metrika� inva�

riantna� otnositel�no G� est� ds� � �	dx� dx
� Voz�mem v kaqe�
stve koordinat na L� peremennye x�� � � � � xn��� V nih metrika
est�

ds� �
X�

�ij �
xixj
x�n

�
dxidxj�

gde �ij � del�ta Kronekera� Metrika poro�daet operator
Laplasa�Bel�trami 
 i meru dx na L�� invariantnye otnosi�
tel�no G� a imenno�


 �
X 
�


x�i
�
�

� � �n � ��
�� 
� �
X

xi




xi
�

dx � x��n dx� � � �dxn���

Vvedem na L� pol�rnye koordinaty c� s� gde c � �� s � S�
zapisyva� x � L� v vide

x � �
p
c� � � � s�� � � � �

p
c� � � � sn��� c��

V �tih koordinatah my imeem


 � �c� � ��

�


c�
� �n� ��c





c
�

�

c� � �

S� 
����

Oboznaqim qerez U predstavlenie naxe
 gruppy G sdvigami
v funkci�h na L�� �U �g�f��x� � f�xg�� Prostranstvo� gde de
�
stvuet U � budet special�no ukazyvat�s�� esli nu�no� �lement

g perehodit v operator Laplasa�Bel�trami� U �
g� � 
� Pred�
stavlenie U sohran�et �rmitovu formu

hf� hiL� �

Z
L�

f�x�h�x�dx�
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Sledovatel�no� predstavlenie U na prostranstve L��L�� dx�
unitarno 
kvaziregul�rnoe predstavlenie��
Prostranstvo K�invariantov dl� predstavleni� T� odnomer�

no� bazisom slu�it funkci� ��� ravna� � to�destvenno� V so�
otvetstvii s obwe
 shemo
 ��� sootvetstvu�weee �dro Puasso�
na P��x� s� est� P��x� s� �

�
T��g�����

�
�s�� gde g � G tako
� qto

x�g � x� My poluqaem P��x� s� � 	x� s
�� �to �dro poro�daet dva
preobrazovani�� preobrazovanie Puassona P� � D�S� � C��L�� i
preobrazovanie Fur�e F� � D�L���D�S�� opredel�emye tak�

�P�	��x� �

Z
S

	x� s
�	�s� ds� 
����

�F�f��s� �

Z
L�

	x� s
�f�x� dx� 
����

Oni spleta�t T��n�� s U i U s T� sootvetstvenno� Po�tomu


P�	 � ��� � n� ��P�	� 
��	�

tak qto obraz preobrazovani� P� est� sobstvennoe prostranstvo
dl� 
 s sobstvennym znaqeniem ����n���� Dl� f � D�L�� nazo�
vem F�f � D�S� komponento� Fur�e �to
 funkcii f � otveqa�we

T� �
�ti preobrazovani� vzaimode
stvu�t s A� tak�

P�A� � j���P��n��� 
����

A�F� � j���F��n��� 
����

gde

j��� � a��� �� � ��� ��n�����
���� � �n � �����

�����
� 
����

Iz 
���� poluqaem

j���j�� � n� �� �
�

������
� 
����

tak qto j��� est� c�funkci� Harix�Qandry s toqnost�� do mno�
�itel��
Oba preobrazovani� � celye funkcii po �� Oni sopr��eny

drug drugu�
hP�	� fiL� � h	� F�fiS �
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Lemma ���� Pust� c� s � pol�rnye koordinaty toqki x � L�� Dl�
c�	 my imeem

�P�	� �x� 
 c� �A��n��	� �s� � c��n�� j���	�s�� 
����

V samom dele� esli Re� � �� � n���� to 
���� daet pervoe sla�
gaemoe v pravo
 qasti 
����� Esli Re� � ��� n���� to� zamen�� 	
na A�	 i ispol�zu� 
����� 
����� 
����� my poluqim vtoroe slaga�
emoe�

Lemma ���� Dl� funkcii 	 � Hl preobrazovanie Puassona P�	
est� proizvedenie �to� funkcii 	 i funkcii� zavis�we� tol�ko
ot �� l i c	

�P�	� �x� � R��l�c�	�s�� 
�����

Vvedem sledu�wu� funkci��

V��l�p� � ��� p�l��F

�
� � n � � � l

�
�
� � n� � � l

�
�� �

n

�
� p

�
� 
�����

gde F � gipergeometriqeska� funkci� Gaussa 
���� gl� ���

Lemma ���� Dl� � �� ��� n��� �Zradial�na� qast� R��l�c� imeet
sledu
wee vyra�enie	

R��l�c� � c� a���n��� l�V��n���l�c
����c��n�� j���V��l �c

���� 
�����

gde a��� l� i j��� � sobstvennye qisla operatora A� � sm� ����� i
������

Dokazatel�stvo� Po 
��	� radial�na� qast� R��l�c� udovletvo�
r�et uravneni�

�c� � ��
d�R

dc�
� �n � ��c

dR

dc
�


l
c� � �

� ��� � n� ��R� 
�����


l daets� formulo
 
����� Sdelaem zameny� R � p������ � p�l��z�
p � c��� Dl� z my poluqaem uravnenie

p���p�
d�z

dp�
�

�
�� n

�
���

�
� � l �

�

�

�
p

�
dz

dp
�
�� � l��� � l � ��

�
z � ��

�to gipergeometriqeskoe uravnenie s parametrami a � ��� �
l���� b � ��� � l � ����� c � �� � �n � ����� Nam nu�no vz�t�
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rexenie� regul�rnoe v toqke p � � dl� Re� � �� � n���� Soot�
vetstvu�wee rexenie uravneni� 
����� est� c� V��n���l�c���� gde
� �� �� � n��� � N� Uravnenie 
����� ne men�ets� pri zamene � na
� � n � �� Sledovatel�no� funkci� c��n�� V��l�c��� � to�e rexe�
nie uravneni� 
������ Qtoby na
ti line
nu� kombinaci� �tih
rexeni
� da�wu� funkci� R��l�c�� nu�no ispol�zovat� asimpto�
tiku �to
 funkcii� ukazannu� v lemme ���� �

Razlo�im V��l�p� po stepen�m p�

V��l�p� �
�X
k��

wkp
k� 
���	�

Lemma ��	� Ko�fficienty wk v 
���	� � mnogoqleny ot 
l �sm�
�����
 stepeni k s ko�fficientami� racional�no zavis�wimi ot �	
wk � w��k�
l�� a imenno�

w��k�
l� � ����k
kX

r��

���� n� � � �k����
�k�r	

��r r� �k � r�� �� � n����r	
�

�
r��Y
m��

h

l � �� � n� � � �m��� � � � �m�

i
� 
�����

my ispol�zuem oboznaqenie a�m	 � a�a� �� � � � �a�m � ���

Dokazatel�stvo� Primenim k gipergeometriqesko
 funkcii v

����� preobrazovanie ���� ���
���� Poluqim

V��l�p� � ��� r����n�����F

�
� � n � � � l

�
�
� � �� l

�
�� �

n

�
��

p

�� p

�
�

�X
r��

����r vr � p
r ��� p��r����n������

gde

vr �
��� � n� � � l�����r	 ��� � �� l�����r	

�� � n����r	 r�
�

�ti ko�fficienty vr mo�no vyrazit� qerez 
l� imenno�

vr �
�

��r r� �� � n����r	

r��Y
m��

h

l � �� � r � � � �m��� � � � �m�

i
�
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Razlaga� stepeni �� r v binomial�nye r�dy i sobira� qleny s
odnim i tem �e pk� my poluqim 
������ �

Oboznaqim qerez W��k operator na D�S�� dl� kotorogo pro�
stranstva Hl �vl��ts� sobstvennymi s sobstvennymi znaqeni��
mi w��k�
l�� t�e�

W��k � w��k�
S�� 
�����

On est� mnogoqlen ot 
S stepeni k s ko�fficientami� raci�
onal�nymi po �� Oni ime�t prostye pol�sy v toqkah � �
��n����m� � � m � k � �� Naprimer�

W��� � �� 
�����

W��� �
�

���� � n�

�
�
S � �� � n� ���� � n� ��

	
�

Sledu�wa� teorema dokazyvaets� s pomow�� 
������ 
������

���	�� 
������

Teorema ��
 ���� Pust� � �� ���n����Z� Dl� K�finitno� funkcii
	 iz D�S� ee preobrazovanie Puasona �P�	� �x� razlagaets� sledu
�
wim obrazom	

�P�	� �x� � c�
�X
k��

�C��k	� �s� � c
��k � c��n��

�X
k��

�D��k	� �s� � c
��k�

gde c� s � pol�rnye koordinaty toqki x�

D��k � j���W��k �

C��k � A��n��W��n���k� 
�����

Operatory D��k � differencial�nye� C��k � integral�nye�
Operatory C��k� D��k� W��k i A� � skal�rnye na ka�dom Hl� po�
�tomu oni kommutiru�t drug s drugom�

Sferiqeska� funkci� ���x�� otveqa�wa� predstavleni� T� �
� � C � � �to preobrazovanie Puasona K�invarianta ���

���x� �

Z
S

	x� s
� ds�

Ona prinadle�it C��L�� i zavisit tol�ko ot c � xn� v samom
dele� ona ravna R����c�� Po�tomu ���n�� � �� � Dalee� ona � sob�
stvenna� funkci� dl� 
 s sobstvennym znaqeniem ��� � n � ���
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Vot ee vyra�enie qerez funkcii Le�andra�

���x� � ������� �c� � ������ P����� �c�� 
�����

gde dl� kratkosti my oboznaqili

� �
n� �

�
� 
�����

Znaqenie funkcii �� v x� ravno �n�� � ob�emu ediniqno

sfery v Rn��� Zametim� qto obyqno ispol�zuets� druga� normi�
rovka� znaqenie v x� ravno ��
Sferiqesku� funkci� mo�no rassmatrivat� kak obobwennu�

funkci� na L��
Voobwe� pust� � � obobwenna� funkci� na L�� invariantna�

otnositel�no K� Sopostavim e
 otoobra�enie D�L��� C��L���
nazovem ego svertko� s ��

�� � f� �x� � h�� U �g�f iL� �

i polutoraline
ny
 funkcional K ��jf� h��

K ��jf� h� � hf� � � hiL� �

gde x � x�g� Svertka kommutiruet so sdvigami� U �g� �� � f� �
� � U �g�f � g � G�
Dl� sferiqesko
 funkcii �� svertka est� kompozici� pre�

obrazovani
 Fur�e i Puassona�

�� � f � P��n�� F� f�

a funkcional K � skal�rnoe proizvedenie komponent Fur�e�

K ��� jf� h� � hF��n��f� F� hiS � hF�f� F��n�� hiS �

Teorema ���� Kvaziregul�rnoe predstavlenie U gruppy G na
L��L�� dx� razlagaets� v pr�mo� integral unitarnyh neprivodi�
myh predstavleni� nepreryvno� serii s kratnost�
 odin� A imen�
no� sopostavim funkcii f � D�L�� sovokupnost� fF�fg ee kompo�
nent Fur�e nepreryvno� serii �� � ��� n��� � i�
� �to sootvet�
stvie G��kvivariantno� Imeet mesto formula obraweni�	

f �

�Z
��

����P��n��F�f




�����n����i	

d��
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gde

���� � �����n
�
� �

n� �

�

�
sin

�
� �

n

�

�
� ������ ����n���� 
�����

i formula Planxerel�	

hf� hiL� �

�Z
��

���� hF�f� F��n��hiS





�����n����i	

d�� 
�����

Sledovatel�no� ukazannoe sootvetstvie mo�no rasprostranit�
na L��L�� dx��

Nam udobnee pisat� v teoreme integraly po vse
 osi� podyn�
tegral�nye funkcii v nih qetny po �� V 
����� mo�no pisat� F�h
vmesto F��n��h� Dl� � � ��� n��� � i� my imeem

�

�
�� n

�
� i�

�
� �����n � sh �� �




���� n

�
� i�

� 


��
Pust� � � del�ta�funkci�� sosredotoqenna� v x�� h�� fiL� �

f�x��� Teorema ��� �kvivalentna razlo�eni�

� �

�Z
��

������





�����n����i	

d�� 
�����

�� Predstavleni� nadgruppy eG� sv�zannye s konusom

V kaqestve nadgruppy eG dl� gruppy G � SO��n � �� �� my be�
rem psevdo�ortogonal�nu� gruppu SO��n� ��� V �tom paragrafe
my ewe raz napomnim 
sm� ���� nekotory
 material o predstavle�

ni�h �to
 gruppy eG� sv�zannyh s konusom� My prisposablivaem
oboznaqeni� k naxim cel�m v danno
 rabote�
Rasxirim prostranstvo Rn� v kotorom de
stvuet G� do pro�

stranstva Rn��� dobavl�� koordinatu x�� i vvedem v Rn�� bili�
ne
nu� formu

		x� y

 � �x�y� � x�y� � � � � � xn��yn�� � xnyn�

Gruppa eG sohran�et �tu formu� Kak i ran�xe� my sqitaem� qtoeG de
stvuet sprava�



KANONIQESKIE PREDSTAVLENI� ���

Pust� C oboznaqaet konus 		x� x

 � �� xn � �� v Rn��� Dl� � � C
oboznaqim qerez D��C� prostranstvo funkci
 f klassa C� na C�
odnorodnyh stepeni ��

f�tx� � t�f�x�� x � C� t � ��

Predstavlenie eR� gruppy eG de
stvuet v D��n���C� sdvigami�

� eR����g�f��x� � f�xg�� x � C� g � eG�
Pust� � � seqenie konusa C giperploskost�� xn � �� Ono so�

stoit iz toqek u � �u�� u�� � � � � un��� ��� u
�
��u��� � � �� u�n�� � �� tak

qto ono est� ediniqna� sfera v Rn� Pust� du � evklidova mera
na �� Funkcii iz D��C� polnost�� opredel��ts� svoimi ogra�
niqeni�mi na �� �ti ograniqeni� obrazu�t vse prostranstvo
D���� V nem predstavlenie eR� realizuets� sledu�wim obrazom�

� eR��g�f��u� � f �ug��ug�n� �ug�
��n��
n � 
����

�rmitova forma

hf� hi
 �

Z



f�u�h�u�du 
����

invariantna otnositel�no pary � eR���� eR��n����

h eR��g�f� hi
 � hf� eR��n���g
���hi



� 
����

Operator B� na D���� opredelenny
 formulo


�B�f��u� �

Z



		u� v

�f�v�dv�

spletaet eR� s eR��n��� S formo
 
���� on vzaimode
stvuet tak�

hB�f� hi
 � hf�B�hi
� 
��	�

Kompozici� B� i B��n�� est� skal�rny
 operator�

B�B��n�� � ���� �E� 
����

gde

������ � �����n��� � n� ���������� � n� �� cos
�
� �

n

�

�
��
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Predstavlenie eR� i operator B� mo�no rasprostranit� na
D���� formulami 
���� i 
��	��

Vlo�im gruppu G v gruppu eG kak podgruppu� sohran��wu�
koordinatu x�� Ona komutiruet s diagonal�no
 matrice
 J �
diagf��� �� � � � � �g�

Dve funkcii �����u� � u���� � gde � � �� �� prinadle�at D����� oni

invariantny otnositel�no G v predstavlenii eR� 
i vs�ka� G�
invariantna� funkci� est� ih line
na� kombinaci��� Operator
B� perevodit funkci� ���n���� v funkci� ���� s mno�itelem�

B����n���� � �����c��� �������� �

gde

c��� ���� � ��������n����n��������� n � ���

�
��

n� �

�

�
�

�
h
cos

�
��

n

�

�
� � ����� cos

n�

�

i
�

My imeem
c��� �� c��� n� �� �� � ������� 
����

�� Kanoniqeskie predstavleni�

Pust� � � �� �� Oboznaqim qerez D����C� i D���� podprostran�
stva v D��C� i D��� sootvetstvenno� sosto�wie iz funkci
 qet�
nosti � otnositel�no invol�cii J �

f�xJ� � �����f�x�� 
	���

Pust� R�� � � C � oboznaqaet ograniqenie predstavleni� eR�

na gruppu G� Operatory R��g�� g � G� kommutiru�t s J � tak
qto oni sohran��t oba podprostranstva D����� � � �� �� Sledo�
vatel�no� R� raspadaets� na dva predstavleni� R���� �ti pred�
stavleni� R���� � � C � � � �� �� gruppy G nazovem kanoniqeskimi
predstavleni�mi� Oni de
stvu�t na D��n�����C� sdvigami ili
na D���� posredstvom pravo
 qasti formuly 
����� Ih mo�no
rasprostranit� na prostranstvo D����� obobwennyh funkci
 f
iz D���� qetnosti � otnositel�no J � Biline
na� forma 
���� in�
variantna otnositel�no pary �R���� R��n������
Voz�mem v Rn�� ewe odin konus� C� � 		x� x

 � �� x �� �� On est�

ob�edinenie C 
 ��C�� Rassmotrim seqenie eL �togo konusa gi�
perploskost�� x� � �� Ego mo�no oto�destvit� s dvupolostnym
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giperboloidom L� toqke x � �x�� � � � � xn� iz L my sopostavl�em

toqku ex � ��� x�� � � � � xn� iz eL�
Gruppa G imeet tri orbity na � pri de
stvii u �� ug��ug�n�

a imenno� dve orbity �� � fu� � �g i �� � fu� � �g razmer�
nosti n � � i odnu orbitu �� � fu� � �g razmernosti n � ��
Posledn�� mo�no oto�destvit� s mnogoobraziem S iz x �� toq�

ke s � �s�� � � � � sn� iz S my sopostavl�em toqku
�
s � ��� s�� � � � � sn� iz

��� Mno�estvo �� � ��
�� mo�no oto�destvit� s dvupolostnym
giperboloidom eL � L� Otobra�enie stroits� s pomow�� obra�
zu�wih konusa C�� toqke u iz � sopostavl�em toqku ex � u�u�
iz eL� Imenno po�tomu my nazyvaem predstavleni� R��� kanoni�
qeskimi predstavleni�mi na dvupolostnom giperboloide� Mery
na L i � sv�zany tak�

dx � ju�j
��ndu� 
	���

Vernems� k konusu C� Ego seqenie eL� giperploskost�� x� � �
mo�no oto�destvit� s prostranstvom Lobaqevskogo L�� Ograni�

qim funkcii iz D��n�����C� na eL� � L�� My poluqim nekotoroe
prostranstvo D��n�����L

�� funkci
 na L�� Ono soder�it D�L��
i soder�its� v C��L��� Na nem 
i� v qastnosti� na D�L��� pred�
stavlenie R��� stanovits� predstavleniem U sdvigami�
Pust� funkci� f prinadle�it D��n�����C�� Ee ograniqeni�

f�u� na � i f�x� na eL� � L� sv�zany tak�

f�u� � u��n����� f�x�� x�� ex � u�ju�j� 
	���

Lemma 	��� Pust� f � D��n�����C�� Esli Re � � �� � n��� to ee

ograniqenie na eL� � L� prinadle�it L��L�� dx��

Opredelim operator Q��� � D��n�����C��D����C� formulo


Q��� � c��� ��B� � J�

tak qto v ��realizacii my imeem

�Q���f��u� � c��� ��

Z



		u� vJ 

�f�v�dv� 
	�	�

On spletaet R��� s R��n����� V silu 
���� i 
���� my imeem

Q��n����Q��� � E� 
	���
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Pust� �f� h���� � biline
na� forma�

�f� h���� �
�

�
hQ���f� hi
� 
	���

Ona invariantna otnositel�no pary �R���� R����� V qastnosti�
dl� vewestvennyh � �to �rmitova forma� invariantna� otnosi�
tel�no R���� Pere
dem k L�� Ispol�zu� svo
stvo qetnosti 
	���
i sootnoxenie 
	���� my mo�em perepisat� 
	�	� i 
	��� kak in�
tegraly po L� i L� � L��

�Q���f��x� �

Z
L�

E����x� y�f�y�dy�

�f� h���� �

Z
L��L�

E����x� y�f�x�h�y�dxdy�

gde

E����x� y� � c��� ��
n
�	x� y
 � ��� � ������	x� y
� ���

o
� 
	���

Nazovem �dro E����x� y�� operator Q��� i formu �f� h���� �drom
Berezina� preobrazovaniem Berezina i formo� Berezina sootvet�
stvenno�

Obobwennye funkcii ���n���� na � perehod�t v funkci� na
L�� to�destvenno ravnu� edinice� Operator Q��� perevodit ee
v seb��

Kanoniqeskoe predstavlenie R��� poro�daet sledu�wie pred�
stavleni� L��� i M���� sv�zannye s granice
 �� mnogoobrazi
 ��


graniqnye predstavleni���

Sootvetstvenno pol�rnym koordinatam c� s na L� vvedem na �
pol�rnye koordinaty u�� s� gde s � S�

u � �u��
q
�� u�� � s�� � � � �

q
�� u�� � sn��� ���

Mera du v �tih koordinatah est� du � �� � u���
�du�ds� sm� 
�����

dl� ��

Pust� f � funkci� iz D����� Rassmotrim ee kak funkci� ot
pol�rnyh koordinat u�� s� Rassmotrim ee r�d Te
lora a��a�u��
a�u

�
� � � � � po stepen�m u�� Zdes� am � am�f� � funkcii iz D�S��
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Oboznaqim qerez �k
����� k � N� � � �� �� prostranstvo obobwen�

nyh funkci
 iz D������ ime�wih vid

kX
m��

	m�s��
�m��u���

gde 	m � D�S�� � � del�ta�funkci� Diraka na pr�mo
� ��m� � ee
proizvodnye� m � �� Pust� ����� � 
�k

�����
Oboznaqim qerez a�k�f� ko�fficienty Te
lora funkcii f� �

��� u���
�f � My imeem

��� u���
�
�X
k��

ak�f�u
k
� �

�X
k��

a�k�f�u
k
� � 
	���

�to pozvol�et vyrazit� a�k�f� qerez ak�f� i obratno � posred�
stvom treugol�nyh matric s ediniqno
 diagonal���
Obobwenna� funkci� 	�s���m��u�� de
stvuet na funkci� f �

D���� sledu�wim obrazom�

h	��m��u��� fi
 � ����mm�h	� a�m�f�iS � 
	���

Oboznaqim qerez L��� ograniqenie predstavleni� R��� na
������ �to predstavlenie zapisyvaets� v vide verhne
 treugol��
no
 matricy s diagonal�� T��n���m� m � N� m � ��
Obobwennye funkcii iz �k

���� mo�no rasprostranit� este�
stvennym obrazom na nekotoroe prostranstvo� bolee xirokoe�
qem D����� A imenno� pust� T k

� ��� � prostranstvo funkci
 f
klassa C� na �� i �� qetnosti � po u� i ime�wih razlo�e�
nie Te
lora por�dka k�

f�u� � a� � a�u� � � � �� aku
k
� � o�uk���

gde am � D�S�� Togda 
	��� sohran�ets� dl� f � T k
� ��� s m � k�

Pust� a�f� oboznaqaet stolbec iz ko�fficientov Te
lora
am�f�� Predstavlenie M��� de
stvuet na �tih stolbcah�

M����g�a�f� � a�R����f���

Ono zapisyvaets� v vide ni�ne
 treugol�no
 matricy s diago�
nal�� T��n���m� m � N� m � ��
My ne kasaems� zdes� voprosov razlo�eni� L��� i M���� Zame�

tim tol�ko� qto� analogiqno ����� �ti predstavleni� razlaga�t�
s� v pr�mye summy neprivodimyh sostavl��wih dl� � obwego



��� V� F� MOLQANOV

polo�eni�� � �� ��� n��� �N i � �� �n���N sootvetstvenno� �ti
razlo�eni� da�ts� prostymi pol�sami preobrazovani
 Puas�
sona i Fur�e� sm� x�� Pol�sy vtorogo por�dka da�t �ordanovy
kletki�

	� Razlo
enie formy Berezina na D�L��

V �tom paragrafe my rassmatrivaem formu Berezina �f� h����
na prostranstve D�L��� zadannu� �drom Berezina 
	���� My ras�
kladyvaem �tu formu po invariantnym polutoraline
nym for�
mam� otveqa�wim predstavleni�m T��

Teorema 
��� Pust� f� h � D�D�� Togda dl� Re� � �� � n��� � � i
dl� � � ��� n��� � � my imeem

�f� h���� �

�Z
��

�������� �� ��hF�f� F��n��hiS





�����n����i	

d�� 
����

dl� ���n�������r � Re� � ���n�������r i dl� � � ���n����
� � �r� r � N� my imeem

�f� h���� �

�Z
��

�
X M ���m�

j�� �m�
hA��mF��mf� F��mhiS � 
����

gde m � � � �s� integral oboznaqaet toqno tako� �e integral�
qto i v ������ summa berets� po s � �� �� � � � � r� nakonec� dl� Re� �
��� n��� � � � �r� � �� ��� n��� � � � �r my imeem

�f� h���� �

�Z
��

�
X

�
�

�
�
M ��� k�

j�� � k�
hA��k�F��kf� F��khiS � 
����

gde k � ���r� summa v ����� soder�it takie �e slagaemye� qto i v
������ no berets� po s � �� � � � � r�� �dl� r � � summa otsutstvuet
�
mno�itel� ���� daets� formulo� 
������

���� �� �� �
���� n� � � ������ � ��

���� n� �������
�

�
cos��� n���� � ����� cos�� � n����

cos��� n���� � ����� cos�n����
� 
��	�
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M ���m� � �����n������ n� �� �m� �
��� � n� ������ ��

m����� � n� ��m�
�

�
���� n� ��m�

���� ��m�
�

�
sin��

cos�� � n����� ����� cos�n����
� 
����

Dokazatel�stvo� Forma Berezina � �to polutoraline
na� for�
ma� sootvetstvu�wa� 
sm� x�� obobwenno
 funkcii

E����x� � c��� ��


�xn � ��� � ������xn � ���

�
�

Sledovatel�no� teorema �kvivalentna razlo�eni� �to
 obob�
wenno
 funkcii po sferiqeskim funkci�m �� �
Sferiqeska� funkci� �� zavisit tol�ko ot xn � c� ���u� �

R����c�� posledn�� funkci� udovletvor�et uravneni�

Ly � ��� � n � ��y� 
����

gde L � �c� � �� �d��dc�� � �n � ��c �d�dc� 
radial�na� qast� ope�
ratora 
� sm� 
������ Privedem operator L k samosopr��ennomu
vidu zameno
 y � �c�������� z� sm� 
����� dl� �� Togda uravnenie


���� prevrawaets� v uravnenie eLz � � �� � ��z� gde

eL � �c� � ��
d�

dc�
� �c

d

dc
�

��

c� � �
� � � � � ��

Rassmotrim na poluosi 	��	� differencial�ny
 operator

eL
 � �c� � ��
d�

dc�
� �c

d

dc
�

��

c� � �
� � � C �

s graniqnym usloviem limc�� �c � ��
 f�	�c�� �c� ��	��c�g � ��

Uravnenie eL
 z � � �� � ��z� � � C � est� uravnenie Le�andra ����
Oboznaqim qerez hhF�Hii skal�rnoe proizvedenie iz L����	��

hhF�Hii �

�Z
�

F �c�H�c� dc�

Pust� � � R i j�j � ���� Operator eL
 imeet nepreryvny

spektr kratnosti odin� le�awi
 na ��	����� 
� Sootvetstvu��
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wee razlo�enie po sobstvennym funkci�m 
ravenstvo Parseva�
l�� est�

hhF�Hii �

�Z
��

���� � �hhF� P�
� ii hhP�
� �Hii




�������i	

d�� 
����

gde P�
� �c� � funkci� Le�andra pervogo roda�

���� � � � �
�

��
��� � �� cos �� � ���� � � ���� � � ���

Teper� sopostavim funkcii f � D�L�� sledu�wu� funkci�
�Mf��c� na 	��	��

�Mf��c� �

Z
L�

f�x� ��xn � c� dx�

gde ��t� � del�ta�funkci� Diraka na pr�mo
� �ta funkci� imeet
vid

�Mf��c� � �c� � ��� ��c�� 
����

gde � � D�R�� Esli � � lokal�no integriruema� funkci� na L��
zavis�wa� tol�ko ot xn � c� ��x� � F �xn�� toZ

L�

��x� f�x� dx �

�Z
�

F �c� �Mf��c� dc� 
����

Primenim 
���� k funkci�m

F �c� � �c� � ��
��


�c � ��� � ������c� ���

�
�

H�c� � �c� � ��
����c��

gde ��c� berets� iz 
����� Funkci� F �c� prinadle�it L����	� dl�
Re�� � �� � ����� Re�� � ��� � ��� Dl� funkcii Le�andra P�
�

my voz�mem vyra�enie 
sm� ���� ���
���

P�
� �c� �
�

���� ��

�
c� �

c� �

��
��
F

�
��� � � �� �� ��

�� c

�

�
�

Integral hhF� P�
� ii shodits� absol�tno dl�

Re � � ��� Re ��� � �� � � � �� Re ��� � �� � � �� � ��

Re ��� �� �� � � 
�����
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i vyqisl�ets� s pomow�� formul ���� ��	
	� i ���� ����
���� V
rezul�tate my poluqaem

hhF� P�
� ii � �
����
���� � �� � � ������ � �� � �

��������� � ��
�

�

�
� � �����

sin ��

sin��� ���

�
�

Pust� Re� � �� � n���� Togda uslovi� 
����� pozvol��t vz�t�
� � �� Pust� � � � � �� kak i ran�xe� Togda uslovi� 
����� s
Re � � ����� ili� qto to �e samoe� Re� � ��� n���� da�t

��� n��� � Re� � ��� n���� 
�����

Razlo�enie 
���� s naximi F i H mo�no prodol�it� po � v toq�
ku � � �� Togda hhP�
� �Hii stanovits� ravnym �������� h�� � fiL� �
sm� 
���� i 
������ a ���� � � prevrawaets� v ����n������� Okonqa�
tel�no� umno�a� �to razlo�enie na c��� ��� my poluqaem

E��� �

�Z
��

���� ���� �� ����





�����n����i	

d�� 
�����

gde � i � da�ts� formulami 
������ 
��	�� �to razlo�enie vy�
vedeno dl� 
������
Kak funkci� ot � funkci� � imeet pol�sy v toqkah

� � �� k� � � �� n� �� l 
�����

i nuli v toqkah

� � �� n� � � k� � � � � � � l� 
���	�

gde k� l � N i k � �� l � ��
Sledovatel�no� razlo�enie 
����� mo�et byt� prodol�eno v

poluploskost� Re� � ��� n����
Teper� my prodol�im 
����� analitiqeski iz �to
 poluplos�

kosti napravo� Kogda para pol�sov � � ��m i � � ��n� ��m
peresekaet lini� integrirovani� � pr�mu� Re� � ���n���� ona
daet dopolnitel�noe slagaemoe Dm� �to slagaemoe ravno umno�
�enno
 na �� raznosti vyqetov podyntegral�no
 funkcii v �tih
pol�sah� ili

Dm � �� Res����m ���� ���� �� �� ��� �M ���m����m�
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gde M ���m� daets� formulo
 
�����
Pust� para pol�sov popadaet na lini� Re� � ���n���� Esli

�ti pol�sy razliqny� to vklad �to
 pary raven �����Dm� Esli
�ti pol�sy sovpada�t� to oni oba ravny �� � n���� tak qto do�
polnitel�noe slagaemoe isqezaet iz�za mno�itel� ���n� ���� v
����� �

Funkci� � imeet sledu�wie svo
stva 
otra�a�wie �kviva�
lentnost� T� i T��n�� i svo
stvo 
	�����

���� �� �� n� �� � ���� �� ��� 
�����

���� �� ������ n� �� �� �� � �� 
�����

Teorema 
��� Dl� �� � Re� � ���� forma Berezina �f� h���� i
preobrazovanie Berezina Q��� ograniqeny v L��D� d
��

Dokazatel�stvo� Dostatoqno dokazat�� qto � s � � ���n���� i�
kak funkci� ot � � R ograniqena na R� No �to sleduet iz ee
povedeni� na beskoneqnosti�

���� �� ��� n��� � i�� 
 const � j�j��n����

sm� ���� ����
��� �

Pust� � vewestvenno i � � �� Togda predstavlenie R���� ras�
smatrivaemoe na D�D�� unitarizuemo otnositel�no formy Bere�
zina� vz�to
 s podhod�wim znakom 
unitarnye kanoniqeskie pred�
stavleni���
Zametim� qto 
����� mo�no vyvesti iz 
����� vz�v 
���� v toqke

� � ����� V samom dele� obobwenna� funkci� �xn���� regul�r�
na v �to
 toqke� a obobwenna� funkci� �xn � ��� imeet prosto

pol�s s vyqetom ���n����

�� Preobrazovani� Puassona i Fur�e�

sv�zannye s kanoniqeskim predstavleniem

Dl� funkcii 	 � D�S� rassmotrim ee preobrazovanie Puas�

sona P�	 kak ograniqenie na eL� � L� nekotoro
 funkcii iz

D��n�����C�� Teper� pere
dem ot eL� k �� Dl� �togo v 
���� pere�

pixem 	x� s
 kak 		ex� �s

 i zatem ispol�zuem 
	���� Togda my polu�
qim otobra�enie P����� � D�S� �� C������ zadavaemoe formulo


�P�����	��u� � u��n�������

Z
S

		u�
�
s

�	�s�ds�
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Ono spletaet T��n�� s R���� Nazovem ego preobrazovaniem Puas�
sona� sv�zannym s kanoniqeskim predstavleniem R���� Zdes� my
rassmatrivaem R��� kak ograniqenie na C����� predstavleni�
R���� de
stvu�wego na obobwennyh funkci�h iz D�����
Preobrazovanie Puassona vzaimode
stvuet so spleta�wimi

operatorami A� i Q��� sledu�wim obrazom�

P�����A� � j���P������n���

Q���P����� � ���� �� ��P��n������� 
����

Pervoe iz �tih sootnoxeni
 sleduet iz 
����� vtoroe � iz for�
muly 
���� ni�e s pomow�� 
��	�� Teorema ��� daet�

Teorema ���� Dl� K�finitno� funkcii 	 � D�S� i � �� ���n����Z
preobrazovanie Puassona imeet sledu
wee razlo�enie po stepe�
n�m u�	

�P�����	��u� � u��n�������

�X
k��

�C��k	��s� � u
�k
�

�u���������

�X
k��

�D��k	��s� � u
�k
� � 
����

gde u imeet pol�rnye koordinaty u�� s� sm� x��

�Veduwie� mno�iteli u��������� i u��������� v 
���� da�t po�
l�sy preobrazovani� Puassona P������ Oni raspolaga�ts� v po�
l�sah funkcii ���� �� ��� sm� 
������ Esli pol�s 
 prinadle�it
tol�ko odno
 iz seri
 
������ to on prosto
 i P����� imeet v nem
vyqet

bP������k � �
����k

k�
j�� � k� � ���k� k � ��

bP������n���l � ��
����l

l�
���l �A��l� l � ��

gde ���k � operator D�S� � �k
����� k � N� k � �� opredelenny


sledu�xim obrazom�

���k�	� �

�k��	X
m��

k�

�k �m��
W��k�m�	� � �

�k��m��u���
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On zavisit ot � meromorfno � s prostymi pol�sami v toqkah
� � ���n����N� takimi� qto ��n�� � k � ���n��� On spletaet
T��n���k s L����
Esli pol�s 
 prinadle�it obeim seri�m 
������ to � � �� �

n����N i on vtorogo por�dka� Pervye loranovskie ko�fficien�
ty mo�no napisat� analogiqno �����
Voz�mem vyqet obeih qaste
 
���� v � � �� k� k � �� my polu�

qim

Q������k �
�

�
�����k�j��� n � �� k� �M ��� k� � P��n�������k� 
����

gde M ��� k� daets� formulo
 
�����

Teper� rassmotrim funkci� f v 
���� kak ograniqenie na eL� �
L� nekotoro
 funkcii iz D��n�����C�� zatem perepixem 	x� s
 kak

		ex� �s

 i ispol�zuem 
	��� i 
	���� My poluqim integral po � s
mno�itelem ���� poskol�ku otobra�enie u �� ex � x nakryvaet
L� dva�dy� Otbrasyva� �tot mno�itel�� my poluqim operator
F����� � D�����D��S�� opredelenny
 formulo


�F�����f��s� �

Z



		u�
�
s

�u������ f�u�du�

Integral absol�tno shodits� pri Re� � ����� Re��� �� � �� i
mo�et byt� prodol�en analitiqeski po � i � do meromorfno

funkcii� Nazovem operator F����� preobrazovaniem Fur�e� sv�zan�
nym s kanoniqeskim predstavleniem R���� On spletaet R��� s T� �
Preobrazovani� Puassona i Fur�e sopr��eny drug drugu�

hF�����f� 	iS � hf� P��n������	i
� 
��	�

Preobrazovanie Fur�e vzaimode
stvuet so spleta�wimi ope�
ratorami A� i Q��� sledu�wim obrazom�

A�F����� � j���F������n��� 
����

F��n������Q��� � ���� �� ��F������ 
����

Pervoe iz �tih sootnoxeni
 sleduet iz 
����� vtoroe budet do�
kazano v x��
Pol�sy po � preobrazovani� Fur�e raspolaga�ts� v nul�h


���	� funkcii �� Esli pol�s 
 prinadle�it tol�ko odno
 iz
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seri
 
���	�� to on prosto
 i F����� imeet v nem vyqetbF������n���k � �j��� n� �� k� � b��k� k � ��bF��������l � ��A�����l � b��l� l � ��

gde b��k � �graniqny
� operator D���� � D�S�� opredel�emy

qerez ko�fficienty Te
lora 
sm� x	��

b��k�f� �

�k��	X
m��

W��n���k�k�m

�
am�f�

�
� 
����

Operator b��k meromorfen po � s prostymi pol�sami v toqkah
� � ��n� ����� N� takimi� qto ��� ��� n��� � k � �� �� n� On
spletaet R��� s T��n���k� Sootnoxenie 
��	� daet sootnoxenie
dl� vyqetov�

hb��k�f�� 	iS �
����k

k�
hf� ���n���k�	�i
� 
����

Operatory b��m s m � k mo�no rasprostranit� estestvennym
obrazom na prostranstvo T k

� ����
Esli pol�s 
 prinadle�it obeim seri�m 
���	�� to � � �n���

N i on vtorogo por�dka� Pervye loranovskie ko�fficienty mo��
no napisat� analogiqno �����
Formula 
���� vyra�aet b��k�f� qerez ko�fficienty Te
lora

am�f� posredstvom treugol�no
 matricy s ediniqno
 diagona�
l��� Sledovatel�no� ko�fficienty am�f� mo�no vyrazit� qerez
b��k�f�� Vot �vnye vyra�eni��

am�f� �

�m��	X
r��

W����m��r�r

�
b��m��r�f�

�
� 
����

�tu formulu mo�no dokazat� podobno analogiqnym formulam v
���� ���� Dl� a�m�f� imeem

a�m�f� �

�m��	X
r��

W �
����m��r�r

�
b��m��r�f�

�
� 
�����

Zdes� W �
��r � operator v D�S�� opredelenny
 analogiqno W��r s

pomow�� proizvod�we
 funkcii�
�X
k��

w���k�
l�p
k � ��� p��l��F

�
� � �� l

�
�
� � �� l

�
� � �

n

�
� p

�
�


�����
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Po ���� ���
��� funkci� 
����� est� funkci� 
������ umno�enna�
na ���p��l�� � Vmeste s 
	��� �to vyvodit 
����� iz 
����� V svo�
oqered�� formula 
����� s 
	��� i 
���� daet vyra�enie �starogo
bazisa� 	��m��u�� v ����� qerez �novy
 bazis� ���k�

	��m��u�� �

�m��	X
r��

m�

�m � �r��
���m��r

�
W �

��n���m��r�r�	�
�
�

Rassmotrim preobrazovani� Puassona i Fur�e v pol�sah
drug druga� P��������m� P������n���m� F������n���m� F������m� gde
m � �� Togda �ti preobrazovani� oblada�t nekotorymi speci�
al�nymi svo
stvami�
Dl� preobrazovani
 Puassona P��������m i P������n���m vedu�

wie mno�iteli � �to pm i p����n�m��� Pervy
 iz nih � mno�
goqlen ot u�� Fiksiruem k � N i voz�mem Re� � �k � n��� To�
gda dl� vs�kogo m � �� �� � � � � k vtoro
 veduwi
 mno�itel� est�
o�uk��� tak qto� v qastnosti� obrazy preobrazovani
 P��������m i
P������n���m le�at v T k

� ���� i my mo�em primenit� k nim gra�
niqnye operatory b��r� r � k� �ti graniqnye operatory okazy�
va�ts� obratnymi operatorami dl� preobrazovani
 Puassona �
s toqnost�� do mno�itel� ili operatora A�� A imenno�

Teorema ���� Pust� k � N� Pust� Re� � �k�n��� Togda dl� m � k
i m � � my imeem

b��m � P������n���m � A����m� 
�����

b��m � P��������m � j�� � � �m� �E� 
�����

a dl� r�m � k� r �� m� my imeem

b��r � P������n���m � �� 
���	�

b��r � P��������m � �� 
�����

Dokazatel�stvo� Rasmotrim 
����� i 
���	�� Kompozici� b��r �
P������n���m est� operator D�S� � D�S�� spleta�wi
 T����m s
T��n���r� Sledovatel�no� esli r �� m� to �tot operator raven
nul�� Esli r � m� to on est� operator A����m s toqnost�� do
mno�itel�� Po 
���� ko�fficient dl� P������n���m	 pered pm

est� C��n���m��	� kotory
 raven A����m	� sm� 
����� i 
������
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S drugo
 storony� starxi
 qlen v b��m est� ko�fficient Te
�
lora am� Sledovatel�no� kompozici� b��m � P������n���m � �to v
toqnosti A����m� Analogiqno dokazyva�ts� ravenstva 
����� i

������ �

Pri uslovi�h teoremy ��� my mo�em primenit� obobwennye
funkcii iz �k

���� k obrazam preobrazovani
 Puassona� uqastvu�
�wim v teoreme ���� Sledovatel�no� v kaqestve f v 
���� my
mo�em vz�t� funkci� iz �tih obrazov� V rezul�tate� ispol�zu�
teoremu ���� my poluqaem sledu�wee de
stvie bazisnyh obob�
wennyh funkci
 iz �k

�����

Teorema ���� Pust� k � N� Pust� Re� � �k�n��� Togda dl� m � k
i m � � my imeem

h���n���m���� P������n���m	i
 � ����mm� hA����m�� 	iS �

h���n���m���� P��������m	i
 � ����mm� j�� � � �m�h�� 	iS �

a dl� r�m � k� r �� m� my imeem

h���n���r���� P������n���m	i
 � ��

h���n���r���� P��������m	i
 � ��

Teper�� ispol�zu� sootnoxenie 
��	�� my mo�em rasprostra�
nit� preobrazovani� Fur�e F������n���m i F������m na obobwen�
nye funkcii � iz �k

����� m � k� A imenno� dl� Re� � ���n����k

my zamenili � na �� n� �� i m � k� m � �� my polagaem

hF������m�� 	iS � h�� P��n�������m	i
�

hF������n���m�� 	iS � h�� P��n�������n���m	i
�

Togda iz teoremy ��� sleduet

Teorema ��	� Preobrazovani� Fur�e F������n���m i F������m �vl��

ts� obratnymi preobrazovani�mi dl� ���m � s toqnost�
 do
mno�itel� ili operatora A�� bolee toqno� ime
t mesto sle�
du
wie sootnoxeni� � dl� m� r � k i m � r � �	

F������m � ���m � ����mm�A��n���m�

F������n���m � ���m � ����mm� j�� � n� ��m� �E�

F������m � ���r � �� r �� m�

F������n���m � ���r � �� r �� m�
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�ti formuly pokazyva�t� qto otobra�eni� F������n���m i
F������m� opredelennye pervonaqal�no kak otobra�eni� v pro�
stranstvo D��S� obobwennyh funkci
 na S� na samom dele �vl��
�ts� otobra�eni�mi v prostranstvo D�S��
Nakonec� ustanovim sledu�wee svo
stvo� My imeem pravo po�

lo�it� � � �� ��m v 
����� v �to
 toqke preobrazovanie Puas�
sona P��n������ imeet pol�s� no funkci� ���� �� �� imeet nul��
Raskryva� �tu neopredelennost�� my poluqaem dl� m � �

Q���P��������m � T ���m� � ���n���m �A��n���m� 
�����

gde

T ���m� � �
���� n� ����� � ��

����� n�m�
�

sin�� � n���� � tan��

cos��� n���� � ����� cos�n����
�


�����


� Razlo
enie kanoniqeskih predstavleni�

My ograniqims� obwim sluqaem� � le�it v polosah

Ik � f� � �n�� � k � Re� � ��� n��� � kg � k �Z�

Sluqa
 
A�� � � I��
Voz�mem funkcii f � D��n�����C� i h � D����C� i rassmotrim
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poluqaem 
���� dl� I�� � Takim obrazom� my imeem sledu�wu�
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Teorema ���� Pust� � � I�� Togda kanoniqeskoe predstavlenie
R��� razlagaets� v pr�mo� integral predstavleni� nepreryvno�
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 odin� A imenno� sopostavim vs�ko� funk�
cii f � D���� sovokupnost� ee komponent Fur�e fF�����fg s � �
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Prodol�im 
���� analitiqeski po � iz polosy I� napravo �
v polosu Ik��� Zdes� dopolnitel�nye slagaemye da�t pol�sy
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preobrazovani� Puassona� My poluqaem
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���� � D���� � �k

�����
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� ���� Na poslednem pro�
stranstve predstavlenie R��� raspadaets� v summu dvuh slaga�
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�
vtoroe razlagaets� v pr�mu
 summu neprivodimyh predstavle�
ni� T��n���m s m � �� �� � � � � k� m � �� A imenno� sopostavim
vs�ko� funkcii f iz Dk

���� sovokupnost� fF�����f� �����m�f�g� gde
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 formuly
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Teorema ��
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