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В 1985 г. И. Мейер построил бесконечно гладкую функцию ф(1), t € R1, 
с компактным спектром, такую, что система 2 ; / 2 ^ ( 2 ; г - к), /, к G Z, образует 
ортонормированный базис в L2(Rl) [1] .Вслед за К,И. Осколковым мы будем назы­
вать подобные функции в с п л е с к а м и . В настоящее время известны всплески 
Лемари—Беттла, убывающие на бесконечности экспоненциально [2, 3] , и всплески 
Добеши с компактным носителем [4] . Однако эти функции имеют конечную глад­
кость. Насколько нам известно, вопрос о существовании бесконечно гладких 
всплесков с компактным носителем остается открытым. 

Мы предлагаем здесь систему бесконечно гладких функций Ч?: = { ^>0fc, i///Är, 
j = 0,1,... ; к GZ], обладающую следующими свойствами : 

1) Ф является ортонормированным базисом в LiiR1); 
2) *>o/t(0 = *oo( f - * ) , */fc(0= * / o ( f - 2 - / * ) ; 
3) supp^oo = [ -3 ,0] ; suppfyo = [-(*/ + 5) • 2~'-\ г - ' " 1 ] . 

В отличие от всплесков, система Ф ие порождается сжатиями и сдвигами одной функ­
ции. Однако длина носителя функций \р/к стремится к нулю с ростом / . (в системах 
всплесков Добеши это обеспечивалось сжатиями) и при каждом фиксированном / 
функции \\)jk, кф 0, получаются сдвигами \р/0. Эти свойства позволяют нам назвать 
систему 4V с и с т е м о й п о ч т и-в с п л е с к о в. Отметим, что в заметке при помо­
щи сжатий и сдвигов рекуррентно определена последовательность ступенчатых функ­
ций, поточечно и в L2(Rl) сходящаяся к почти-всплескам. 

При построении почти-всплесков использованы многочлены, являющиеся ос­
новой конструкции всплесков Добеши. Интересным представляется тот факт, что 
почти-всплески оказываются свертками атомарных функций Рвачева [5] с бесконеч­
ными произведениями некоторых тригонометрических полиномов. Подробнее об 
этом см. в комментариях. 

К о н с т р у к ц и я с и с т е м ы ф4 Пусть N~ 1, 2 , 3 , . . . Определим функ­
ции 

mN®:~\-Y~j QN{C }> | е / г * 
где полином 

ß*(ö = 2 я„(1)Ь', qN(Q) # 0 , 
1=0 
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удовлетворяет тождеству 

lß*(e«)la - M * ) s i n 2 ' Т 

и выбран так же, как в [4]. Функции m^(J) удовлетворяют тождеству 
(1) \mN(Ç)\2+\mN(!-+ir)\2 = 1, { S Ä 1 . 

Символами F и F'1 будем обозначать прямое и обратное преобразование Фурье. 
Можно показать, что бесконечные произведения 

G , ( ö : = П mN{2-N®, / = 0 , 1 , 2 , . . . , 
JV = / + 1 

сходятся абсолютно для любого | G /?*, причем сходимость равномерна на любом 
ограниченном множестве. Более того, 

f 1,111 < 2;', 
« 1<*(01-< •{,„-,.„, „ | >2 , . 
где а — положительная константа, зависящая только от/. Положим 

^ ( 0 : = (2тг)"1/2 • 2-« а(F' 1 Gj)(t), / = Q, 1 ,2 , . . . 

В силу (2) это определение корректно. Пусть 
*/*('):= <pf(t-2-fk), kez. 
Определим функции ф/(г), / = 0 , 1 , 2 , . . . , через образы Фурье: 

В силу (1), (2) это определение корректно. Рассмотрим функции 
*/*(О = W -2чк), / = 0 ,1 , 2 , . . . ; ЛGZ, . 

и обозначим 
Ф : = 1<Рок>*/*; /' = 0 , 1 , 2 , . . . ; fcSZ}. 

С в о й с т в а с и с т е м ы Ф. Из (1) и (2) следует 
Л е м м а 1. Функции ip/fc « /̂k> / = 0 , 1 , 2 , . . . ; fc G Z, являются бесконеч­

но гладкими. 
Л е м м а 2. Для любых / = 0 , 1 , 2 , . . . и любых к и к' из Z 

(3) (Ф/* ,* /* ' ) * 8 ** ' ' >/*,*/*•> = а 

Здесь (f,g) - скалярное произведение в Z, 2 (i? ' ); SfcJfc* — символ Кронекера. 
Пусть [ * / , / € £ ] обозначает замыкание B L 2 ( / ? ' ) линейной оболочки систе­

мы { Х{, I 6 L], Z — некоторое множество индексов. Рассмотрим подпространства 
К, : = fa, keZ], W,:- [ф!к, к e z ] , / = 0 ,1 , 2 , . . . 

В силу леммы 2 последовательности {<pfk, к G Z j и {< -̂fc, fc G Z i являются ортонор-
мированными базисами в Vj и Й̂  соответственно. 

Л е м м а 3. Для любого / = 0 ,1 , 2 , . . . 

(4) V, С F / + 1 > Vf®Wj= Vl+l. 
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Кроме того, 
оо 

U V, = ЫЯ1). 
/ = о ' 

Л е м м а 4. Длл любой функции fGL^R1) 

fcfzK/>o*)l2 + J o fcfzK/^/fc)l2 = ll/lli,^'). 
Пусть / = 0, г, 2 , . . . ; г = 1 ,2 , . . . Обозначим 

4 ^ ( 0 : = 2 ' / 2
K ( _ a _ / _ l i 2 _ / _ 1 ) (0 , 

где ке(г) - характеристическая функция множества е. Определим рекурсивно функ­
ции Яг%, i> = \,. . . ,г: 

... 2 / + 2г + 1 - 2к 

/ = о 

где числа Адг(/), 7 = 0 , 1 , . . . , 2N— 1, определяются тождеством 

mNQQ = 2~ 1 / 2 " 2 \ы{Г)еа*. 
1=0 

Л е м м а 5. Для любого / = 0, 1, 2, . . . функции г\£г сходятся при г-* °° 
к ipj поточечно и в L2(R1)-

Из леммы 5 следует 
Л е м м а 6. Функции ^ и \pj, / = 0 ,1 , 2 , . . . , имеют компактный носитель : 
supply = [-(2/' + 3)-2Г>,0]; 
suppfy = [-(4/ + 5 ) - 2 - / - 1 , 2 - / - 1 ] -
Из лемм 1, 2,4,6 следует 
Т е о р е м а . Система Ф, состоящая из бесконечно гладких функций с ком­

пактными носителями, образует ортонормированный базис в LïiR1). 
К о м м е н т а р и и . 1. Пусть N= 1, 2, 3, . . . В работе [4] рассмотрены 

функции 

Ф ^ ( 0 = (2я)ш 2 /ГАК")ФГ°(2Г + «0, 

где 

ftv("):= ИГАлгС-"*!), ^6 2. 

Там же доказано, что система функций 
\2>i2$[N)(2>t-k), fez, kezl 

является ортонормированным базисом в L2(Rl) и 
. м р р Ф ^ = [-N+l,N]. 

i W * W Кроме того, гладкость функций Ф\ ', Ф\ ' возрастает с ростом N. 
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2. Используя формулу 
^ л/ sing 
П cos(2-^£) = - , 

N = 1 £ 

можно показать, что для любого / = 0, 1, 2 , . . . 

= ( 2 т г ) - 1 Л . - 2 - ^ 2 е ' - 2 _ / " 1 " + 2 » . А / ( 0 • П 0 д г ( 2 - ^ С ) , 
JV = / + 1 

где 
/ s i n 2 " / _ 1 | \ / + 1 

V 2 " / - 1 t / JV = /H 
я п 2 - ^ 1 

Функции 
up, (0 = (2тг)-1/г(F-iRjHt), j = 0 , 1 , 2 , . . . , 

введены и подробно изучены в [5]. 
Из комментариев 1 и 2 следует, что наш подход развивает идеи работ [4, 5]. 
3. Построение функций ф/к, / = 0, 1, 2, . . . ; fcSZ, удовлетворяющих [3,4], 

использует принципы анализа мультиприближений [6]. 
4. Рассматривая тензорные произведения функций из системы Ф, можно по­

строить ортонормированный базис в L2(R"), п > 1, состоящий из бесконечно глад­
ких почти-всплесков с компактными носителями. Пусть Е=\е = (е^,... ,еп)'- еФО, 

е\ = 0,1 ; À = 1 , . . . , п}. ф^ . = ф/, i//j : = <pt, j = 0 ,1 , 2 , . . . Рассмотрим функции 

«С(*) = П ф[°\хх±кх), 
А. = 1 

*£>(*)= П ф^\хх~2-'кх), 

/ = 0 , 1 , 2 , . . . ; ^ € Z , е е ^ ; х = (х1г... , * й ) ; к = (к1,. .. ,кп). . 
Нетрудно показать, что система функций 

1*0°*. *£? . / = 0 , l , . . . , f c € Z " , е£Е\ 
образует ортонормированный базис в Z,2(Ä"), и > 2 . 

5. Интересно исследовать базисность системы Ф в пространствах Бесова и Ли-
зоркина—Трибеля. Авторы намерены посвятить этому отдельную статью. 

Воронежский инженерно-строительный институт Поступило 
Воронежский государственный университет 1 VI 1992 
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