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МОДИФИЦИРОВАННЫЙ МЕТОД СПЛАЙН–КОЛЛОКАЦИИ  
В ЗАДАЧАХ ИЗГИБА ИЗОТРОПНЫХ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ 

ПЛАСТИНОК  
 

Рассмотрим тонкую прямоугольную пластинку толщиной h , изго-
товленную из идеально упругого изотропного материала. Пластинка 
изгибается распределенными по плоскости 2hz −=  поперечными 
усилиями интенсивности ( )yxq , . Кроме того на части контура пла-
стинки могут быть заданы проекции вектора смещения или изгибаю-
щие моменты и поперечные усилия.  

При определении напряженно–деформированного состояния такой 
пластинки будем считать справедливыми гипотезы классической тео-
рии Кирхгофа.  

Тогда в безразмерных переменных ,x aξ =  y bη =  для безраз-
мерного прогиба ( ) ( )yxwhW ,, 1−=ηξ  имеет место уравнение 
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ν  –– модуль Юнга и коэффициент Пуассона материала, соответст-
венно. 

Внутренние усилия и моменты в пластинке связаны с функцией 
( )ηξ ,W  известными соотношениями 
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Аналитические решения для ряда краевых задач уравнения (1) 

при некоторых частных законах изменения ( ),q x y  и различном соче-



 204 

тании шарнирно опертых и жестко заделанных сторон контура пла-
стинки хорошо известны и приведены, например в [1]. При сложном 
законе изменения нагрузки численное решение подобных задач может 
быть получено ставшим классическим методом сплайн–
коллокации [2, 3]. 

Классический метод сплайн-коллокации неприменим, когда сто-
роны 0ξξ =  и Nξξ =  деформированы заданным образом или загруже-
ны усилиями и моментами известной интенсивности. Ниже предлага-
ется модификация метода сплайн-коллокации, позволяющая решать 
задачи и в этом случае.  

Для определенности предположим, что сторона 0ξξ =  жестко 
защемлена или подкреплена шарнирно, а на стороне Nξξ =  заданы 
проекции вектора смещения или известно распределение внешних 
усилий, возможен также случай граничных условий смешанного типа. 
Стороны 0=η  и 1=η  закреплены или нагружены произвольным об-
разом.  

Для такой пластинки решение уравнения (1) будем искать в виде 
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где ( )ξϕ j  –– линейные комбинации B -сплайнов ( )ξiB ,5 , позволяю-
щие удовлетворить граничным условиям только при 0ξξ = . При этом 
условия при Nξξ =  должны быть выполнены за счет соответствующе-
го определения функций ( )N kW η+  ( )1,2k = .  

Укажем ход дальнейшего решения для нескольких возможных вари-
антов граничных условий при Nξ ξ= .  

Вариант 1. При Nξ ξ=  заданы проекции вектора смещения (про-
гиб и угол поворота): 

 ( ) ( ), ,NW wξ η η∗=  ( ) ( )
,NW ξ η

η
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∂
. (4) 

Подстановка (3) в (4) после ряда несложных преобразований дает ли-
нейную систему двух алгебраических уравнений относительно функ-
ций ( )N kW η+  ( )1,2k = , из которой следует 
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Здесь ( )k
ja  выражаются через значения функций ( )NN ξϕ 1+ , ( )NN ξϕ 2+  и 

их производных в точке Nξξ = , а ( )ηkm  являются известными линей-
ными комбинациями заданных ( )η∗w  и ( )η∗Θ . Тогда с учетом (5) 
представление (3) можно переписать в виде 
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Для определения неизвестных функций ( )jW η  ( 0, )j N=  подста-
вим (7) в (1) и потребуем, как и в классическом методе сплайн-колло-
кации, его выполнения в точках коллокации iξ ξ ∗=  ( 0, ; )N Ni N ξ ξ∗= < . 
В результате получим систему 1+N  обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений 
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Вариант  2.  Если на стороне Nξξ =  заданы граничные условия 
смешанного типа  

 ( ) ( ), ,NW wξ η η∗=  ( ) ( ),x NM mξ η η∗=  (9) 
или 
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η
ξ ∗= Θ  ( ) ( ),x NN pξ η η∗
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то после подстановки в (9) или (10) с учетом формул (2), представле-
ния (3) и ряда преобразований снова получается система двух алгеб-
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раических уравнений, из которой для ( )N kW η+  ( )1,2k =  следуют вы-
ражения вида (5) (естественно, со своими выражениями для ( )k

ja  и 

( )ηkm ). Поэтому дальнейший ход определения функций ( )jW η  

( 0,j N= ), входящих в представление (6), полностью повторяет изло-
женный для варианта 1. 

Вариант  3.  При заданных на стороне Nξξ =  законах измене-
ния изгибающих моментов и перерезывающих сил (сторона Nξξ =  
нагружена заданным образом) граничные условия имеют вид 

 ( ) ( ), ,x NM mξ η η∗=  ( ) ( ),x NN pξ η η∗
∗= ,  (11) 

где xM  и ∗
xN  выражаются через функцию ( )ηξ ,W  по формулам (2). 

В этом случае из уравнений, которые получаются после подста-
новки в (11) представления (3), для функций ( )N kW η+  ( )1,2k =  имеем 
не алгебраические, а дифференциальные зависимости вида 
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с известными коэффициентами ( ) ,k
ja  ( )k

jc  и функциями ( )ηkm . 
Подставим (3) в (1) и снова потребуем его выполнения в точках 

коллокации iξ ξ ∗=  ( )0,i N= . Тогда получим 
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здесь 0,i N= . 
Исключив из (13) с помощью (12) производные функций ( )N kW η+  

( )1,2k = , приходим к системе уравнений вида 
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с известными коэффициентами , ,i jb  ,i jd , ikp ,  и свободными членами 

( )ηiq~  ( 0,i N= ). 
Уравнения (12) и (14) в совокупности составляют полную систе-

му для определения всех неизвестных функций ( )rW η  ( 0, 2r N= + ).  



 207 

Стандартным приемом системы, полученные для трех рассматри-
ваемых случаев, сводятся к записанным в нормальной форме Коши 
системам обыкновенных дифференциальных уравнений первого по-
рядка. Граничные условия для этих систем записываются согласно 
способам закрепления или нагружения сторон 0=η  и 1=η . Выпол-
нение этих условий требуется в точках коллокации, а при третьем ва-
рианте условий на стороне 0=ξ  и в точках 1,ξ =  0η =  и 1==ηξ . 
Полученные в результате краевые задачи решаются численно методом 
дискретной ортогонализации С. К. Годунова.  

Для оценки эффективности предлагаемой модификации были ре-
шены три модельные задачи, которые допускают применение метода 
сплайн-коллокации в классической форме. Рассматривались квадрат-
ные пластинки, изгибаемые равномерно распределенной нагрузкой 

( ) constqq == 0,ηξ , у которых стороны 0,ξ =  0η =  и 1=η  жестко 
закреплены, а при 1=ξ  должны выполняться однородные граничные 
условия: вида (4), (9) или (11). В качестве функций ( )jϕ ξ  
( 0, 2j N= + ), при которых автоматически удовлетворяются условия 
жесткого закрепления стороны 0=ξ , выбирались линейные комбина-
ции B -сплайнов пятой степени. Численное решение выполнялось при 

40=N  и 0,3ν = . Результаты, полученные классическим и модифици-
рованным методом совпадают с точностью до трех значащих цифр, 
что подтверждает высокую точность модифицированного метода.  

Предлагаемым методом исследовано также НДС трех квадратных 
пластинок ( 1a =  м, 1c = , 21H мq = ), у которых стороны 1=ξ  и 1=η  
свободны от нагрузки и закрепления, а стороны 0=ξ  и 0=η  свобод-
но оперты (задача 1), или жестко защемлены (задача 2), или сторона 

0=ξ  защемлена, а сторона 0=η  свободно оперта (задача 3).  
По результатам вычислений построены графики изменения без-

размерного прогиба W  в точках диагонали ηξ =  (рис. 1) и вдоль сто-
роны 1=η  (рис. 2). Номера кривых на этих рисунках соответствуют 
номеру задачи, кривая 4 на рис. 2 изображает поведение функции 

( )1;W η .  
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Р  и  с .  1 .  Р  и  с .  2 .  

В таблице с точностью до множителя aq  приведены экстремаль-
ные значения изгибающих моментов xM  и yM  на сторонах и для то-
чек диагонали ηξ =  пластинки; в скобках указана величина соответ-
ствующей координаты, где эти значения получаются. 
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1,181⋅10–1 

( )0,52η =  
–3,021⋅10–1 
( )0,52η =  

–9,062⋅10–2 
( )0,96ξ =  

–2,514⋅10–1 
( )0,96ξ =  

Задача 1 Задача 2 
( ) ( )ξξξξ ;; yx MM =  ( ) ( )ξξξξ ;; yx MM =  

7,798⋅10–2 ( )0,62ξ =  2,354⋅10–2 ( )0,79ξ =  
Задача 3 

( )η;0xM  ( )η;0yM  ( )η;1yM  ( )1;ξxM  

–4,064⋅10–1 
( )0,94ξ =  

–1,219⋅10–1 
( )0,94ξ =  

7,239⋅10–2 
( )0, 48η =  

–3,352⋅10–1 
( )0,03ξ =  

Задача 3 
( )ξξ ,xM  ( )ξξ ;yM  

–4,578⋅10–2 ( )0,19ξ =  3,757⋅10–2 ( )0,72ξ =  
 

Приведенные результаты позволяют оценить влияние способа за-
крепления контура на НДС пластинки. 
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УТОЧНЕННЫЕ КРИТЕРИИ МНОГОЦИКЛОВОЙ ПРОЧНОСТИ  
ДЛЯ ВОЛОКНИСТОГО КОМПОЗИТА И МЕТОДИКИ 

ИДЕНТИФИКАЦИИ ИХ ПАРАМЕТРОВ 
 
Рассматривается многоцикловое нагружение волокнистого компози-

та (типа органо-, стекло-, угле-, боропластика) как плосконапряженного 
ортотропного разнопрочного материала. Для случая, когда циклически 
изменяющиеся напряжения в осях ортотропии имеют неизменные 
вплоть до разрушения наибольшие и наименьшие значения, предложена 
следующая форма критерия прочности 
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kkπ + , kkπ − , 12π  > 0 – пределы статической прочности материала до цик-
лического нагружения, соответственно на растяжение и на сжатие в на-


