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Введение 
Мы продолжаем изучение экстремальных стягиваний с трех­

мерных многообразий на поверхность [16], [17]. Такие стягива­
ния естественно появляются в бирациональнои классификации 
трехмерных алгебраических многообразий. Мы будем изучать 
ситуацию локально вблизи вырожденного слоя. 

0.1. Определение. Пусть (X, С) — росток трехмерного 
нормального комплексного пространства X вдоль компактной 
приведенной кривой С и (5, о) — росток нормального двумер­
ного комплексного пространства S в о£5. Предположим, что X 
имеет особенности не хуже, чем терминальные. Собственный 
морфизм / : (Х,С) -> (5, о) называется расслоением Мори на 
коники, если: 
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(i) /"HoJwd = С, 
(ii UOx = Os, 
(iii) дивизор —Кх /-обилен. 

Первым примером расслоений Мори на коники .является рас­
слоение на коники в классическом смысле: / : (X, С) —> (5, о) 
называется (обычным) расслоением на коники, если (5, о) — не­
особая точка и существует вложение г : (X, С) *-> Р2 х (5, о) 
такое, что 0P2X|S(X) = Op2XjSr(2,0). 

Естественно возникающий в теории минимальных моделей 
вопрос — классификация расслоений Мори на коники. Следую­
щие две гипотезы интересны для приложений программы Сар-
кисова к изучению бирациональных свойств трехмерных много­
образий со структурой расслоений на коники (см. [2], [3]). 

0.2. Гипотеза (специальный случай гипотезы об общем 
слое М. Рида). Пусть f : (Х,С) -> (5,о) — расслоение Мори 
на коники. Тогда общий элемент антиканонической линейной 
системы | — Кх\ имеет лишь дювалевские особенности. 

0.3. Гипотеза. Пусть f : (X, С) -> (5, о) — расслоение Мо­
ри на коники. Тогда точка (5, о) неособа или мвляется дюва-
левской особенностью типа Ап. 

Вероятно, следует ожидать, что расслоение Мори на коники 
с достаточно особой базой является фактором обычного рассло­
ения на коники по циклической группе (например, это следует 
из гипотезы 0.2, см. теорему 4.2). Таким образом, этот част­
ный случай, возможно, является довольно общим. Такие фак­
торы классифицированы в § 2. К счастью, ситуация здесь не 
очень сложна и с точностью до аналитического изоморфизма 
имеется лишь три различных расслоения Мори на коники. В 
§ 3 будут полностью описаны расслоения Мори на коники индек­
са 2. Предполагая истинность гипотезы 0.2, мы получим грубую 
классификацию расслоений Мори на коники в § 4. В частности, 
покажем, что гипотеза I влечет гипотезу II и рассмотрим много 
примеров. В § 5 будут рассмотрены расслоения Мори на коники 
с только одной точкой индекса > 1; в этом случае мы докажем 
гипотезу 0.3 и ослабленный вариант гипотезы о слое: линей­
ная система | - Кх\, \ - 2Кх\ или | - ЗКХ\ содержит хороший 
дивизор. 

§ 1. Предварительные сведения 
Всюду далее под многообразием мы понимаем приведенное 

неприводимое комплексное пространство. Обозначим каноничес­
кий дивизор (Вейля) нормального многообразия X через i_x-
Если X — многообразие и С С X — его подмногообразие, то 
через (X, С) будет обозначаться росток X вдоль С. Иногда бу­
дем заменять (X, С) на достаточно малый представитель ХэС. 
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Мы говорим, что многообразие X имеет терминальные особен­
ности, подразумевал, что оно имеет особенности не хуже, чем 
терминальные, в частности X может быть неособым. 

Нам понадобятся некоторые факты из классификации трех­
мерных терминальных особенностей. 

1.1. Пусть (Х,Р) — терминальная особенность индекса 
га ^ 1 и тг: (Хв, Ptt) —>* (X, Р) — ее каноническое накрытие. Тог­
да (Xй, РИ) — терминальная особенность индекса 1. Известно, 
что (Х",Р*) — гиперповерхностная особенность, т.е. существу­
ет Z-г-эквивариантное вложение (Х",Р") С (С4,0). 

1.1.1. Теорема ([1]). Если в приведенных выше обозначени­
ях точка (Xй, Р") неособа, то она Ъ^-изоморфна (С^ьЖ2эЖз,0) 
со следующим действием Zm: 

(хъх2}хг) —> (eaxi,e~~aX2,ebxz), 
где е — первообразный корень степени т из 1, а иЬ — целые 
взаимно простые с т числа. Обратно, каждая такая особен­
ность терминальна. 

Такая особенность обычно обозначается -~(а, -а , Ь) или 
C3/Zm(a,-a,b) и называется терминальной циклической фак-
торособенностью. 

1.1.2. Теорема ([14]). В приведенных выше обозначени­
ях предположим, что точка (Х",РЙ) особа; тогда она 
Zm-изоморфна гиперповерхности {<J>{XI,X2,XZ,%A) = 0} в 
(С^-з-з,^'0)? г$е веются две возможности для действия 
Z m : ' 

1.1.2.1. (основная серия) 

(жх,ж2-юз,ж4;Ф) —> (eaxi,e~~ax2, -fex3,#4;ф), 
где е — первообразный корень степени т из I, a ub — целые 
взаимно простые с т числа. 

1.1.2.2. (исключительная серия) т = 4 и 

(~ь а?2,ж3, ~4;ф) -> ( ^ ж ъ - ^ х . , ± ^ ж з - -ж4; -#).• 
Циклические факторособенности обычно включаются в се­

рию 1.1.2.1 с ф = ж4. 
1.2. Замечание. Терминальные особенности индекса > 1 

могут быть классифицированы по типу общего элемента ли­
нейной системы |.— Кх| (который должен иметь дювалевскую 
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особенность). Например, существуют четыре типа терминаль­
ных особенностей индекса 2: сА/2, сАх/2, cD/2 и сЕ/2 (см. [181; 
мы используем обозначения работы [12]). 

Ы ^ - ^ Я . И З в е с т н о ' ч™ любая дювалевская особенность (F,P) 
{ж оолее общо, любая лог-терминальная поверхностная особен­
ность) является фактором неособого ростка (С2,0) по конечной 
группе G, действующей на С2 свободно вне 0. Порядок G назы-
S S топологическим индексом (F,P). Аналогично, из клас­
сификации терминальных особенностей можно получить следу­
ющую лемму. ^ 

»Л'И:«ЛеМ?&' Пусть CXPj — Росток трехмерной терми­нальной особенности индекса т > 1 и F е | - КгХР)\ — анти-
« Х Т б С Ш Й ^ОР- Предположим, что поверхность F при-
ческ^пНпХ10диМа^ т°чка№р) ~ дювалевская топологи-
1™£™?1CV?- Тогда п делится на т. Более того, если 
•имеет тип А ~ ииклшеская Факторособенность и (F,P) 

«JanS^ Ш о б с - / д и м некоторые элементарные свойства рассло­ении Мори на коники. 

1.4. Предложение ([7], СМ. также 1.7.1). Пусть f : X -4 5 
тпР^Л°еНие Шр? на коники- Предположим, что X содержит 
только точки индекса 1. Тогда поверхность S неособа uf -
расслоение на коники (возможно, с особым X). 

гг^^^Щее F B e p ™ e является немедленным следствием теоремы Каваматы—Фивега об обращении в нуль. 

»Л'Ъ' П - ^ л о ж е н и е (СР- [15, (1.2)]). Пусть / : X ->• S -расслоение Мори на коники. Тогда 

&/*Ох = 0, г > 0. 
l ^ 1 ' Спед??в™ (°Р- [15, (1.3)]). Пусть f : (Х,С) -> (S,о) — расслоение Мори на коники. Тогда: 

(1) слой С — дерево рациональных кривых, т.е. ра(С0) < 0 
для любой одномерной подсхемы С0 с Supp(C0) CC 

(И) PicX ~ #2(C,Z) ~ V, где р - число компонент С. 
1.6. Конструкция. Пусть / : (Х,С) -» (S,o) — расслоение 

Мори на коники. Предположим, что (So) - ^оЬбая точ2ГПо 
легкому замечанию в [13] (см. также [k)\ fao) ^ Г к т ^ б е н -
ность. Это означает, что (S, о) - фактор неособой точки (S>, .У) 
по конечной группе G, где действие G на S'- о' свободно Сле­
довательно, существует точное представление G --> GL(2> <-,) = 
= GL2(C). Обозначим через g : S' -> S факторморфизм и через 
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X1 — нормализацию X х sSe. Мы имеем следующую коммута­
тивную диаграмму: 

h 
(Х,С) 

г 

(Х,С) 

(S',o') (5,о) 

где С := / /_1(о /). Тогда G действует на (Х',С") и, очевидно, 
X = X'/G ш С = Cf/G. Так как действие (? на S" - о' свобод­
но, то действие на X1 - С1 также свободно. Поэтому X' имеет 
только терминальные особенности, так как codimC = 2 (см., 
например, [4, 6.7]). Из этого следует, что действие G на X' сво­
бодно вне конечного множества точек .Qi,...., Qk £ JC7 (для каж­
дой точки Qi ее образ Д = h{Qi) имеет индекс > 1). Так как 
Л, : X7 —> X не имеет дивизоров ветвления, антиканонический 
дивизор —Кх' = h*(—Kx) обилен над 5". Мы получим новое 
расслоение Мори на коники / ' : (Х' ,С) ~> {S^d) над неособой 
базой. 

С. Мукаи указал автору, что на самом деле X х sSf нормаль­
но, и следовательно, можно положить X1 = X х sSf. 

1.7. Лемма (см. также [11]). В приведенных выше обозна­
чениях, группа G является циклической и имеет по крайней 
мере одну неподвижную точку на X1. В частности, (5, о) — 
циклическая факторособенностъ. 

Доказательство. Так как pa{Cf) = 0, то индукцией по чис­
лу компонент С легко показать, что G имеет неподвижную точ­
ку QeC" или инвариантную компоненту CQCC", Cf

0 ~ Р1. Но во 
втором случае имеется два вложения: GcPGL2(C) и GcGL2(C), 
где G С GL2(C) не содержит квазиотражений. По классифика­
ции конечных подгрупп PGL2(C) ~ ЭОз(С),- группа G является 
циклической и имеет ровно две неподвижных точки на CQ. Сле­
довательно, в каждом случае G имеет по крайней мере одну 
неподвижную точку Q£Xf. Выберем достаточно малую окрест­
ность U С X точки Р := h(Q). Имеется сюръективное отобра­
жение TCI(U - Р) -+ G. Но группа 7ri(Z7 - Р) — циклическая, 
так как (X, Р) — фактор гиперповерхностной особенности по 
циклической группе. Это доказывает лемму. 

1.7.1. Следствие, Пусть / : (X, С) —> (S,o) 
Мори на коники Тогда: расслоение 
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(i) (см. [7]) если X умеет индекс 1, то точка (S,o) неособщ 
(ii) если X имеет индекс 2, то точка (S} о) неособа или дю-

валевскаж типа А\; 
(ш) если (5, о) имеет топологический индекс п, то X содер­

жит по крайней мере одну точку индекса ̂  п. 
Если / : (X, С) —> (S,o) — расслоение Мори на коники с 

приводимым центральным слоем, то применяя программу ми­
нимальных моделей над S, мы добьемся того, что С будет не-
приводим (база останется той же самой). 

Аналогично [15] можно доказать следующее предложение. 
1.8. Предложение. Пусть f : (X, С) —> (5, о) — расслоение 

Мори на коники с неприводимым центральным слоем С ~ Р1. 
Тогда: 

(i) X имеет не более трех особых точек; 
(ii) X имеет не более двух особых точек индекса > 1. 

§ 2. Факторы расслоений на коники 
Согласно конструкции 1.6 и лемме 1.7, каждое расслое­

ние Мори на коники / : (X, С) -4 (5, о) над особой ба­
зой является фактором другого расслоения Мори на кони­
ки / ' : (Х^С*) -» (S\of) над неособой базой по цикличес­
кой группе. В этом параграфе мы классифицируем расслое­
ния Мори на коники / : (X, С) --> (5, о) при дополнительном 
предположении, что многообразие Хг горенштейново (и тогда 
f : (Х\ С") —> (S", о') — обычное расслоение на коники по пред­
ложению 1.4). Сначала рассмотрим несколько примеров. 

2Л. Пример (торический пример). Пусть Р1 х С2 ~> С2 — 
проекция. Определим действие группы Zn на C2

)V и Р^0)Х1 х С2
?v 

следующим образом: 
(x0,xi;u,v) -> {xo,exi]eau,e~av), 

где в = ехр(27гг/п), а € N и (гс, а) = 1. Обозначим 
X = (P1xC2) /Zn , 5 = C2/Zn. 

Тогда проекция / : X —> 5 является расслоением Мори на кони­
ки. Многообразие X имеет на слое /~1(0) ровно две терминаль­
ные точки А, Р2- которые являются циклическими факторами 
типа ^(а, —а,±1), поверхность S имеет в 0 дювалевскую точку 
типа Дг_ь 

2-2. Пример. Рассмотрим следующую неособую гиперпо­
верхность в Р2

0,~ЬХ2 х C2,v: 

X1 := {х\ + vxj + их\ = 0}. 
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Пусть п — нечетное целое, п = 2q + 1, где q Е N. Определим 
действие Zn на Р2 х С2 как 

(XQ,XI,X2,U,V) -* (xQ,e~qxi1eqX2,eu,e~lv)) 
где е = ехр(27гг/п). Если ip(u,v) — инвариант, то Zn естествен­
но действует на X'. Как и в примере 2.1, / : X'/Zn -» C2/Zn — 
расслоение Мори на коники. Особое множество X'/Zn состоит 
из двух терминальных циклических факторособенностей индек­
са п. Точка (5, о) — дювалевская типа An_i. 

2.3. Пример. Пусть X' — гиперповерхность в Р2
01Ж1>Х2 х 

х C2
V, заданная уравнением 

где ф(и,ь) не имеет кратных множителей и содержит только 
мономы четной степени. Обозначим через f : Xf -> С2 естес­
твенную проекцию. Тогда X' имеет только одну особую точку 
Р' = (хо = a?i = „ = г? = 0) на / '_ 1(0) . Определим действие Z2 
на Xf и С2 как 

Пусть X = X11Ъ2, S = C2/Z2. Единственная неподвижная точка 
на X' — точка Р' . Она задает точку Р £ X индекса 2 и мно­
гообразие X не содержит других особых точек. Поверхность S 
имеет дювалевскую особенность типа А\ в 0. Можно различить 
следующие случаи для ф(и,ь): 
(1) mult(O,o)(0) = 2; тогда точка (Х,Р) — терминальная типа 

сА/2;' 
(2) miilt(O,o)(0) ^ 4, тогда точка (Х,Р) — терминальная типа 

сАх/2. 
2.4. Теорема. Пусть / : (X, С) -> (5, о) — расслоение Мори 

на коники. Предположим, что f является фактором расслое­
ния на коники f : (Х',С") -> (С2,0) по Ъп таким, что дейст­
вие Zn на С2 \ {0} свободно. Тогда существует аналитический 
изоморфизм между / : (X, С) -~» (-5, о) и одним из примеров 2.1, 
2.2 гии 2.3. 5 частности, (5, о) — дювалевская особенность 
типа An-i* 

§ 3. Расслоения Мори на коники индекса 2 
В этом параграфе мы изучим расслоения Мори на коники 

/ : (X, С) -> (5, о) индекса 2. Сначала рассмотрим случай не­
особой базы (т.е. (5, о) . ~ (С2,0)). Методы, используемые здесь, 
аналогичны методам [12, гл, 4]. Первый основной результат на­
стоящего параграфа — следующая теорема. 
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3.1. Теорема. Пусть / : (Х,С) --•» (Sfo) — расслоение Мори \ 
на коники над неособой поверхностью (5, о) -—- (С2,0). Предпо- j 
ложим, что многообразие X имеет индекс 2. Гог<?а f 

! 

3.1.1. .X содержит ровно одну точку Р индекса 2, цен- ; 
тральный слой С имеет не более четырех компонент, все они 
проходят через Р и не пересекаются вне. \ 

if 

3.1.2. / : (X, С) -> (S, о) является фактором эллиптичес- j 
кого расслоения g : (У, L) -» (5, о) по группе Ъ2, действующей : 
тривиально на (5,о). Здесь (У,L) - росток трехмерного мно- [ 
гообразия с горенштейновыми терминальными особенностями 
вдоль приведенной компактной кривой L, L = (5_1(o))red - otf- ( 
щий слой Yg := g""1^), 5 € 5 — неособая эллиптическая кривая. j 
Более того, Ку {линейно) тривиален вблизи L. Таким образом} 
морфизм g разлагается в композицию 

g:(Y,L) А (X,С)-Л (5,о), j 
где h — конечный морфизм степени 2. [ 

i 

3.1.3. Множество Ъ2-неподвижных точек на Y — это j 
даолпрованна* точка Q такая, что h(Q) = Р и неособая по­
верхность D feQ, лежащая в неособой части Y. I 

3.1.4. Существует Ъ2-эквивариантное вложение f 

Y^F3 хС2 ! 
такое, что g совпадает с проекцией на второй множитель j 
С2 = 5, а У является пересечением двух гиперповерхностей, \ 
имеющих степень 2 по первому множителю. При этом вложе­
нии действие Z2 на 

Р3 х (Г2 

может быть записано в виде 
3.1.4.1. (XQJXI1X2IX3'1 U,V) V (-XQJ-XI,-X2,X3]U1V) 

и тогда Q = {х0 = хг = х2 = и = v = 0}, D = {х3 = 0} f)Y. 

3.1.5. При вложении 3.1.4 кривая L будет объединением 
^ 4 прямых, проходящих через Q. В частности, действие Z2 
на L не переставляет компонент. 
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3.1.6. В условиях 3.1.4 уравнения для Y с Р^хь^ - з x ^«,« 
могут быть записаны в виде 

^ (qi(xQ,xi,x2) = ipi(xQ,xi,X2,X3;u,v), 
3.1,6.1. { ч у / Ч 

[ «2(^0, Я?1, 3 2 ) - = W # 0 , « 1 , «2i #35 - , V), 

где фх, ф2 — инварианты, квадратичные по хъ,х\,Х2,хг и 
^(0,0,0,1; 0,0) = 07 г = 1,2, а d/ur д ь 42 имеются следующие 
возможности: 

3.1.6.2. qi - x0Xi, 92 = (яо + #1 + ж2)Я-; тогда центральный 
слой /""1(о) ш«еет ровно четыре приведенные компоненты; 

3.1.6.3. gi = жо^ь 92 = (жо + ^i)^2,# тогда центральный 
слой f~~l(o) имеет три компоненты, одна из них имеет крат­
ность 2; 

3.1.6.4. qx = х^х\ - я!, 2̂ = х0х2; тогда центральный слой 
/~1(о) имеет две компоненты, одна из них имеет кратность 3; 

3.1.6.5. qi = XQX\, #2 = х\, тогда центральный слой /~1(о) 
имеет две компоненты, обе двукратные; 

3.1.6.6. gi = XQX\ — х\, 2̂ = #о, тог^а центральный слой 
f~~l(o) неприводим и имеет кратность 4; 

3.1.6.7. q\ = XQ, qi = х\; тогда центральный слой /~х(о) 
также неприводим и имеет кратность 4. 

3.2. Замечание. Обратно, пусть g : (Y,L) -> (5, о) ^ (С2,0) 
— эллиптическое расслоение с действием Z2 такое, как 
в пп. 3.1.2, 3.1.3. Если точка (Y,Q)/Z2 терминальна, то 
/ : (Х,С) := (y,L)/Z2 -> (#,о) — расслоение Мори на кони­
ки индекса два. 

Доказательство теоремы проводится в несколько этапов. 

3.3. Лемма. Пусть / : X —> S — морфизм из нормально­
го трехмерного многообразия с только терминальными особен-
ностями на неособую поверхность. Предположим, что все слои 
f связны и одномерны» Тогда морфизм f : X ~» S плоский. 

Доказательство. Терминальные особенности рациональны 
[10, 1.3.6] и, следовательно, X — многообразие Коэна—Маколея. 
Тогда / плоский. 

173 



3.4. Конструкция (ср. [12, гл. 4]). Положим | 
пы := (—2JKA: -Ci). 

Пусть В* — объединение тъ различных дисков, пересекающих I 
Ci трансверсально в общих точках, и В = ]СД- Так как I 
PicX = If, то В € | — 2Кх\> Рассмотрим двулистное накры- | 
тие h : У —> X с дивизором ветвления В. Пусть также L := I 
= (/i""1(C))red H D : = ( / I - 1 ^ ) ) ^ . МЫ имеем композицию I 

д : (У, L) А (X, С) - А (5, о) ~ (С2,0). 
Тогда (X, С) ~ (У, L)/Z2. ПО построению Y нормально, поэтому | 
слои д : Y -> С2 связны. В окрестности каждой особой точки на I 
X морфизм h неразветвлен в коразмерности 1, следовательно, I 
Y имеет лишь терминальные особенности (см, например, [4, I 
(6.7)]). Далее, мы имеем следующие равенства для дивизоров I 
Вейля на Y: I 

КУ = Л*(ВД + Д D = Л*(-ВД-
Это дает нам, что Ку = 0 и У" имеет лишь терминальные го- I 
ренштейновы особенности. Морфизм д плоский по лемме 3.3. I 
Следовательно, д — расслоение на эллиптические кривые. Мы I 
доказали пп. 3.1.2 и 3.1.3. } 

I 
3.5. Пусть Ys := g"1(s) — схемно-теоретический слой над I 

точкой seS (таким образом, L = (l^>)red). Тогда Ya — проектив­
ная горенштейнова одномерная схема и по формуле присоедине- I 
ния {jjy6 = 0у8, в частности, pa(Ys) = 1. Рассмотрим дивизор 
Картье А -= р\ул* Так как морфизм д плоский, то deg-A = 4. 

3.6. Предложение- Пусть Ys и А — такие, как в 3.5. Тог-
да 

3.6.1. Длялюбой замкнутой одномерной подсхемы Z с Ys, 
Z ф Ys, имеем pa(Z) < 0. 

3.6.2. Дивизор А очень обилен и определяет вложение 
Ys <--> Р3 такое, что Ys является пересечением двух квадрик. 

Доказательство. Докажем сначала импликацию 3.6.1 ==» I 
3.6.2. Воспользуемся следующим обобщенным вариантом из- I 
вестного классического результата. 

3.6.3. Теорема ([6]). Пусть Z — проективная одномерная 
схема Коэна—Маколея иА — дивизор Картье на Z. Предполо­
жим, что для любой замкнутой одномерной подсхемы Z' С Z, 
горенштейновой в коразмерности I, имеет место неравенство 

3.6.3.1. degA\z>>2pa(Z') + l. 
Тогда А очень обилен. 
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Используя теорему Римана—Роха на У5, двойственность 
Серра и обильность Д получим Ь}{Оуа(А)) =0 , h°(Oya(A)) = 4. 
Применим теорему 3.6.3 к Ys. Если Z' = У5, то pa{Zf) -= 1 и не­
равенство 3,6.3.1, очевидно, верно. Если же Zf ф УЛ1 то неравен­
ство 3.6.3.1 верно по 3.6.1. Далее, из точной последовательности 

0 -> 1(2) ->• О-рз (2) -* Oye (2A) -> 0, 
где I — пучок идеалов 0ув в Р3, нетрудно получить, что 
Л°(1(2)) > 2. Так как degY^ = 4, то две квадрики quQ2 G 
€Н°(1^,1(2)) высекают У,. Это доказывает 3.6.2. 

3.6.4. Теперь докажем 3.6.1. Имеем сюръекцию 
{Rlg*0y)s-+H\Y3,0ya)^b. 

Так как шу/s = Оу? то пучок R}g+Qy локально свободен. Сле­
довательно, $ —У hl(Ys,Oya) — постоянная функция. По двой­
ственности Серра h°(Ys,Oya) = Ь}(У3,Оуа) = 1 для всех з £ S. 
Рассмотрим точную последовательность 

0 -> J ~» Оуа -4 0# ~~» 0, 
где J" — пучок идеалов Z BYS. Отсюда получаем 1-.ра(-^) = 1— 
~pa(Z) + h°(J) - hl(J) или, эквивалентно, pa(Z) = 1 + fc°(J) -
- Л1 ( J ) . Так как H°(Ys,Oys) = С, то h°(J) = 0. С другой 
стороны, по двойственности Серра hl(J) = dimHom(Jr, о;уЛ) = 
= dimHom(J, OyJ > 0. Следовательно, pa(Z) ^ 0, что и дока­
зывает предложение 3.6. 

3.7. Следствие (из 3.6.2). Существует вложение 
у С А Т Р 3 У (Г2 

такое- что У задается двумя уравнениями, квадратичными по 

3.8. Окончание доказательства 3.1. Так как группа Z2 
переводит дивизор В в себя, то действие Z2 продолжается на 
Р3 х С2, причем действие на втором сомножителе тривиально. 
Далее, пусть Р Е X — точка индекса 2, тогда Q := h~"1(P) — 
одна точка и h : (Y,Q) —» №•?) — каноническое накрытие. 
Согласно 1.1.1 и 1.1.2, действие Z2 в касательном пространст­
ве Зариского Гд,у СТд^зхсг имеет трехмерное антиинвариант­
ное подпространство. Поэтому линейными заменами координат 
можно добиться того, что действие Z2 на -Р^0,ЖьЖ2,жз х C2

)V бу­
дет, как в 3.1.4.1. Множество неподвижных точек в Р3 х С2 — 
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это дивизор {хз = 0}, высекающий В на У, и поверхность \XQ = 
= xi = Х2 = 0}, высекающая изолированную точку Q = {Хо = 
= Х\ = Х2 = ~ = v = 0} на У (по крайней мере, локально вблизи 
слоя i y . Это доказывает 3.1.4. 

Следовательно, Р = /i(Q) — единственная точка индекса 2 на 
X. Далее, легко видеть из 3.7, что многообразие Y может быть 
задано как базисное множество пучка квадрик от жо,..., ̂ з с ко­
эффициентами из С {/u, v}. Выберем две Жг-инвариантные квад­
рики из этого пучка. Получим уравнения для У: 

qi{XQyXi1X2)=^l{XQ;XhX2,Xz]%v), 

«&(а*>, хъх2) = tfeteo, хъ яг- ж3; ~, v), 

где gi, g2 — квадратичные функции, а функции ./>ъ V- — квад­
ратичны по Яо,#ьа?2,-Яз и ^(жо?Ж1,ж2,Жз;0,0) = 0, * = 1,2. По­
этому слой Y0 имеет вид ^ = q2 = 0 и, следовательно, он явля­
ется объединением прямых, проходящих через Q. Таким обрат 
зом, 3.1.5 и 3.1.1 доказаны. Наконец, уравнения qi(xo,Xi,X2) = 
= 32(^0-^15^2) = 0 задают пучок квадрик на Р2. Проектив­
ным преобразованием мы можем привести его к одной из форм 
в 3.1.6. Теорема доказана. 

3.9. Примеры. Ниже мы рассмотрим конкретные примеры 
расслоений Мори на коники индекса 2. В частности, мы пока­
жем, что все случаи 3.1.6.2-3.1.6.7 реализуются. Будут исполь­
зованы обозначения 3.4, 3.1, а также, как и в [12], обозначения 
сА/2, сАх/2, cD/2, сЕ/2 для терминальных особенностей ин­
декса два. 

ЗЛО. Пример. Пусть У С ^ 0 , 1 ь З Д xC^ v задается уравне­
ниями 

{ xoXj = {an + Ъи2 + cuv)xl) 

(хо + xi + х2)х2 = vxl, 
где a,ft,с € С — константы. Легко проверить, что Y неособо 
вблизи центрального слоя ^"2(0), если а ф 0, и имеет изолиро­
ванную гиперповерхностную особенность в точке Q = {и = v = 
= XQ = Х\ = Х2 = 0}, если а = 0, с -т-- 0, b Ф 0, такую, что ранг 
квадратичной части равен 3. Тогда фактор X := Y/Z2 -> С2 

является расслоением Мори на коники, таким как в 3.1.6.2, с 
единственной особой точкой Р типа сА/2. Если а ф 0, то Р 
будет типа ~(1,1,1). 

Следующий пример показывает, что все типы терминальных 
особенностей индекса 2 могут быть реализованы на расслоениях 
Мори на коники, таких как в 3.1.6.5. 
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3.11. Пример. Пусть У С Р£0|Я-1|Я.а1Я-3
 хСи,« задается уравне­

ниями 

х\ = и(жо + я?) + (аи + 6u2 + ей3 + Aiv + eu2v)xl, 
где a,ft,c,d,e е С — константы. Если по крайней мере одна из 
а, 6, с отлична от нуля, то Y имеет вблизи центрального слоя 
1о изолированную особенность в Q = {хо = xi = X2:=u = v = 
= 0} (или неособо). Как и выше, фактор X := Y/Z2 -4 С2 — 
расслоение Мори на коники такое, как в 3.1.6.5, с единственной 
особой точкой Р := С1.ЛС2. Мы имеем следующие возможности: 

а ф 0; тогда У" неособо, и, таким образом, Р € X — типа 
1(1,1,1); 

а = 0, 6^0 ; тогда Р € X — типа сАх/2; 
а = 6 = е = 0, с / 0, d ф 0; тогда Р € X — типа cD/2; 
а = 6 = d = 0, с 7-= 0, е ̂  0; тогда Р е X — типа Ы£/2. 

3.12. Пример. Пусть ^ С ^ 0 ) 1 ь а д х С ^ задается уравне­
ниями 

{ XQX\ — Х% = W?3) 

Тогда фактор X := _7Z2 -> С2 является расслоением Мори на 
коники, таким как в 3.1.6.6. 

Отметим, что для любого расслоения Мори на коники 
/ : (Х,С) —> (5, о) с приводимым центральным слоем и лю­
бой компоненты С1 С С росток (X, С) является экстремальной 
окрестностью (не обязательно изолированной) в смысле Мори 
[15]. Тогда X может иметь на С" не более одной горенштейно-
вой особой точки (см. [15, 6.2]). Следующий пример показывает, 
что это правило нарушается, если слой С неприводим. 

3.13. Пример. Пусть У с ^ 1 д а д а х C*v задается уравне­
ниями 

(х% = uxl+vxl, 
\ х\— их* + vx%. 

Тогда фактор X := Y/%2 -* С2 является расслоением Мори на 
коники, таким как в 3.1.6.7. В этом случае X содержит одну 
точку типа 1(1,1,1) и две обыкновенные двойные точки. 

В заключение исследуем расслоения Мори на коники индекса 
2 с особой базой. 
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3.14. Теорема. Пусть f : (Х,С) -» (S,o) — расслоение Мо­
ри на коники индекса 2. Предположим, что точка (S, о) особа. 
Тогда (5, о) — дювалевскал точка типа А\ и f — такое, как 
в примере 2.3 или как в примере 2.1 сп = 2. 

Доказательство. Будем использовать конструкцию 1.6. Так 
как X содержит только точки индексов ^ 2, то по 1.7.1 (#, о) — 
особенность типа А\. Мы утверждаем, что / ' : (X', С1) —> (С2,0) 
— (обычное) расслоение на коники. По предложению 1.4 доста­
точно доказать, что X1 горенштейново. Предположим против­
ное. Отметим, что X1 содержит только точки индексов < 2 (так 
как Х! —»- X неразветвлено в коразмерности 1). По теореме 3.1 
X1 содержит единственную точку, обозначим ее через Q1 индек­
са 2. Тогда Q — неподвижная точка относительно действия Z2-
Но тогда точка Р := h(Q) имеет индекс 4, — противоречие. 
Следовательно, / ' — расслоение на коники и по теореме 2.4 
/ : (Х,С) -» (Ж, С) — такое, как в примере 2.1 или 2.3. Это 
доказывает теорему. 

§ 4. Проблема общего слона 
В этом параграфе мы будем изучать расслоения Мори на ко­

ники при предположении существования хорошего элемента в 
| — Кх\* Отметим, что во всех известных примерах такой эле­
мент существует. 

4.1. Пример. Пусть расслоение Мори на коники 
/ : ( - * , С)-+(5, о) 

— такое, как в примере 2.2. Рассмотрим открытое подмножест­
во #2 = {х2 ф 0} С X. Локальными координатами в Ь_ являют­
ся (to = жо/̂ 2? h = Xi/x2jv). Рассмотрим также рациональную 
дифференциальную форму и = (l/to)(dtoAdtiAdv) на Щ- Тогда 
легко видеть, что а может быть продолжена на X1 в окрестнос­
ти С. Так как форма а 2п-инвариантна, а~1 определяет эле­
мент F € | — Кх\, образ дивизора {XQ = 0}. Легко проверить, 
что F содержит центральный слой С = (/~1(о))геа и имеет две 
особые точки типа .An_i. 

Аналогично, можно проверить, что в примере 2.1 общий эле­
мент F € | —Кх\ не содержит С и состоит из двух связных ком­
понент. Этот дивизор имеет особую точку типа -An_i на каждой 
компоненте. 

4.2. Теорема. Пусть f : (X, С) -> (5, о) — расслоение Мори 
на коники. Предположим, что гипотеза 0.2 для / верна. Тогда 
выполнено одно из следующих условий: 

АЛЛ. точка (5, о) неособа; 
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4.2.2. еочка (5, о) — дювалевская типа А\; 

4.2.3. точка (5, о) — дювалевская типа As, в этом случае 
кривая С неприводима, (X, С) умеет циклическую факторосо-
бенность Р индекса 8 и не имеет других особых точек. Более 
того, f : (X, С) -~» (S, о) является фактором расслоения Мори 
на коники из 3.1.6.2 с неособым Y по группе Z4, действующей 
на базе свободно в коразмерности 1. (см. также [17]). 

4.2.4. / : (Х,С) -~» (5, о) — такое, как в примере 2.1 или 
примере 2.2. В частности, (5, о) в этом случае имеет тип 
Л*—1. 

Доказательство. Предположим, что точка (5, о) особа и не 
имеет тип А\. Будем использовать обозначения конструкции 1.6. 
Если X' имеет индекс 1, то по предложению 1.4 / ' — расслое­
ние на коники и по теореме 2.4 / — из примеров 2.1 или 2.2). 
Таким образом, мы предположим, что X' индекса > 1 и пока­
жем в этом случае, что / : (X, С) -> (S, о) — такое, как в 4.2.3. 
Пусть F £ | - Кх\ — общий дивизор и Ff := hrl(F). По наше­
му предположению, F имеет только дювалевские особенности 
и, так как накрытие F' -4 F неразветвлено в коразмерности 1, 
F1 также имеет только дювалевские особенности. Ограничение 
f\p : F -> S в общей точке конечно степени 2, так как (—Кх * 
• Xs) = 2, где Xs — общий слой / . Имеются следующие случаи 
4.3, 4.4 и 4.5. 

4.3. Множество F1 П С не связно. Как и выше (так как 
F' € | - Кх'\),-мы видим, что морфизм f\p> : F* -¥ Sf в общей 
точке конечен степени 2 и F9 имеет две компоненты связности 
F[ и F'2. Пусть 

- факторизация Штейна. Тогда морфизм /{ : F' -> £>' бимеро-
морфен, a f2 : D' -> 5 ; — конечный степени 2. В нашем случае 
D' имеет ровно две неприводимые компоненты D{ и D2. Следо­
вательно, мы имеем D[ ~ D2~ Sf и дивизор D* неособ (так как 
неособа поверхность S"). С другой стороны, по формуле присо­
единения Kpi = 0. Следовательно, морфизм /{ крепантный (т.е. 
К pi = fi*KD'). Это означает, что F' неособ и f[ = id. По 1.3, 
X' не содержит точек индекса > 1, - противоречие с нашими 
предроложениями в доказательстве теоремы 4.2. 
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4.4. Р ' П С" — одна точка Q. Тогда Р П С = {h(Q)} — 
также одна точка Р . Следовательно, морфизм f\p : F -~» S 
конечен степени 2 и Р — единственная точка индекса > 1 и 
(Р, Р) —> (5, о) — двойное накрытие изолированных особеннос­
тей, Таким образом, (5, о) — фактор дювалевской особенности 
(Р, Р) по некоторой инволюции т. 

Действия инволюций на дювалевских особенностях были 
классифицированы Катанезе [5]. Напомним, что (5, о) имеет то­
пологический индекс п > 3 (иначе мы имеем случаи 4.2.1 или 
4.2.2 нашей теоремы). Учитывая что (*?, о) — циклический фак­
тор, из списка в [5] мы получим следующее 

4.4.1. Предложение ([5]). Пусть {F,P) — росток дюва­
левской особенности и г — аналитическом инволюция, дей­
ствующая на (F,P). Предположим, что фактор (5, о) := 
-= (F7P)/r является циклической факторособенностью типа 
~(в,Ь) с п^З (и (а,п) = (Ь,п) = 1). Тогда имеются следующие 
возможности для (Р,Р) -4 (5, о): 

4.4.1.1. Ев^Аъ, 71 = 3, 
4.4.1.2. А2п^г ^ А^г, п>3, 
4.4.1.3. A2k ^ 2Щ4 (*, 2к - 1), п = 2к + 1, к ^ 1, 
4.4.1.4. 4ь -2-4 Л2*+ь п = 2к + 1, Л ^ 1, 
4.4.1.5. А2Ш -^4 4^4(2Л + 1,2* +1), n = 4fc + 4fc > 0. 

4.4.2. Продолжим рассмотрение случая 4.4. Ограничение 
/i|i?/ : (P'-Q) —> (F,P) неразветвлено вне Р и имеет степень 
п. Следовательно, точка (P',Q) — дювалевская. Легко видеть 
(см., например, [18, 4.10]), что (Р,Р) не имеет таких накрытий 
в случаях 4.4.1.4, 4.4.1.5. Особенность (Р,Р) из 4.4.1.3 допускает 
только накрытие неособой точкой (F^P*) степени п = 2к + 1. 
Но тог^а (Xf,Q) — неособая точка по 1.3, — противоречие с 
нашими предположениями в доказательстве теоремы 4.2. 

Пусть т — индекс (Х,Р), тг : (Х»,Р*) -> (Х,Р) — 
каноническое накрытие и положим Рй := 7г̂ ~ Р. Как вы­
ше, имеем неразветвленное в коразмерности 1 2т-накрытие 
7г: (РЙ,Р#) —> (Р,Р) дювалевских особенностей. Так как ж про­
пускается через (X',Q), мы имеем га ^ п. 

В случае 4.4.1.1 (Р,Р) = Е6 по [18, 4.10], допускает только 
циклическое накрытие типа D± -2-4 £в- Тогда п = га = 3. Сле­
довательно, (X*, Рй) ~ (X', Р') имеет индекс 1, — противоречие. 

Наконец, рассмотрим случай 4.4.1.2. Так как (Х',Р') име­
ет индекс > 1, мы имеем га > п ^ 3 и по [18, 4.10] накрытие 
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типа (неособая точка) ~-4 ---2*+ъ m = 2в. 
Тогда индекс (Х',Р') равен т/п = 2, точка (Xй, Р*) неособа, и, 
следовательно, (Х ;,Р') — циклическая факторособенность ти­
па |(1,1,1). В частности, / — такое, как в теореме 3-1. Пусть 
Х'ы = f~"l(o') — схемно-теоретический слой / ' над о>. Далее, 
Р' — единственная неподвижная точка на С1 при действии Zn. 
Следовательно, Ъп переставляет компоненты {С[} в С". В част­
ности, число компонент ) п ^ 3 и кратности компонент в Х^ 
равны между собой. Отсюда для / ' : (X', С") -» (5', о') мы полу­
чаем только одну возможность 3.1.6.2. Поэтому XQ имеет ровно 
четыре компоненты, п = 4и слой Х'0 приведен. Тогда X' неосо­
бо вне Р'. Мы получаем случай 4.2.3 нашей теоремы. 

4.5. Множество F' П С" одномерно и связно. Этот слу­
чай рассматривается аналогично. 

§ 5. Случай одной негоренштейновой точки 
Основной результат этого раздела — следующие две теоре­

мы. Методы доказательства здесь более техничны и аналогич­
ны [15]. 

5.1. Теорема. Пусть / : (Х,С ~ Р1) -> (5, о) — расслоение 
Мори на коники с единственной негоренштейновой точкой Р 
и с неприводимым центральным слоем. Тогда выполнено одно 
из следующих условий: 

5.1.1. база (5,0) неособа (см. теорему 5.6). 
5.1.2. точка (5,0) — дювалевская типа А\} индекс рас­

щепления С в Р равен 2 и X может содержать еще не более 
одной особой (горенштейновой) точки. Возможны следующие 
подслучаи: 

(i) / : (X, С ~ Р1) -» IS, о) — такоеf как в примере 2.3; 
(ii) (X, Р) — типа сАх/А, более точно, 

(X, Р) ~ {yj - у\ + з/з^з + У4<Р4 = 0}/Z4(l, 3,3,2), 
С = {у\ -у£ = № = УА = 0}/Z4, 

где ipz, щ —полуинварианты с весами 
wt(</>3) = 3 mod 4, wt(y>4) = 0 mod 4 

(точка типа П^ в классификации Мори [15]); 
(Hi) (X, Р) — циклическая факторособенность С3/_ч(1,3,1) и 

С7 = Ы - wf — 1ft = 
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(iv) fh четно и > 4; (X,P) — циклическая факторособенность 
C 3 /Z 2^(l , - l ,m + l) и 

С = Ы• - yf1'2 = 2/з = 0} Э 0) /Z» 
(точка типа ICV в к/мсси^мгссщгш Мори [15]); 

(v) т четно f (Х,Р) типа сА/т, где т = 2т . Более точно, 

(Х,Р)~{У1у2 + у2<р1+у3<р2 + (у1-у1™)<рг = 0}/ 
/Z2m(l,- l ,m + l,0), 

С = {«2 =- 2/з = 2/4 - Vf1 = 0}/Za^, 
где <р*, г = 1,2,3 — полуинварианты с весами 

wt(<̂ i,<£>2,<p3) = (1 ,т —1,0) mod 2т. 

5.1.3. (5,0) — дювалевская точка типа А3, (X, Р) — tfwc-
лическам факторособенность типа C3/Z8(a, —a, 1), индекс рас­
щепления С в Р равна А и X не имеет других особых точек. 
Имеется два подслучат 

(i) a=l,C={yi-~y* = y3 = 0}/Zs, 
(И) а = 3, C = { j ^ - ^ = itelte-J^ = 0}/%-

5.2. Замечание. В случаях 5.1.2, 5.1.3 общий дивизор 
| — Кх\ не содержит С, за исключением, возможно, 5.1.2 (iv), 
(v). В этих двух случаях то же самое верно для | — 2Кх\-

Ниже мы приведем примеры расслоений Мори на коники, та­
кие как в 5.1.2 (ii), (Hi) и 5.1.3. 

5.3. Пример. Пусть Y с Р^у.г.г х C t̂- — неособое подмно­
гообразие, заданное уравнениями 

жу = „£2, 

(x + y + z)z = vt2. 

Проекция g : Y —h С2 задает структуру расслоения на эллипти­
ческие кривые. Рассмотрим действие Zg на Y: 

х -> £-3я, у -> е(х + у + z), z-¥ ~еу% 

где £ := ехр(27гг/8). Фактор X := Y/Zs -> C2/Z4 является рас­
слоением Мори на коники, как в 5.1.3. 
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5.4. Пример. Аналогично, пусть У С ^tViZtt x ^_,и — п0%~ 
многообразие, заданное уравнениями 

ху = ut2, 
z2 = u(x2 + y2) + vt2, 

и действие Z4 на У 
х-~>у, у -» -ж, г -» is, * -» £,• - -* ~u, t/ -> — v. 

Как и выше, X := Y"/Z4 -4 C2/Z2 -*- расслоение Мори на коники, 
как в 5.1.2 (iii). 

5.5. Пример. Аналогично, Y С P^^.t x CliV задается урав­
нениями . ' ' ' 

xy = (u2k+1+v)t2
) ft EN, 

и действие Z4 на У 
х -> гу, у -> гя, г -> гг, t —> t, „ ~> —n, v -> —v. 

Тогда X := y/Z4 -» C2/Z2 — расслоение Мори на коники, как 
в 5.1.2 (ii). 

5.6. Теорема. Пусть f : (X, С с~ Р1) -» (5, о) — расслоение 
Мори на коники с неприводимым центральным слоем. Предпо­
ложим, что X содержит только одну негоренштейнову точ­
ку Р и что (5, о) неособа. Пусть также т — индекс точки 
(Х,Р). Тогда общий дивизор линейной системы \ — Кх\ не со­
держит С и имеет дювалевскую особенность в Р, за исклю­
чением, возможно, одного из следующих случаев, в которых 
общий дивизор F £ | — 2Кх\ не содержит С (случаи 5.6.1, 5.6.2 
и 5.6.3) или общий дивизор Fe | — ЗКх\ не содержит С (случаи 
5.6.4, 5.6.5, 5.6.6, 5.6.7, 5.6.8 и 5.6.9). 

5.6.1. Точка (Х,Р) имеет тип сАх/А и в окрестности Р 
имеем: 

(ХэС)~ ({у\ - yl + y2<Pi + узф} Э 
{У2 = Уг = Ух ~й^ 0}/Z4(3,1,1,2)), 

где wt(y>i) •= wt(</>2) = 1 mod 4 и y2<fi + УзЦ>2 £(у)3 (точка типа 
ПВ в обозначениях [15]). 

5.6.2. т нечетно, т > 5 и в окрестности Р имеем 
(XDC)^(^D{y3=yl-yr2 = 0})/Zrn(2^21l) 

(точка типа 1С в обозначениях [15]). 
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5.6.3. Точка (Х,Р) имеет тип сА/т, т нечетно и 
(X,Р) ~ {уху2 + у2<рг + угЧ>г + Ы ~ УТ)<Рз = 0}/Zm(2, -2,1,0), 

где 
С={у2 = уз = у1-У? = 0}/Zm. 

5.6.4. т = 7, (X, Р) ~ (С3,0)/Z7(3, -3,1), где 
C-b-2/i-yf-o}/z7. 

5.6.5. т > 10, m = 1 mod 3 и 
(X,P)~(C3,0)/Zm(3,-3,l), 

где 
c = {yl- УГ3 = vl - y?+1 = o}/zm. 

5.6.6. т = 1 mod 3, точка (X, Р) имеет тип сА/т и 
(Х,Р)^ 

{хгх2 -х\ + (х2 - хзх^^3)^ + (хТ+1 ~ 4)<Рз + 
(х? - х\)щ + (х? - x?+1)ip5 = 0}/Zm(3, -3,1,0), 

где 
С = {Xlx2 -х\ = х2- хзХ^-4)/3 = х?+1 -х3

3 = 
= xT~xl = x3

n-x^+1=0}/Zm-
5.6.7. m > 10, m = 1 mod 3 и вблизи Р имеем 

(ХэС)~ (С3 Э {yl - у?-3 = у3 = 0»/——(3, -3,1). 
5.6.8. га = 1 mod 3, n » > 7 « 

(Х,Р)с* 

{У№ -У1+ УЗЩ + (У? - УА)Щ + 
(у? - уТ~г)ч>ь = 0 ) ^ ( 3 , -з, 1, о), 

С = {уху2 -у1 = уг = у?-у1 = у%-у*"-3 = 0}/Z-„. 
5.6.9. m = 1 mod 3, точка (X, Р) имеет тип сА/т и 

(X, Р) ~ {у1У2 + у2ср2 + у3<р3 + (j/f - y|)V4}/Zm(3, -3,1,0), 
где 

С={у2 = Уз = У?-у1 = 0}/Zm. 
Более того, в случаях 5.6.1, 5.6.4, 5.6.5, 5.6.6, 5.6.7, 5.6.8 и 5.6.9 
X не имеет других особых (горенштейновых) точек, а в случа­
ях 5.6.2, 5.6.3 X имеет не более одной горенштейновой особой 
точки. 

184 



ЛИТЕРАТУРА 
1. Данилов В. И. Бирациональная геометрия торических многооб­

разий// Изв. АН СССР. Сер. матем. — 1982. — 46, № 5. — 
С. 971-982 (РЖМат, 1983, 1А489) 

2. Исковатх В. А. К проблеме рациональности для расслоении на 
коники// Мат. сб. - 1991. - 182, № 1. — С. 114-121 (РЖМат , 
1991, 9А449) 

3. Исковатх В. А. О критерии рациональности для расслоении на 
коники// Мат. сб. — 1996. — 187, № 7. — С. 75-92 

4. Клеменс X , Коллар Я., Мори С. Многомерная комплексная гео­
метрия. — М: Мир, 1993 

5. Catanese F. Automorphisms of rational double points and moduli 
spaces of surfaces of general type/ / Compos. Math. — 1987. — 01, 
№ 1. — С 81-102 (РЖМат, 1987, 9A542) 

6. Catanese F., Fmnciosi M, Hulek K., Reid M. Embeddings of curves 
and surfaces// Prepr. alg-geom, 1986 

7. Cutkosky S. Elementary contractions of Gorenstein 3-folds// Math. 
Ann. — 1988. — 280. — С 521-525 

8. Ishii S. On Fano 3-folds with non-rational singularities and two-
dimensional base// Abh. Math. Semin. Univ. Hamburg. — 1994. — 
64. — С 249-277 n . , 

9. Kawamata Y. Crepant blowing-ups of 3-dimensional canonical 
singularities and its application to degenerations of surfaces// Arm. 
Math. — 1988. — 127. — C. 93-163 . 

10. Kawamata Y, Matsuda K., MatsuH K. Introduction to the minimal 
model program// In: Algebr. Geom., Sendai, June 24-29, 1985. — 
Tokyo, Amsterdam, 1987. — С 283-360 (Adv. Stud. Pure Math. 
Vol. 10) (РЖМат, 1988, 5A460) 

11. Kolldr J. Standard models of elliptic 3-folds// Prep. 
12. Kolldr J., Mori S. Classification of three-dimensional flips// J. Amer. 

Math. Soc. — 1992. — 5, № 3. — С 533-703 (РЖМат, 1994, 
2 A 4 3 8 ) л . . - / / I 

13. Kolldr J., Miyaoka Y.f Mori S. Rationally connected varieties// J. 
Algebr. Geom. — 1992. — h —-C. 429-448 

14. Mori S. On 3-dimensional terminal singularities// Nagoya Math. J. 
— 1985. — 98. — С 43-66 (РЖМат, 1986, 1A597) 

15. Mori S. Flip theorem and the existence of minimal models for 3-
folds// J. Amer. Math. Soc. — 1988. — I, № 1. — C. 117-253 
(РЖМат, 1988, 12A457) 

16. Prokhorov Yu. G. On extremal contractions from 3-folds to 
surfaces// Prepr./ Warwick 84, 1995 

17. Prokhorov Yu. G. On extremal contractions from 3-folds to surfaces: 
the case of one non-Gorenstein point / / Prepr. alg-geom/9605002 (to 
appear in Contemp. Math.: AMS). 

18. Reid M. Young person's guide to canonical singularities// In: Algebr. 
Geom.: Proc. Summer Res. Inst., Brunswick, Me, July 8-26, 1985. 
Pt . 1. — Providence, 1987. — С 345-414 (Proc. Symp. Pure Math. 
Vol. 46) (РЖМат, 1988, 9A556) 

185 


