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Построены разностные схемы высокой (до четвертого порядка) точности для численного 
решения уравнения переноса нейтронов и системы уравнений квазидиффузии (следствий 
уравнения переноса более низкой размерности), используемой для ускорения итераций по 
рассеянию. Эти разностные схемы построены на одних и тех же принципах компактной (в 
рамках одной ячейки) аппроксимации, что позволяет аккуратно учитывать контактные 
разрывы в среде. Четвертый порядок аппроксимации на минимальном двухточечном шаб-
лоне достигается расширением списка искомых величин и включением в него помимо уз-
ловых значений искомой функции дополнительных величин, в качестве которых может 
выступать либо интегральное среднее по ячейке, либо значение в полуцелом узле. Для свя-
зи этих величин используются квадратурные формулы Симпсона. Уравнения для дополни-
тельных величин строятся с помощью формул Эйлера–Маклорена. Проведены расчеты ря-
да тестовых одномерных задач, показана хорошая фактическая точность построенных раз-
ностных схем. Схемы естественным образом обобщаются на двумерный и трехмерный 
случай; высокая точность, монотонность, экономичность, компактность предлагаемых 
схем делают их весьма привлекательными для проведения инженерных расчетов (расчеты 
атомных реакторов и др.). 
 
Ключевые слова: уравнение переноса, бикомпактные разностные схемы, уравнения квази-
диффузии. 
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High order approximation schemes (up to fourth order) for numerical calculation of neutron 
transport equation coupled with a quasi–diffusion system of equations (so called a low order sys-
tem of transport equations), which is used for acceleration of iterations on scattering term, are 
constructed. These schemes are developed on the basis of the uniform principles of compact ap-
proximation (in the frame of single cell of a space mesh). That makes it possible to take into ac-
count contact discontinuities correctly. The fourth order approximation on minimal two point 
stencil is achieved by widening unknowns list. As additional unknowns are considered either the 
integral averaged values over the cell or a semi integer values. These values are connected by the 
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Simpson integration formula. An equation for determination of additional unknowns in a cell is 
constructed by implementation of Euler–Maclaurin formula. The calculation of a set of test prob-
lem has been carried out. The very good practical accuracy of suggested schemes has been re-
vealed. These schemes might be extended naturally on 2D and 3D geometries. The high accu-
racy, monotonicity, high efficiency, compact stencil of the schemes make theme very attractive 
for engineering calculations such as numerical simulation of nuclear reactors and others. 
 
Key words: linear transport equation, bicompact difference schemes, quasi–diffusion equations. 
 

1. Введение  

 Линейное интегро–дифференциальное уравнение переноса является основным 
уравнением для описания переноса излучения или незаряженных частиц. Левая часть 
уравнения соответствует производной по направлению полета частиц и поглощению, 
правая – содержит интеграл рассеяния. В силу структуры уравнения возникают две за-
дачи: хорошей аппроксимации дифференциального оператора в левой части уравнения, 
с одной стороны, и реализации какого–либо метода ускорения сходимости итерационно-
го процесса по интегралу рассеяния, с другой. 
 В последнее время был предложен новый класс бикомпактных схем для решения 
уравнения переноса или гиперболических систем уравнений [1–9]. Он основан на повы-
шении порядка аппроксимации до четвертого по пространственным переменным путем 
расширения списка переменных посредством введения помимо искомых узловых значе-
ний функции еще и интегральных средних, для нахождения которых строится также до-
полнительное разностное уравнение. Расширение списка переменных позволяет сохра-
нить компактную аппроксимацию в рамках одной ячейки, что исключительно удобно и 
физически оправданно при наличии контактных разрывов в среде. Для решения расши-
ренной системы уравнений может быть использован метод бегущего счета. 
 Классический метод итераций источника, в котором интеграл рассеяния вычисля-
ется по функции распределения предыдущего приближения, сходится крайне медленно. 
Одним из признанных методов ускорения сходимости итераций по интегралу рассеяния 
является метод квазидиффузии [10–12]. Суть метода квазидиффузии заключается в том, 
что помимо уравнения переноса решается система уравнений меньшей размерности. Эти 
уравнения получаются из уравнения переноса интегрированием по углам полета части-
цы с различными весовыми коэффициентами. В результате получается система уравне-
ний баланса частиц и уравнения для векторного потока. Замыкание полученной системы 
уравнений происходит посредством введения дробно–линейных функционалов от функ-
ции распределения, которые довольно слабо зависят от решения. В качестве таких 
функционалов выступают коэффициенты квазидиффузии и коэффициенты граничных 
условий. Оказывается, что интеграл рассеяния можно преобразовать к виду, в котором 
главная часть интеграла рассеяния вычисляется по решению уравнений меньшей раз-
мерности [10–13]. Взаимосвязь уравнения переноса и уравнений меньшей размерности 
приводит к итерационному методу по интегралу рассеяния, скорость сходимости кото-
рого выше линейной [12]. Такой метод ускорения итераций позволяет с вычислительной 
точки зрения выигрывать дважды: за счет сокращения числа итераций и за счет решения 
уравнений меньшей размерности как основной вычислительной процедуры. Заметим, 
что вывод уравнений квазидиффузии из уравнений переноса примерно соответствует 
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выводу уравнений газовой динамики из уравнения Больцмана, однако при совершенно 
другой процедуре замыкания. В данной работе предлагается бикомпактная аппроксима-
ция как уравнения переноса, так и уравнений квазидиффузии, построенная на одних и 
тех же принципах; фактически для уравнений квазидиффузии строятся кинетически–
согласованные разностные схемы [14–17]. 
 В разделе 2 на примере простейшего модельного уравнения построены бикомпакт-
ные схемы четвертого порядка точности для типичного при расчетах атомных реакторов 
случая кусочно–гладких коэффициентов уравнений. В известных нам работах разрабо-
таны разностные схемы лишь для случая кусочно–постоянной аппроксимации коэффи-
циентов поглощения и рассеяния. Проведено сравнение точности построенных схем. 
Эти схемы применяются в разделах 3 и 4 для аппроксимации стационарного уравнения 
переноса и уравнений квазидиффузии. На известной модельной задаче показана хорошая 
фактическая точность построенной схемы и эффективность итерационной процедуры. 

2. Бикомпактная схема для модельного уравнения с разрывными коэффициентами  

 Рассмотрим модельное уравнение  

 ( ) = ( )
du

x u Q x
dx

    (1) 

с граничным условием , где (0) = au u ( ) > 0x  и ( )Q x  – заданные функции. Приближен-

ное решение  уравнения (1) ищется на сетке . 1
=0{ }I

i iu  1
=0 0 1 1={ } ={0= < <...< = }I

I i i IG x x x x X


 Интегрируя (1) по i -й ячейке 1[ , ]i ix x   получаем точно:  

 1 ( ) = ,    = 0,i i i iu u u Q i    ,I  (2) 

где 1( ) = ( )
xi

i xi
dx   . В (2) в дополнение к  появляются новые неизвестные iu ( )iu . Для 

построения компактной разностной схемы, аппроксимирующей (1), необходимо выра-

зить ( )iu  через значения  и . В [1] предложено использовать для этого квадра-

турную формулу Эйлера–Маклорена, записанную для решений уравнения (1) (произ-
водные от подынтегральной функции вычисляются с помощью (1)):  

1iu  iu

 

21
1 , 1

2
1 1

= ( ) = 0.5 ( ) /12( ) =

   0.5 ( ) /12( ),     = 0, ,

xi
i i i i i x ixi

i i i i i i

u u x dx h u u h u u

h u u h i I


 

 

  

    

 ,x i

iu

 (3) 

где , . Связь 1=i ih x x  i =i i iQ  ( )iu  с iu  определим следующим образом:  

 1( ) = 0.5( ) ,    = 0, .i i iiu u    i I  (4) 

Равенства (4) аппроксимируют ( )u  с точностью , возможна также аппроксима-

ция второго порядка точности 

2( )O h

0.5( ) = iiu   iu

нейтронов. Квадратурные формулы Эйлера–Маклорена требуют вычисления в це-

, традиционно используемая при кусочно–

постоянной аппроксимации коэффициентов поглощения и рассеяния для задач переноса 
 (3)    
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лых узлах сетки, поэтому аппроксимация (4) предпочтительнее. Возможна также ап-

проксимация ( )u  четвертого порядка. Эта аппроксимация выводится с помощью квад-

ратурных фор Симпсона и требует вычисления мул   в целых и полуцелых узлах сетки 
(см. ниже). 
 Граничное условие записывается в виде 

  (5) 

Число уравнений в (2)–(5) 

0 = .au u

= 3 4N I   
му (назове

совпадает с ом неизвестных. Система (2)–(5) числ
определяет разностную схе м ее схемой "А"), совпадающую при = const  с 
бикомпактной схемой [1] в стационарном случае. Решения системы разностн е-
ний (2)–(5) легко выписать в явном виде. Исключая из этой системы неизвестные 

ых уравн

iu , 

( )u , получаем i

 1 = , =i i i iu A u F i  0, ,I  (6) 

е  

 ,      

гд
2= (1 0.5 /12) /i i i i i iA a h a h   i

2
1= ( /12( ) ) /i ia i i i iiF Q h Q Q    ,  

 ,       i
2

1= (1 0.5 /12)i i i i i ia h a h    1= 0.5( )i ia   

 то

. 

При уравнения (2) и (4), (5) выполняются чно на решениях (1), поэтому точ- = const  
 схемы "ность А" определяется точностью квадратурных формул (3). При достаточно 

гладкой функции ( )Q x  (при условии существования (4)( )Q x  на [0, ]X ) схема "А" явля-

ется схемой четвер  порядка. Несложная модифика емы озволяет постро-
ить бикомпактные схемы четвертого порядка для важного случая кусочно–гладких ( )Q x  

и ( )

того ция сх  "А" п

x  (этот случай является типичным в расчетах атомных реакторов). 

 ассмотрим две тестовые задачи: Р

  Задача 2  

 Результаты решения задачи 1 представлены на рис.1 и в табл.1. Расчеты проводят-
я с п

  Задача 1 

 = 2;    = 1,   = 100,   = 1,    [0,1),       = 100,    (1,2].aX u Q x x     = 1,Q

 

 = 1;    = 1;    ( ) = 10 1;    ( ) = 0.aX u x x Q x   

с омощью схемы "А". Шаг h выбирается так, чтобы один из узлов сетки di  попал в 

точку разрыва ( = 1dx ) функции ( )x . В ячейках, примыкающих слева и справа к точке 

разрыва, в уравнениях (2)–(4) ( 1= di i   и = di i ) используются различные значения 

функций ( )x  и ( )Q x . Например, )для (x :  

 d1
1 0 1 0

= ( ),    = 1;     = ( ), = .lim limi d i
x x

   x i i x i i
   

     (7) 
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В яются точно на решениях (1),  этом случае для любого уравнения (2) и (4), (5) выполн
и схема "А" так же, как в учае имеет четвертый порядок точности. При не-

ществен

 i  
 сл  = const  

удачном выборе сетки, когда узлы не попадают в точки разрыва и (или) невыполнении 
условий (7) точность схемы "А" су но понижается. 
 На грубой сетке ( = 4I ) качественное поведение приближенного решения правиль-
но описывает точное решение (см. рис.1). При всех I  приближенное решение монотон-
о дон  и после точки разрыва   и Q . При = 7I  порядок точности схемы достигает сво-

его теоретического предела (см. табл.1). 
 Рассмотрим случай ( )Q x  и ( ) cox nst  (задача 2). В этом случае уравнения (4) 

аппроксимируют 

 

( )iu  c точностью (O h2 )  и 

представле

схема "А" имеет второй порядок точности. 

езулР ьтаты расчетов по с "А" ны на рис.2 и в табл.1. При всех хеме I  при-
ближенное решен онотонно. Ско сходимости приближенного решения близка 
ко второй. На грубой сетке ( 5

ие м рость 
I  ) при x , близких к 1, приближенное решение о рица-

тельно. 
т

   
Рис.1. Решение задачи 1 при различном числе 

узлов: 1 – точное решение, 2 – I = 4, 
Рис.2. Решение задачи 2 при различном числе 

узлов: 1 – точное решение, 2 – I = 2, 

 

 И дество

3 – I = 8, 4 – I = 32, 5 – I = 64. 

з уравнения (1) следует тож

3 – I = 4, 4 – I = 16. 

2u u ( ) =u Q      . С помощью этого тож-

ества и квадратурной формулы Эйлера–Маклорена получаем д

 2
1 1 1( ) = 0.5 ( ) /12( ), = 0, ,i i i i i i i iiu h u u h i I          (8) 

е iu . 

 Система разностных уравнений (2),(8) относительно неизвестных и

гд  2=i i i i i iQ u     

 iu   ( )iu  опре-

ет бикомпактную схему (схему "Б") для решения задачи (1). При достаточной глад-
ости
деля
к    и Q  эта схема имеет четвертый порядок точности. 
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 Уравнение (1) можно переписать также в виде 

 ( ) = ( ),
d

Dv v Q x
dx

  (9) 

е Длягд  уравнения (9) легко построить бикомпактную схему четвертого  =v u

дка ап

, =1/D  . 

поря проксимации относительно переменных = ( ) |i xi
Dv

dx
 , iv , 

d
iv , ( )iDv , 0.5iv  :  

 = ,i i iv Q   ) (10

 1 1 = ,i i i iv v Q  (11) i iD v D  

2
1 1) /12( )i i i i i i iD v h Q Q v v     , (12)  1 1( ) = 0.5 (i i iiDv h D v  

 1 1 0.5 0.5( ) = / 6( 4i i i i i i iiDv h D v D v D v     ) , (13) 

 1 0( ) = / 6( 4 )i i i iiv h v v v   .5 , (14) 

 (15) 

е

 0 0= ,av u

гд 0.5)i , 0.5 1=0.5( )i i i 0.5= (iD D x x x x   , =0,i I . Уравнения (13),(14) получаются при-

менением квадратурных  для вычисления формул Симпсона  ( )iDv  и ( )i

глад сх В") имеет четвертый порядок точности. 
 Результаты расчетов по схемам "Б" и "В" представлены бл.1. ри I > 4 порядок 
сходимости схем близок к 4. Точность схемы "В" несколько выше. 

v . При достаточно 

ких Q и σ разностная схема (10)–(15) ( ема "
 в та П

ка) для задач 1 и 2. 

n Задач
 Схем ема “В” 

Таблица 1. Ошибка схем в норме C (левая колонка для каждой схемы) и эффек-
тивный порядок сходимости схемы (правая колон
Число точек сетки определяется значением I=2n .  

а 1.  
а “А” 

Задача 2. 
 Схема “А” 

Задача 2.  
Схема “Б” 

Задача 2.  
 Сх

1    1.1–1  1.1 –2  1.3–2  
2  2.78 50  3.1–2 1.8 1.6–3 8.5–4 3.9 
3 39 .48 .1 .03 .05 0 7.4–3 2 9.8–5 4 5.1–5 4
4 25 0.81  1.8–3 2.0 6.1 –6 4.01 3.4–6 3.91
5 10 1.46 4.6–4 2.0 3.8 –7 4.0 2.1–7 4.01 
6 1.9 2.41 1.2–4 2.0 2.4–8 3.98 1.3–8 4.01 
7 0.2 3.35 2.9–5 2.0     
8 1.3–2 3.99 5.6–6 2.0     
9 7.5–4 4.11       
10 4.7–5 4.0       
11 2.9–6 4.0       
12 1.8–7 4.0       
13 1.6–8 4.03       
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 Отметим, е рассмотренн е схемы могут быть записаны в  (6) (коэф-
 

 схема для уравнения переноса в плоском слое  

а первого порядка 

(16) 

е  – функция р

что вс  три ы  виде
фициенты Ai и i определяются схемой) и, следовательно, приближенные решения могут
быть найдены методом бегущего счета. В схеме "Б" в систему разностных уравнений 
входит функция i , а в схеме "В" – функция 0.5iD  . В случае когда σ не задано аналити-

чески и определяется в процессе расчета (например, по концентрациям компонентов ак-
тивной зоны реактора), 0.5iD   может быть вычислена более точно и схема "В" предпоч-

тительнее. Схему "Б" можно использовать при σ ≥ 0, тогда как схему "В" только при по-
ложительных σ.  

3. Бикомпактная

F

 Кинетическое интегро–дифференциальное уравнение перенос
для плоской геометрии с интегралом изотропного рассеяния записывается в виде 

 ( ) = ( , ),t
xu x u Q x     

гд аспределения нейтронов в фазовом пространстве, [0, ] = ( , )u u x x X , 
[ 1,1]    косинус угла между направлением полета нейтронов иопределяет  осью x , 

инте ассеяния и источник в правой части 

  1
( , ) = 0.5 ( ) ( , )sQ x x ud F x     ,  

грал р

s , где  – полное сечение, 

1

=t a     t a  – сечение поглощения, s  – сечения рассея-

ния. Правая часть  (16) включает в себ нтеграл рассеяния 
1

0.5 в я и
1

( )s x ud


   и внешний 

источник нейтронов ( , )F x . Граничные условия записываютс

 0( > 0,0) = ( ( < 0, ) = ( ).Xu u X u     

я в виде 

), u (17) 

пределим сетку по координате :  

  ,    где    

О  

 = 0.5 0.5cos( / )m M    ,     m = 0.5 0.5cos( / )m m M   = 0,m M . 

Д ой ля аппроксимации по переменн x  используется схема "А" ел 2) на сетке :   (см. разд  IG

 , 1( ) = ,    = 0, ,    = 0, ,tu u u Q m M i I         (18) m m i mi i mi mi

, 1( ) = ,    = 1, ,    = 0, ,t
m m i mi i mi miu u u Q m M i    

    I  (19)  

 2
, 1 , 1= 0.5 ( ) /12( ),   = 0, ,   = 0, ,mi i mi m i i m i miu h u u h m M i    
     I  (20) 

 2
, 1 , 1= 0.5 ( ) /12( ),   = 1, ,   = 0, ,mi i mi m i i m i miu h u u h m M i    
     I  (21) 

где =0= 0.5 0.5Ms
mi i m mi mimQ c u F mc    ,  – коэффициенты квадратурной формулы, имею-
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щие , равный  алгебраический порядок точности M , = t
mi mi i miQ u     . Значения сечений 

i  выбирается постоянными в пределах i -й ячейки. вия (17) аппрокси-

руются следующим образом:  

 

Граничные усло

ми

,0 0 , 1= ( ),    = 0, ;    u u m M  =I ( = 0, 1.m m mu u m M 
    (22) 

обходимо также добавить условия непрерывности приближен

),    X

Н ного решения при = 0  е

, 0, 0 ,   

) в

,= ,   = 0, 1;   = , = 0,M i i iM i

личество уравнений (  сис

.

те

u u i I u u i I    (23) 

К ме (18)–(23) совпадает с числом неиз-о 2( 1)(2 3)M I 

вестных iu , iu  . Схема верифицировалась на тестовой задаче (Задаче 3) из [18] и [19]. В 

этой зада решается уравнение (16) с граничными условиями 0 = 0.5, = 0.Xu u  Расчет-

ную область можно разбить на 5 слоев, в каждом из которых ко авнения 
(16) не зависят от 

че 

эффициенты ур
x : 

 Задача 3. 

 Слой 1. x (0,2) , ( ) = 50t x , ( ) 0s x =

=

=

= 0

= 0

щейся

, = 50( )F x

)x

( )F x

( )F x

( )F x

. 

. 

проводились на с щаю  границам слоев сетке. Для коэффициен-
 ур

 Слой 2. ,  F(2,3)x ( ) = 5t x , ( ) 0s x , ( = 0

 Слой 3. , , , . (3,5)x ( ) = 0t x ( ) 0s x = 0

 Слой 4. , , , . (5,6)x ( ) = 1t x ( ) .9s x = 1

 Слой 5. , , , .  (6,8)x ( ) = 1t x ( ) .9s x = 0

 Расчеты гу  к
тов авнения (16) на границе слоев использовались условия (7). Схема "А" в этом слу-
чае имеет четвертый порядок точности. Линейная система алгебраических уравнений 
решалась методом Гаусса с помощью стандартных программ. 
 Результаты расчетов на различных сетках приводятся на рис.3. Во всех расчетах 
дискретизация по   одинакова, = 4M . В первом слое = 16I , в остальных слоях =I N , 

где N  варьировалось от 2 до 20 млемая точность игается уже при > 8N .  
грубой сетке = 2N  наблюдается правильное качественное поведение приближенного 
решения (участки монотонности, границы изменения решения), однако при 2.5x   при-
ближенное решение отрицательно. 
 Прямой метод решения интегро–дифференциального уравнения перен озмо-
жен в одномерном случае, но стано

. Прие  дост На

оса в
вится неоправданно трудным в многомерной геомет-

рии. В этом случае применяется метод итерации источника, в котором правая часть 
уравнения переноса считается известной и вычисляется по предыдущей итерации. На 
каждой итерации интегро–дифференциальное уравнение заменяется дифференциальным 
уравнением (16) с заданной правой частью ( , )Q x  (значение интеграла рассеяния 

1

1
( ) = 0.5 ( )sI x x ud


   вычисляется по ( , )u x  с ущей итерации). На каждой ите-

стных уравнений бом m  могут быть записаны в виде (6) и 

 пре

демонстриру

дыд

рации системы разно при лю
решены методом бегущего счета. Рис.4 ет скорость сходимости итераций 
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для приближенного решения задачи 3 (расчеты про одятся при = 20N , на первой ите-
рации берется ( , ) = 0.5 ( , ) )Q x F x  . На рис.4 приводится зависимость ln( )

в

sA , где sA  от-

клонение (в норме C) приближенного решения ( )s
miu  (на s -й итерации) от решения (100)

iu . 

По наклону кривой можно оценить приближен  зависимость = ( )

m

ную 0.256s
sA O e . -

димость неприемлемо медленная – сходимость итераций с точностью 12

при 100 итерациях. 
 



 

Схо

 10 достигается 

   
Рис.3. Решение  сеток: 

1 – «точное N=4, 
  
3 в норме C 

 

 Одним  ускорения  
вазидиффузии  от  

 задачи 3 при сгущении
» решение, 2 – N=2, 3 – 

из эффективных методов
. Этот метод отличается

Рис.4.

 с
метода

Сходимость
 

итераций 
при числе 

ника

решения
пр

 бол

 
остранствен

ее 

зада

точным

чи 
-

4 – N = 8, 5 – N = 10. ных узлов N= 20 в зависимости от чис-
ла итераций. 1 – метод итераций по ис-
точнику, прямая 2 – 0.256 x, 3 – метод 
квазидиффузии. 

ходимости итераций является метод
 итерации источк

способом вычисления интеграла рассеяния: в методе итерации источника ( )I x  вычисля-

ется по приближенному решению с предыдущей итерации, тогда как в методе квази-
диффузии ( )I x  вычисляется из вспомогательной системы уравнений (уравнений квази-

диффузии) меньшей размерности (коэффициенты уравнений не зависят от угловой пе-
ременной Коэффициенты уравнений квазидиффузии вычисляются по значениям 

( , )u x c предыдущей итерации. Уравнения строятся таким образом, чтобы эти коэффи-

циенты слабо зависели от решения уравнения (16). За счет этого достигается высокая 
ть вычисления ( )

 ). 

точнос I x  и существенное (на порядок и больше) ускорение сходимости 

итераций по сравнению с методом итерации по источнику. 
 Для построения у нений квазидиффузии для уравнения (16) в качестве неизвест-

ной функции удобно использовать скалярный поток нейтро

рав

нов 
1

( ) =
1

x ud


  , отличаю-

щийся от ( )I x  множителем. Первое из уравнений (уравнение баланса частиц) получает-
ся интегрированием (16) по   на отрезке [ 1,1] , второе (уравнен  частиц) – ие для потока



60  Е.Н. Аристова, М.И. Стойнов 

интегрированием на этом же отрезке уравнения (16), умноженного на  . В результате 
получаем следующую систему ОДУ (см.[1

 

0]): 

= ,
dw

A
dx

    (24) 

 
( )

= 0,
d D

Bw
dx


  (25) 

 – потокгде  нейтронов,  
1

1
( )=w x ud


  = ( ) ( )t sA x x  , = ( )tB x , 

1 2 / ( )D x ud x    
1

( )


=

– коэ зидиффузии, ( ) =ффициент ква x
1

1
0.5 ( , )F x d


  . 

 Проинтегрируем уравнения (17) по   на отрезках и [0,1]   [ 1,0] . результате по-

еременн

В 

ых   лучаем граничные условия для п и :  

(26) 

 w

 0 0
0(0) = ( (0) ) ,w C w     

( ) = ( ( ) ) ,X X
Xw X C X w    (27) 

е , гд
1

/d ud  , 
10

00
= u d 

0 0
0 1 1

= /C ud u
 
    d

1

0 0
=XC u   , 

0

1
=X

Xu d


  , 
10

00
=w u d  , 

0

1
= Xu d


Xw    – константы, вычисляемые по ви -

что функции ( )D x  и константы 0C , 

заданным граничным усло ям для урав

нения переноса. 
 Отметим, XC  можно рассматривать как дроб-

но–линейные функционалы,  определяются произвольных нкциях ( , )u xкоторые  на фу . 

сли

 обра
оследо

Е  ( , )u x  близки к решен уравнения пер ос 16), то решения уравнений (24), 

(25) позволяют с хорошей точностью вычислить интеграл рассеяния в (16). Таким -
зом, п вательное решения уравнений квазидиффузии и уравнения переноса (с ин-
тегралом рассеяния, который вычисляется из уравнений квазидиффузии) приводит к бы-
стро сходящейся итерационной процедуре решения уравнения переноса. 
 Для решения уравнений (24), (25) может быть использована бикомпактная схема. 

4. Бикомпактная схема для уравнений квазидиффузии  

иям ен а (

 Введем новую переменную ( )v x = D  и обозначим /A A D . В новых перемен-
ных (24), (25) перепишется в виде 

 =
dw

Av  , 
dx

(28) 

= 0
dv

Bw
dx

 . (29) 

икомпактная сх

ся в виде 

Б ема (схема "А" из раздела 2) для этой системы на сетке IG  записывает-



Бикомпактная схема для решения стационарного уравнения ... 61 

 1 10.5( ) =i i i i i iw w A A v      (30) 

 1 10.5( ) = 0,i i i i iv v B B w     (31) 

 2
1 1 1 1 ),i i i i i iA v A v       (32) = 0.5 ( ) /12(i i i i iw h w w h  

 2
1 1 1= 0.5 ( ) /12( ),i i i i i i i iv h v v h B w B w      i  (33) 

 0
0 0 0 1 1

ˆ ˆˆ ˆ= ( );      = ( ),X
I X Iw C v w C v     (34) 

где = 0,i I . Число уравнений 4(I+1)+2 равно числу неизвестных 2(I+2)+2(I+1). 
Схема (30)–(34) – в общем случае имеет второй порядок точности, а при кусо чно–

постоянных коэффициентах   и t s  ( = constD )  имеет 4 порядок точности. 
 Исключая неизвестные iv  и iw  из уравнения (30)–(34), получаем систему уравне-

ний относительно iv  и iw  ( = 0,i I ): 

1 , (35) 

2

c граничными условиями (34). 

 1 2 1
1 1 =i i i i iA v A v B w F    2

i i i iB w

  (36) 1 2 1 2
1 1 =i i i i i i i i iC v C v D w D w F   

 
Рис.5. Сходимость решения задачи 3 методом квазидиффузии для пространствен-

ного профиля. 1 – «точное» решение; 2 – на первой итерации s=1; 3 – на 
второй итерации s = 2; 4 – на десятой итерации s = 10. 

 

 Систем х 
матричных у

у (35), (36) можно привести к каноническому виду системы двухточечны
равнений [20]:  
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 
1 1 = , = 0, ,ii i i iP V Q V F i I    (37) 

гд iQ  –матрицы 2 2е , P  и  = i
i

i

v
V

w

 
 
 


1

2
= i

i

i

F
F

F

 
 
 
 

, i  , например, 1 1 1
= i i

iP  
 

. Система 
1 1

i i

A B

C D

 

 
(37) эффективно решается методом матричной прогонки. 

Результаты решения уравнений зии совместно c уравнен
а рис.4, а по пространственно-
 проводились для тестовой за-

ачи 

   квазидиффу  (30)–(34) ием 
переноса (18)–(23) по сходимости итераций приводятся н
му распределению плотности нейтронов на рис.5. Расчеты
д 3, для =20N . На первой итерации решается уравнение (30)–(34) для =1/3,D  0 =C  

= 1/2,  = 1 / 2XC . Система (35), (36) решается методом матричной прогонки. Для дос-

тижения при ой точности достаточно трех–четырех итераций (см. рис.5).  
сходимости  при использовании метода квазидиффузии повышается больше 

п м. рис.4) по сравнению с методом итерации по интегралу рассеяния. 

Величина погрешности 1.9= ( )

емлем
 итераций
ядок (с

Скорость

чем на ор
s

sA O e . 
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