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О ЛОКАЛЬНЫХ ПРЕДЕЛЬНЫХ ТЕОРЕхМАХ 
ДЛЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ УМЕРЕННЫХ УКЛОНЕНИЙ 

Н. Н. Амосова 

1. Пусть Х1? Х2, . . . — последовательность незави­
симых случайных величин, имеющих одинаковое решет­
чатое распределение с общей функцией распределения 
F (х), математическим ожиданием ЕХг = 0 и конечной 
дисперсией DX1 = а2 ^> 0. Пусть Хг принимает только 
значения вида а + kh (к = 0, ± 1 , ± 2 , ...), где а — неко­
торое действительное число, h — шаг распределения. 

Введем следующие обозначения: 

S n = 2 L i * b Pn(k) = P(Sn = na + kh), па + kh 

Целью настоящей работы является получение условий, 
необходимых и достаточных для выполнения соотношения 

^Epn(A) = y^-e^/»(l + o(l)) (1) 

равномерно относительно х в области 0 <^ х <^ с jAog га, 
где с — некоторая положительная постоянная. Здесь 
и далее предельные переходы совершаются при п ->- оо, 
если не оговорено противное. 

Некоторые односторонние локальные предельные тео­
ремы для вероятностей умеренных уклонений были по­
лучены в [1]. Ряд двусторонних локальных предельных тео­
рем содержится в работах [2] — [4] и др. 

Сформулируем основные результаты. 
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ТЕОРЕМА 1. Для выполнения соотношения (1) равно-
мерно относительно х в области 0 ^ х <^ с ] / log n не­
обходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия 

1) Р (Хг > у) = о (VhTy/y) c2+2, у-+ оо;: 
2) log Л Z 2 dF(z ) -*0 , 2/~>oo; 
3) шаг распределения h максимален. 
Применяя теорему 1 к последовательности — Xlf 

—Х2, . . ., можно указать условия необходимые и доста­
точные для выполнения соотношения (1) равномерно отно­
сительно х в области — су log тг ̂  х ^ 0. 

Кроме того, теорема 1 позволяет указать условия, не­
обходимые и достаточные для выполнения соотношения 
(1) в области | х | <^ с ]Aog п. При этом мы можем не 
предполагать априори конечность второго момента вели­
чины Хъ так как, если выполнено (1) в области | х \ = 
= с }Aog n при некотором постоянном а ^> 0, то распре­
деление F (х) принадлежит области нормального притя­
жения нормального закона, откуда вытекает конечность 
ЕХ\. Из (1) также следует, что ЕХг = 0 и DX± = a2. 

Приведем двусторонний аналог теоремы 1. 
ТЕОРЕМА 2. Пусть о — некоторая положительная 

постоянная. Для выполнения соотношения (1) равномерно 
относительно х в области \ х | <^ с }flog n необходимо 
и достаточно, чтобы выполнялись условия 

1) Р ( | Хг | > у) = о {УъГу1уУ+\ у -> °о; 
2) шаг распределения h максимален] 
3) ЕХХ = 0, DXX = a2. 
Заметим, что из условия 1) теоремы 2 следует, что 

Е | Х± \q <; оо для некоторого q, 2 <^ q <[ с2 + 2, а зна­
чит, выполнено условие 2) теоремы 1. 

2. Доказательство теоремы 1. Будем далее через е и С 
обозначать соответственно малые и большие положитель­
ные постоянные. Иногда постоянные е и С будут снабжать­
ся индексами. 

ЛЕММА 1. Если выполнено соотношение (I) равномерно 
относительно х в области 0 <^ х <^ с jAog /г, то выпол­
нено условие 3) и условие 

?{Х1>у)=0 (]/1^/уГ^, у -> оо. (2) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость условия 

3) теоремы 1 очевидна, ибо, если шаг h не максимален, то 
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максимален шаг hx ^> h и, значит, Рп (к0) = О для неко­
торых к0, что противоречит (1). 

Введем теперь события 

Aj = {со ]/^]ogrc— 2а Yn <^ %з <С са Vn l°g n'—<*Уп}у 

Из соотношения (1) следует, что „ 
Р (со "|/"w log п — 2а Yn <С Sn << ест ]/~тг log n) = 

= О (n'^lYlogn). (3) 
С другой стороны, 

Р(соУ~пlogп — 2 а Y n ^ $ п < ^ с а Vnl°gn) > 
>Р(и"=в1(^П^))>Р(и^1(ПЙШТёГ)П(^П^)))= 

= s u р (п •:* (̂ 7пЖ) п (А} п ̂ -)) > 
> S"=1 Р (П G ^ П (^ П в,)) > 2"=1 (Р (^ П *>) -

-p(uS(^n^)))>s;=1p(^)(P№)-(/-i)P(^))> 
>CraP(ili). (4) 

Из (4) и (3) следует, что 
Jn = Р (соУ^п log n — 2а "Ĵ n <^ Хх <^ са "|/"n log п — а Yn) — 

= О ( Л _ тг^) /» ) . 
\ / l o g n / 

Выберем последовательность целых чисел {щ}, удовлет­
воряющую условию е'£2/3 <; щ •< е<*+1>2/\ Тогда 

dF(г/) < S Jn„< 
со Vnlogn-2o Vn пк>п 

Выбирая со У n\ogn — 2o Vn^ У<,с^У~(п +1) 1°? (Л +1) — 
получим (2). Лемма 1 доказана. 

Заметим далее, что в области 0 <; х <J p (п), где 
р (п) ->оо достаточно медленно, соотношение (1) является 
следствием локальной предельной теоремы для решетча­
тых распределений (см., например, [5]), 
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Пусть 9 ]> 0. Положим 

V (у\ = / F fa)» е с л и У <ап = Vnlx-а{У) 1 F(an), если у > ап, 

V,,a (У) = V*a
(l) (у), 

(pn(^)=^_^XY>(Q-y^-y\dVa,(y), (5) 

" ^ ^ ^ W i i o o ^ e x p( 0 yry) d F «^)' (6) 
°1 (0) = ФЛеГ S"» у2 ехр (9 У Г у ) d F a { у ) - {,Пп (6))2, (7) 

Символ * означает операцию свертки. 
Введем теперь вспомогательную последовательность 

серий независимых одинаково распределенных в каждой 
серии случайных величин Unl1 . . ., Unn с функцией рас­
пределения 

Fn {y'0)=*?жГ. exp (еут jUVa (z)- (8) 

В силу введенных обозначений EUnl = mn(Q), DUnl = 
= o*n (9)- Тогда, учитывая (8), получаем 
P{Unl = a + kh) = 

= -J^exj>(Q-^(a + kh)yVa(a + (k+l)h)-
-7а(а + Щ) 

Рп (Л) = Р (Unl + ... + Unn = na + Mi) = 
0 —-==• (na+lth) 

= e ^ ( 7 n i e ( n e + ( A + l ) f c ) -
- Г » , « ( л « + *Л))/(Ф„(е))п- (9) 

Положим 

mn=\ ydF(y), o« = \ y2dF(j/), 

6„(в) = _i^"„> eip (e ̂  ») dK„(j/) + 

436 



и заметим, что из условия 2) теоремы 1 следует, что 

logn[ y*dF(y)^0 (10) 
Jlvl>ffn(e) 

для любого 8 > 0, где Кп(г) = ъ^п!(log га)3/2. Справед­
ливо следующее разложение для еа: 

еа = 1 + а + JgL. + . . . + J L . + R k+1, 

где а*+1/(& + 1)! < Щ+г < еаак^/(к + 1)!, если а > 0, 
| Rk+1 | < (1 — еа) | а |%!, если а < 0. Тогда из (5) — 
(7) получаем 

9n(e) = i + e ^ . m „ + i!-7-a* + irz?1T-*»(8)' (11) 

т и (0) Фп (6) = mn + Э -$=• <£ + 4 - Я* - ^ бп (6), (12) 

(ог« (9) + ml (9)) Фп (9) = a2
n + 9£>3Sn (в). (13) 

Здесь Z>!, D2 и D3 — некоторые ограниченные величины. 
ЛЕММА 2. Пусть выполнены условия 2) и 3) теоремы 

1 гг условие (2). Тогда 

-^^(Vn,a(na + (k + l)h)-Vn:a(na + kh)) = 

= ^ = - e - * V 2 ( l + o(l)), р ( и ) < ; г < с / 1 ^ . (14) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что из условий 
(2) и 3) следует, что равномерно относительно к 

2^?п(А) = т^в--'/. + 0(1)> (15) 

где #п = (па ~\- kh — nmn (9))/(an(9) Yn)- Тогда, подстав­
ляя в (15) выражение для Рп(к) из (9) имеем 

h (Vn,a(na + (к + i)h) — Vnta(na + Щ) = 
- в * (na+Kh) г А - 2 / r t ч 

(Фг1(е))пе V-» ^ _ 1 ^ е - * » / 2 + о(1)). (16) 
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Покажем теперь, что 
хЧп (0) = о (1). (17) 

Имеем 

хЧп (0) = - ^ L Jo
 П V exp ( e ^ L - у) dF (у) + 

+ х* $_ J*8 У2 ( l - exp (в у ^ 2/)) ̂  (г/) + 

= Bi(w) + е2(гс) + е3(и). 
В силу (2) 

Г -r-з Г* V n / я 

е 1 ( я ) < - З Ц I/3d (̂j/) = 
У д Jo 

= --^L[y*(l-F(y)) - з \ j / 2 ( i - ^ (</))%)< 

< с (logn)^ (lognp _ , / 1 V 
< С г I „*/» + " Т Г - / _ 0 ( 1 ) ' 

ез (») < C^ 2
 1 / -" 1 Л Г

ч 8 / , Г „ „, У2 ̂  (У) < C4e; У /г (logn)d/i J—Kn(e) 

и в силу условия (10) 
е а ( / г ) < : Л уЫР(у) = о(1). 

•>\у\Жп(г) 
Положим 0 = 1/а. Из (И)—(13) получаем, учитывая (17), 

Фгг (6) = 1 + О (х2/п), тп(в) = О {xlYn), 
стп(в) = а (1 + о(1/*2)), (18) 

—9 —--==r (na+kh) 
(<p„(0))ne Vn =exp(nlogq>„(e) —6л:«а) = 

= exp (n log U + Q-JLrmnJr^lLol + 

+ | [ - 1 » ! ^ «» (6) ) - 0 x 2 o ) = e-*»/« ( l + o ( l ) ) , (19) 
гса + /сД — nm (0) хв + Упт (6) 

* - . . w ^- = i m ' " . - ' " ) • <20> 
Подставляя (18) — (20) в (16), получим (14). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о достаточности условий 1) — 
3) теоремы 1. 

ЛЕММА 3. Пусть выполнены условия 1) — 3). Тогда 
справедливо (1) равномерно относительно х в области 
р (п) < # < с ]/"log п. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим функцию Ga(x) 
равенством 

F(x) = Va(x) +G*(z). 
Тогда 

Fn (х) = F-W (x) = £ j = o ^ _ VT-'KG'V (x). 

Значит, 

Pn (A) = F n (иа + (A + l)fc) — Fn(na + kh) = 
= Vn> a (na + (k + l)h) — Vnia(na + kh) + 

— TVs, а (па + kh — y)) dGs, а (у) + 
Gn,« И + (к + l)h)-Gn,a(na + kh), (21) 

где Gs,a(y) = G*(s) (у). В силу условия (2) 

Gs,a (sYnlx) = О ((log n/Vny^+V), s = 1, 2, ... (22) 

Отсюда для та ^> 1 + с -2 имеем 

£ 1 1 «i ( » - »)i S (tVs-a («g+(fe+1) fc - y) -
— V'n-e, a (rea + Arfe — г/)) d<?s>«(г/) + G„, a («a + (k + 1) fe) — 

— G„, a (na + kh) = О (Y " и" (log гс/}Лг )s<c2+«\ = 

= О ((log rc)m(c2+2> /nmc«/2) _ о l-j=r e~x2/A i 

p H < K c / l ^ , (23) 

Так как последовательность Хъ Х2, ... удовлетворяет 
локальной предельной теореме для решетчатых распре­
делений, то из (21) равномерно относительно к имеем 

Vn,a(na + (к + 1) К) - Vn,a(na + kh) = О ( 1 / / л ) , 
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значит, 
i га—1 

2 J S = 2 *\(n-8)\ )(Vn-s,*(na + (k+l)h-y)-
— Vn-8t a(na + kh—y)) dGSt a (у) = 

Y - . га—1 л 
= 0 \ тг8 _ (log / г / /д )«<«•«>) = 

= О ((log п)*(*+Я/пс*+1!*) = О (1/]Лг е-х2/2)? 

р ( я ) < # < с ]/log и. (24) 

И, наконец, учитывая 1) и (14), получим 

л Г (^м,а(/га + (Л + 1)Л —») — 

- F^ l t«(па + kh — y))dF (у) = 
хо Vn(i-e) 

(V^lta(na + (k+l)h — y) — 
Vn/'x 
- Vn^a(na + kh — y)) dF (y) + 

(Vn^a(na + (k + l)h — y) — 
xa V"n(i-e) 
- Vn.h a (na + kh- y)) dF (y) < 

< d Y~n e-^2t2/2(logn\Y~ny+* + о {Vn (x'1 /Iog7^) c 2 + 2) = 
= о(-1=-e^A , p ( / г )<*<с / iog /г . (25) 

Подставляя (14), (23) — (25) в (21), получаем (1). Лемма 3 
доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о необходимости условий 
2) — 3) теоремы 1. 

ЛЕММА 4. Если выполнено соотношение (1) в области 
р (п) <; х <^ (cl—[e) j / log /г, тгго выполнено условие 2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о этой леммы можно найти 
в [1]. 

ЛЕММА 5. Если выполнено соотношение (1) в области 
Р (п) ^ х ^ с у log n, то выполнено условие 1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если выполнено (1), то 
выполнены условия (2), 2) и 3), а тогда справедливы 
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(22) — (24) и (14). Таким образом, из (21) и 1) получаем 

п \°° ( 7 M | a ( n a + ( k + l)h — y) — 

- 7 M t а (па + kh - у) &Ga (у) = о (~у= е - 2 /^ . (26) 

Введем случайные величины Т1 и Zx с функциями распре­
деления Ga(y)/(l — F (ап)) и Va(y)/F (ап) соответствен­
но. Тогда (26) можно переписать в виде 

Р(Тг + Z2 + . . . + Zn = na + Ш) = о{-^*г"1^ , 

Р ( л ) < ж < с / b g ^ (27) 
Из (27) 
P(cayiTiogw — 2 a y r w < 7 ' i + Z a + . . . + Z n < 

< с о |/"д log п) = о ( * п-(с2+мА . (28) 
V У log п ] 

С другой стороны, 
Р {соУп log п — 2а УН < Тх + Z2 + . . . + Zn < 

< са }/7i log Л) > Р (со j/7i log п — 2а j/Hrc < Тг < 
< c a / w l o g г г — a]/"rc)P(0<Z2 + . . . + Z n < a / w ) > 

> СР (са ]Лг log п — 2а /тг < Т± < са / n l o g / г — а /7г). 

Отсюда и из (28) 
Р (са Yn log п — 2a ]/"п ^Хх<^са Yn log тг — а У и) = 

1 . П-(сЧ2)/2\ # 

И действуя далее как при доказательстве леммы 1, полу­
чим 1). 

Теорема 1 доказана. 
Ленинградский политехнический Поступило 
институт 16.III.1978 
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