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Àííîòàöèÿ. Èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ñâîéñòâàõ òåõíîëîãè÷åñêîãî ìíîæåñòâà â äè-
íàìè÷åñêèõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîäåëÿõ. Èññëåäóåìûå ìîäåëè ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ êàê ëèíåéíûå äèíàìè÷åñêèå óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû, â êîòîðûõ óïðàâëåíèåì
ñëóæèò ôóíêöèÿ íåïðîèçâîäñòâåííîãî ïîòðåáëåíèÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â
âûïóêëîì çàìêíóòîì êîíå÷íîïîðîæäåííîì êîíóñå.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíûå óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû; ìîäåëü Ëåîíòüåâà; ìíîæåñòâî
äîñòèæèìîñòè; òåõíîëîãè÷åñêîå ìíîæåñòâî

Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ îòêðûòûå äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà ëåîí-
òüåâñêîãî òèïà. Â òàêèõ ìîäåëÿõ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì ïðîäóêöèÿ, âûïóñêàåìàÿ ñ ïðè-
ìåíåíèåì ýêîíîìè÷åñêèõ ôàêòîðîâ, ñàìà èñïîëüçóåòñÿ êàê ôàêòîð ïðîèçâîäñòâà äðó-
ãèõ âèäîâ ïðîäóêöèè. Êðîìå òîãî, ÷àñòü âàëîâîãî âûïóñêà èäåò íà íåïðîèçâîäñòâåí-
íîå ïîòðåáëåíèå. Â èññëåäóåìûõ ìîäåëÿõ âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ çàìêíóòîñòè òåõ-
íîëîãè÷åñêîãî ìíîæåñòâà, îïèñûâàþùåãî ïðîèçâîäñòâåííûé ïðîöåññ. Â äàííîé ðàáîòå
ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ çàìêíóòîñòè òåõíîëîãè÷åñêîãî ìíîæåñòâà â èññëåäóå-
ìûõ ìîäåëÿõ. Îíè ïðèìåíÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðè èññëåäîâàíèè ìîäåëåé òèïà ¾ñïðîñ-
ïðåäëîæåíèå¿ (ñì., íàïðèìåð, [1, 2]), â êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðåäëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè ïðèáûëè íà òåõíîëîãè÷åñêîì ìíîæåñòâå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò • 17-11-01168).
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Ðàññìîòðèì îòêðûòóþ äèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü Â.Â. Ëåîíòüåâà, à èìåííî

x = Ax + B _x + u; t 2 [0; T]; (1)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
x(0) = 0 : (2)

Çäåñü x = ( x1; x2; : : : ; xn )� 2 Rn è u = ( u1; u2; : : : ; un )� 2 Rn
+ � âåêòîð âàëîâûõ

âûïóñêîâ îòðàñëåé è âåêòîð íåïðîèçâîäñòâåííîãî ïîòðåáëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Çíàê
"*" çäåñü è äàëåå îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå. Â èññëåäóåìîé ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ
âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Õàóêèíñà�Ñàéìîíà (ñì. [3]), à èìåííî, ìàòðèöà ïðÿìûõ çàòðàò
A = ( aij ); i; j = 1; n ÿâëÿåòñÿ ïðîäóêòèâíîé: aij � 0; i; j = 1; n ; 8v 2 Rn

+ 9w 2 Rn
+ :

w = Aw+ v: Êðîìå òîãî, ìàòðèöà ïðèðîñòà îñíîâíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôîíäîâ B = bI;
b > 0; I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n:

Äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì áóäåì íàçûâàòü âñÿêóþ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííóþ ôóíê-
öèþ u(t); t 2 [0; T]; äëÿ êîòîðîé u(t) 2 Rn

+ äëÿ ï.â. t:
Òåõíîëîãè÷åñêèì ìíîæåñòâîì â ìîìåíò âðåìåíè T ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

PT =
�

(� Ay; y)j y 2 Rn
+ :

9u(�) 2 L1 [0;T]; u(t) 2 Rn
+

_8t 2 [0;T];
y = x(T); ãäåx(�)�ðåøåíèå (1); (2); ñîîòâåòñòâóþùååu(�)g :

(3)

Î÷åâèäíî, òåõíîëîãè÷åñêîå ìíîæåñòâî PT â èññëåäóåìîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ âûïóê-
ëûì êîíóñîì ñ âåðøèíîé â íóëå. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé çàìêíóòîñòè
òåõíîëîãè÷åñêîãî ìíîæåñòâà ïðèìåíÿþòñÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [4], ïîñâÿùåííîé èññëå-
äîâàíèþ òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì.

Ðàññìîòðèì îáúåêò, ïîâåäåíèå êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

_x = Cx + Du; t 2 [0; T]; (4)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
x(0) = 0 : (5)

Çäåñü x = ( x1; x2; : : : ; xn )� 2 Rn � n -ìåðíûé âåêòîð ôàçîâîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû,
u = ( u1; u2; : : : ; un )� 2 Rn � n -ìåðíûé âåêòîð óïðàâëåíèÿ, C; D � ìàòðèöû n � n:

Äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì áóäåì íàçûâàòü âñÿêóþ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííóþ ôóíê-
öèþ u(t); t 2 [0; T]; äëÿ êîòîðîé u(t) 2 K äëÿ ï.â. t; K � âûïóêëûé êîíå÷íîïîðîæ-
äåííûé êîíóñ, òî åñòü

K =

(

v 2 Rn : v =
kX

i =1

� i ui ; � i � 0; ui 2 Rn ; i = 1; k

)

:

Çäåñüui � çàäàííûå âåêòîðû èç Rn ; ïðè÷åì ui 6= �0 8i = 1; k:
Ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè DT â ìîìåíò âðåìåíè T íàçîâåì ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê

èç ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà Rn ; â êîòîðûå ìîæíî ïåðåéòè íà îòðåçêå âðåìåíè [0;T] èç
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òî÷êè x(0) = 0 ïî ðåøåíèÿì ñèñòåìû óðàâíåíèé (4) ïðè âñåõ âîçìîæíûõ äîïóñòèìûõ
óïðàâëåíèÿõ u(�) :

DT = f y 2 Rn : 9u(�) 2 L1 [0;T]; u(t) 2 K _8t 2 [0;T];

y = x(T); ãäåx(�) � ðåøåíèå (4); (5); ñîîòâåòñòâóþùååu(�)g:

Îïðåäåëèì ìàòðèöû:
D i = C i � 1D; i = 1; n:

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå îòêðûòîñòü ìíîæåñòâà DT nf 0g:

Òåîðåìà 1. (ñì. [4]) Ïóñòü äëÿ ëþáîãî i 2 f 1; 2; : : : ; kg

rangf D1ui ; D2ui : : : ; Dnui g = n:

Òîãäà ìíîæåñòâî DT nf 0g ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì.

Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à (1), (2) ýêâèâàëåíòíà (4), (5), ãäå C = B � 1(I � A); D = � B � 1;
I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n: Êðîìå òîãî, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è

u1 = (1 ; 0; : : : ; 0); u2 = (0 ; 1; : : : ; 0); : : : ; un = (0 ; 0; : : : ; 1): (6)

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1 ê èññëåäóåìîé ìîäåëè, ó÷èòûâàÿ (6), ïîëó÷àåì íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ çàìêíóòîñòè òåõíîëîãè÷åñêîãî ìíîæåñòâà â äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè Ëåîíòüåâà ñ
íåïðåðûâíûì âðåìåíåì.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü â ìîäåëè (1), (2) òåõíîëîãè÷åñêîå ìíîæåñòâî PT çàìêíóòî.
Òîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

i) åñëè n = 2; òî a12a21 = 0 ;
ii) åñëè n = 3; òî ñóùåñòâóåò òàêîå i = 1; 3; ÷òî

~a2i

3X

k=1

~a3k~aki = ~a3i

3X

k=1

~a2k~aki ;

ãäå
~aii = aii � 1; i = 1; 3; ~aij = aij ; i 6= j; i; j = 1; 3;

iii) åñëè n � 4; òî

9 i = 1; n; 9� j 2 R; j = 1; n � 1 :
n� 1P

j =1
� 2

j 6= 0;

8s = 2; n � 1b� 2~asi + � 2b� 3
nP

k=1
~ask~aki +

+
nP

r =4
� r � 1b� r

rP

k l =1
l= 1;r � 2

Q

m= 1;r � 3

~akm km +1 ~ask1 ~akr � 2 i = 0;

ãäå ~aii = aii � 1; i = 1; n; ~aij = aij ; i 6= j; i; j = 1; n:
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó (3) èç çàìêíóòîñòè òåõíîëîãè÷åñêîãî ìíîæåñòâà
PT ñëåäóåò çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè DT : Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 1 èìååì

9 i = 1; n : rangf D1ui ; D2ui : : : ; Dnui g < n: (7)

Èìååì
D1 = � b� 1I ; (8)

D2 = B � 1(A � I )B � 1 = ( d2ij ); i; j = 1; n;
d2ii = b� 2(aii � 1); i = 1; n; d2ij = b� 2aij ; i 6= j; i; j = 1; n;

(9)

D3 = ( B � 1(I � A))2 (� B � 1) = � B � 1(A � I )D2 = ( d3ij ); i; j = 1; n;

d3ij = � b� 3
nP

k=1
~aik ~akj i; j = 1; n;

(10)

D r = ( B � 1(I � A)) r � 1 (� B � 1) =
= � B � 1(A � I )D r � 1 = ( drij ); i; j = 1; n; r = 4; n;

drij = ( � 1)r b� r
rP

k l =1
l= 1;r � 2

Q

m= 1;r � 3

~akm km +1 ~aik 1 ~akr � 2 j ; i; j = 1; n:
(11)

Òîãäà â ñèëó (6) è (8) èìååì

D1ui = � b� 1 (1; 0; : : : ; 0)� ; i = 1; n; (12)

â ñèëó (6) è (9)
D2ui = b� 2 (~a1i ; ~a2i ; : : : ; ~ani )

� ; i = 1; n; (13)

â ñèëó (6) è (10)

D3ui = � b� 3

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

nP

k=1
~a1k~aki

nP

k=1
~a2k~aki

: : :
nP

k=1
~ank ~aki

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

; i = 1; n; (14)

â ñèëó (6) è (11)

D r ui = ( � 1)r b� r

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

rP

k l =1
l= 1;r � 2

Q

m= 1;r � 3

~akm km +1 ~a1k1 ~akr � 2 i

rP

k l =1
l= 1;r � 2

Q

m= 1;r � 3

~akm km +1 ~a2k1 ~akr � 2 i

: : :
rP

k l =1
l= 1;r � 2

Q

m= 1;r � 3

~akm km +1 ~ank 1 ~akr � 2 i

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

; i = 1; n; r = 4; n: (15)
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Èç (12) ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå (7) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó

9 i = 1; n : rangf D2ui : : : ; Dnui g < n � 1: (16)

Â ñâîþ î÷åðåäü óñëîâèå (16) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

9 i = 1; n; 9� j 2 R; j = 1; n � 1 :
n� 1X

j =1

� 2
j 6= 0;

n� 1X

j =1

� j D j +1 ui = 0: (17)

Â ñèëó (13)�(15) èìååì

n� 1X

j =1

� j D j +1 ui = � 1b� 2

0

B
B
@

~a1i

~a2i

: : :
~ani

1

C
C
A � � 2b� 3

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

nP

k=1
~a1k~aki

nP

k=1
~a2k~aki

: : :
nP

k=1
~ank ~aki

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

+

+
nX

r =4

� r � 1(� 1)r b� r

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

rP

k l =1
l= 1;r � 2

Q

m= 1;r � 3

~akm km +1 ~a1k1 ~akr � 2 i

rP

k l =1
l= 1;r � 2

Q

m= 1;r � 3

~akm km +1 ~a2k1 ~akr � 2 i

: : :
rP

k l =1
l= 1;r � 2

Q

m= 1;r � 3

~akm km +1 ~ank 1 ~akr � 2 i

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

:

Îòñþäà è èç (17) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå (iii) òåîðåìû.
Â ñëó÷àå äâóõñåêòîðíîé ìîäåëè ýêîíîìèêè (n=2) èìååì:

u1 = (1 ; 0)� ; u2 = (0 ; 1)� ;

D1u1 =
�

� b� 1

0

�
; D1u2 =

�
0

� b� 1

�
;

D2u1 =
�

b� 2 (a11 � 1)
b� 2a21

�
; D2u2 =

�
b� 2a12

b� 2 (a22 � 1)

�
:

Òàêèì îáðàçîì,

rang f D1uj ; D2uj g =
�

1; aij = 0;
2; aij 6= 0;

i; j = 1; 2; i 6= j:

Îòñþäà è èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå (i) òåîðåìû.
Äëÿ ñëó÷àÿ òðåõñåêòîðíîé ìîäåëè ýêîíîìèêè (n=3) èìååì

u1 = (1 ; 0; 0); u2 = (0 ; 1; 0)� ; u3 = (0 ; 0; 1)� ;
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D1u1 =

0

@
� b� 1

0
0

1

A ; D1u2 =

0

@
0

� b� 1

0

1

A ; D1u3 =

0

@
0
0

� b� 1

1

A ; (18)

D2u1 =

0

@
b� 2 (a11 � 1)

b� 2a21

b� 2a31

1

A ; D2u2 =

0

@
b� 2a12

b� 2 (a22 � 1)
b� 2a32

1

A ;

D2u3 =

0

@
b� 2a13

b� 2a23

b� 2 (a33 � 1)

1

A ;

(19)

D3u1 =

0

B
B
B
B
B
B
@

� b� 3
3P

k=1
~a1k~ak1

� b� 3
3P

k=1
~a2k~ak1

� b� 3
3P

k=1
~a3k~ak1

1

C
C
C
C
C
C
A

; D3u2 =

0

B
B
B
B
B
B
@

� b� 3
3P

k=1
~a1k~ak2

� b� 3
3P

k=1
~a2k~ak2

� b� 3
3P

k=1
~a3k~ak2

1

C
C
C
C
C
C
A

;

D3u3 =

0

B
B
B
B
B
B
@

� b� 3
3P

k=1
~a1k~ak3

� b� 3
3P

k=1
~a2k~ak3

� b� 3
3P

k=1
~a3k~ak3

1

C
C
C
C
C
C
A

;

(20)

~aii = aii � 1; i = 1; 3; ~aij = aij ; i 6= j; i; j = 1; 3:

Èç (18) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî i = 1; 3

rang f D1ui ; D2ui ; D3ui g = rang f D2ui ; D3ui g + 1:

Â òî æå âðåìÿ, âñëåäñòâèå (19) è (20),8i = 1; 3 rang f D2ui ; D3ui g = 2 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

~a2i

3X

k=1

~a3k~aki 6= ~a3i

3X

k=1

~a2k~aki ; i = 1; 3:

Îòñþäà èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå (ii) òåîðåìû. �
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Abstract. The paper is a study of some properties of the technology set in dynamical
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