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1. Введение

Настоящая работа является естественным продолжением работ по исследованию
явления разрушения решений в нелинейных уравнениях (см., например, моногра-
фию [1], посвященную уравнениям соболевского типа, а также работы [2]–[9] и др.)
В настоящей работе впервые проводится аналитическое и численное исследование
разрушения решений начально-краевых задач Дирихле для уравнений

𝜕

𝜕𝑡
(∆𝑢 + 𝜆𝑢) + ∆𝑢 + |𝑢|𝑞−1𝑢 = 0, (1.1)

𝜕

𝜕𝑡
(∆𝑢 + 𝜆𝑢) + ∆𝑢 + |𝑢|𝑞 = 0, (1.2)

близких к уравнению Хоффа [10]. В обеих задачах число 𝜆 меньше первого соб-
ственного значения 𝜆1 задачи Дирихле для оператора Лапласа в рассматриваемой
области. В первом случае применялся энергетический метод Левина в модификации
Корпусова [1], [11], во втором – метод пробных функций [12] в варианте, получившем
название метода первой собственной функции [11]. (Отметим еще один способ иссле-
дования режимов с обострением – метод автомодельных режимов, основанный на
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различных признаках сравнения и развитый в работах Самарского, Галактионова,
Курдюмова и Михайлова [13] (см. также [14]).)

Статья организована следущим образом. В разделе 2 даны постановки исследуе-
мых начально-краевых задач. Раздел 3 посвящен доказательству теоремы о непро-
должаемых решениях этих задач (при этом часть доказательства вынесена в прило-
жение), а в разделе 4 устанавливаются достаточные условия разрушения их реше-
ний. Наконец, в разделе 5 кратко приведены результаты численных расчетов.
В заключении приведены некоторые выводы и наблюдения.

2. Постановка задач

В ограниченной области Ω ⊂ R𝑁 (𝑁 = 1; 2; 3) с границей гладкости 𝐶2,𝛿 (𝛿 ∈ (0, 1])
рассматриваются начально-краевые задачи⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝜕

𝜕𝑡
(∆𝑢 + 𝜆𝑢) + ∆𝑢 + |𝑢|𝑞−1𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0,

𝑢|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ Ω,

𝑢|𝜕Ω = 0, 𝑡 > 0

(2.1)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜕

𝜕𝑡
(∆𝑢 + 𝜆𝑢) + ∆𝑢 + |𝑢|𝑞 = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0,

𝑢|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ Ω,

𝑢|𝜕Ω = 0, 𝑡 > 0.

(2.2)

Здесь 𝑢0(𝑥) ∈ 𝐻1
0 (Ω), а параметр 𝑞 удовлетворяет следующим условиям:{︃

𝑞 > 2, 𝑁 = 1 или 𝑁 = 2;
2 < 𝑞 6 5, 𝑁 = 3.

(2.3)

Для каждой из задач (2.1), (2.2) мы установим существование и единственность
непродолжаемого решения и получим достаточные условия разрушения решения.

3. Теорема о непродолжаемых решениях

Задачи (2.1), (2.2) мы будем рассматривать в сильном обобщенном смысле. Для
этого введем в рассмотрение пространство Соболева 𝐻1

0 (Ω) с нормой

‖𝑣‖𝐻1
0 (Ω) := ‖∇𝑣‖2 ≡

∫︁
Ω

|∇𝑣|2 𝑑𝑥,

а также линейный оператор 𝐴 и функционалы 𝐹𝑖 (𝑖 = 1; 2) и 𝐻:

𝐴 = −∆− 𝜆J0, 𝐴 : 𝐻1
0 (Ω) → 𝐻−1(Ω),

где
J0 : 𝐻1

0 (Ω) → 𝐻−1(Ω) (3.1)

– оператор вложения,

𝐹1(𝑣) =
1

𝑞 + 1

∫︁
Ω

|𝑣|𝑞+1 𝑑𝑥, 𝐹2(𝑣) =
1

𝑞 + 1

∫︁
Ω

|𝑣|𝑞𝑣 𝑑𝑥,
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𝐹𝑖 : 𝐿𝑞+1(Ω) → R, 𝑖 = 1, 2,

𝐻(𝑣) =
1
2

∫︁
Ω

|∇𝑣|2 𝑑𝑥, 𝐻 : 𝐻1
0 (Ω) → R.

Отметим сразу важные для нас свойства этих отображений. Пусть ⟨ · , · ⟩ – скобки
двойственности между пространствами 𝐻1

0 (Ω) и 𝐻−1(Ω). Тогда, очевидно,

∀𝑣, 𝑤 ∈ 𝐻1
0 (Ω) ⟨𝐴𝑣, 𝑤⟩ = ⟨𝐴𝑤, 𝑣⟩, ⟨𝐴𝑣, 𝑣⟩ > (𝜆1 − 𝜆)‖𝑣‖2𝐿2(Ω). (3.2)

Далее, производные Фреше функционалов 𝐹𝑖 и 𝐻 имеют вид соответственно

𝐹 ′1,𝑓 (𝑣) = |𝑣|𝑞−1𝑣, 𝐹 ′2,𝑓 (𝑣) = |𝑣|𝑞, 𝐻 ′
𝑓 (𝑣) = −∆𝑣.

В силу выбора параметра 𝑞 согласно условиям (2.3) и сформулированных выше
требований относительно области Ω можно утверждать [15], что имеет место непре-
рывное и плотное вложение

𝐻1
0 (Ω) J−→ 𝐿𝑞+1(Ω), (3.3)

а также непрерывное и инъективное вложение

𝐿(𝑞+1)/𝑞(Ω) ≃ (𝐿𝑞+1(Ω))* J𝑡

−→ 𝐻−1(Ω). (3.4)

Следовательно, задачи (2.1), (2.2) могут быть переписаны в виде⎧⎪⎨⎪⎩
𝑑

𝑑𝑡
(𝐴𝑢) + 𝐻 ′

𝑓 (𝑢) = 𝐹 ′𝑖,𝑓 (𝑢), 𝑡 > 0,

𝑢|𝑡=0 = 𝑢0,

(3.5)

где в правой части опущены, но подразумеваются операторы вложения J и J𝑡. При
этом 𝑖 = 1 соответствует задаче (2.1), 𝑖 = 2 – задаче (2.2).

В силу теоремы Браудера–Минти ([16; следствие 2.3, с. 97]) оператор 𝐴 имеет
липшиц-непрерывный обратный 𝐴−1, поэтому задачи (3.5) могут быть переписаны
в эквивалентном виде:⎧⎪⎨⎪⎩

𝑑

𝑑𝑡
𝑢 = −𝐴−1𝐻 ′

𝑓 (𝑢) + 𝐴−1𝐹 ′𝑖,𝑓 (𝑢), 𝑡 > 0,

𝑢|𝑡=0 = 𝑢0.

(3.6)

Так как операторы 𝐹 ′𝑖,𝑓 : 𝐿𝑞+1(Ω) → 𝐿(𝑞+1)/𝑞(Ω) являются ограниченно липшиц-не-
прерывными (доказательство этого факта вынесено в приложение), к задачам (3.6)
применима теорема 4 работы [17], что позволяет сформулировать для задач (3.6)
(или, что то же самое, для задач (3.5)) теорему о непродолжаемом решении:

Теорема 1. Каждая из задач (3.5) имеет единственное непродолжаемое реше-
ние 𝑢(𝑡) ∈ 𝐶1([0, 𝑇0); 𝐻1

0 (Ω)) на некотором – конечном или бесконечном – проме-
жутке [0, 𝑇0), причем в случае 𝑇0 < +∞ решение является бесконечно большим
при 𝑡 → +∞:

lim
𝑡→𝑇0−0

‖𝑢(𝑡)‖𝐻1
0 (Ω) = +∞. (3.7)
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4. Разрушение решений

4.1. Разрушение решения задачи (2.1). Доказательство разрушения реше-
ния задачи (2.1) будет в основном следовать работе [18], однако непосредственно
результат указанной работы в рассматриваемой ситуации неприменим, поскольку
в [18] рассматривалось уравнение второго порядка по времени с коэрцитивным опе-
ратором при старшей производной, что исключает возможность выбрать этот опера-
тор нулевым. Поэтому доказательство будет приведено здесь достаточно подробно.

Заметим, что для всякой функции 𝑣(𝑡) ∈ 𝐶1((𝑡1, 𝑡2); 𝐻1
0 (Ω)) в силу симметрично-

сти оператора 𝐴 (см. первое из соотношений (3.2)) верно тождество

𝑑

𝑑𝑡
⟨𝐴𝑣, 𝑣⟩ = ⟨𝐴𝑣′, 𝑣⟩+ ⟨𝐴𝑣, 𝑣′⟩ = 2⟨𝐴𝑣′, 𝑣⟩. (4.1)

Введем теперь функции Φ(𝑡) и 𝐽(𝑡), зависящие от решения 𝑢(𝑡), по следующим
формулам:

Φ(𝑡) =
∫︁ 𝑡

0

1
2
⟨𝐴𝑢(𝑠), 𝑢(𝑠)⟩ 𝑑𝑠 +

1
4
⟨𝐴𝑢0, 𝑢0⟩, (4.2)

𝐽(𝑡) =
∫︁ 𝑡

0

⟨𝐴𝑢′(𝑠), 𝑢′(𝑠)⟩ 𝑑𝑠 +
1
2
⟨𝐴𝑢0, 𝑢0⟩. (4.3)

Лемма 1. На всем промежутке существования решения верно неравенство

(Φ′(𝑡))2 6 2Φ𝐽. (4.4)

Доказательство. В силу симметричности и положительной определенности
оператора 𝐴 (см. (3.2)) имеет место неравенство Коши–Буняковского

∀𝑣, 𝑤 ∈ 𝐻1
0 (Ω) |⟨𝐴𝑣, 𝑤⟩| 6

√︀
⟨𝐴𝑣, 𝑣⟩

√︀
⟨𝐴𝑤, 𝑤⟩. (4.5)

Преобразуем выражение для Φ′(𝑡):

(Φ′(𝑡))2 =
(︂

1
2
⟨𝐴𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡)⟩

)︂2

=
(︂

1
2

∫︁ 𝑡

0

𝑑

𝑑𝑠
⟨𝐴𝑢(𝑠), 𝑢(𝑠)⟩ 𝑑𝑠 +

1
2
⟨𝐴𝑢0, 𝑢0⟩

)︂2

.

Подставив вместо производной под знаком интеграла в последней формуле ее выра-
жение из (4.1) и используя элементарное неравенство (𝑎+𝑏)2 6 (|𝑎|+ |𝑏|)2, получаем

(Φ′(𝑡))2 =
(︂∫︁ 𝑡

0

⟨𝐴𝑢′, 𝑢⟩ 𝑑𝑠 +
1
2
⟨𝐴𝑢0, 𝑢0⟩

)︂2

6

(︂⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

⟨𝐴𝑢′, 𝑢⟩ 𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
+

1
2
⟨𝐴𝑢0, 𝑢0⟩

)︂2

6

(︂∫︁ 𝑡

0

|⟨𝐴𝑢′, 𝑢⟩| 𝑑𝑠 +
1
2
⟨𝐴𝑢0, 𝑢0⟩

)︂2

6

(︂∫︁ 𝑡

0

√︀
⟨𝐴𝑢′, 𝑢′⟩

√︀
⟨𝐴𝑢, 𝑢⟩ 𝑑𝑠 +

1√
2

√︀
⟨𝐴𝑢0, 𝑢0⟩

1√
2

√︀
⟨𝐴𝑢0, 𝑢0⟩

)︂2

,

где в последнем неравенстве мы применили под знаком интеграла неравенство Ко-
ши–Буняковского (4.5). Наконец, применяя неравенства Коши–Буняковского сна-
чала для интегралов на отрезке [0, 𝑡], а затем для числовых столбцов размерности 2,
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получаем

(Φ′(𝑡))2 6

(︂√︃∫︁ 𝑡

0

⟨𝐴𝑢′, 𝑢′⟩ 𝑑𝑠

√︃∫︁ 𝑡

0

⟨𝐴𝑢, 𝑢⟩ 𝑑𝑠 +
1√
2

√︀
⟨𝐴𝑢0, 𝑢0⟩

1√
2

√︀
⟨𝐴𝑢0, 𝑢0⟩

)︂2

6

(︂∫︁ 𝑡

0

⟨𝐴𝑢′, 𝑢′⟩ 𝑑𝑠 +
1
2
⟨𝐴𝑢0, 𝑢0⟩

)︂(︂∫︁ 𝑡

0

⟨𝐴𝑢, 𝑢⟩ 𝑑𝑠 +
1
2
⟨𝐴𝑢0, 𝑢0⟩

)︂
= 2𝐽Φ.

Замечание 1. При доказательстве леммы 1 тот факт, что 𝑢(𝑡) – решение, не
использовался. Требовались лишь 𝐶1-гладкость функции 𝑢(𝑡) и начальное усло-
вие 𝑢(0) = 𝑢0.

Напомним, что в правой части уравнения (3.5) подразумеваются вложения (3.3)
и (3.4):

𝐹 ′1,𝑓 (𝑢) ≡ J𝑡𝐹 ′1,𝑓 (J𝑢),

и подействуем обеими частями уравнения (3.5) на решение 𝑢(𝑡) ∈ 𝐶1([0, 𝑇0); 𝐻1
0 (Ω)).

Получим ⟨
𝑑

𝑑𝑡
𝐴𝑢, 𝑢

⟩
+ ⟨𝐻 ′

𝑓 (𝑢), 𝑢⟩ = ⟨𝐹 ′1,𝑓 (𝑢), 𝑢⟩.

Используя (4.1), последнее соотношение можно переписать в виде

𝑑

𝑑𝑡

(︂
1
2
⟨𝐴𝑢, 𝑢⟩

)︂
+ ⟨𝐻 ′

𝑓 (𝑢), 𝑢⟩ = ⟨𝐹 ′1,𝑓 (𝑢), 𝑢⟩

или, с учетом (4.2), в виде

Φ′′ + ⟨𝐻 ′
𝑓 (𝑢), 𝑢⟩ = ⟨𝐹 ′1,𝑓 (𝑢), 𝑢⟩ (4.6)

– первое энергетическое равенство.
Для получения второго энергетического равенства подействуем обеими частями

уравнения (3.5) на производную 𝑢′(𝑡) ∈ 𝐶([0, 𝑇0); 𝐻1
0 (Ω)) решения и учтем, что в силу

цепного правила для производных Фреше верны тождества

⟨𝐻 ′
𝑓 (𝑢), 𝑢′⟩ =

𝑑

𝑑𝑡
𝐻(𝑢), ⟨𝐹 ′1,𝑓 (𝑢), 𝑢′⟩ =

𝑑

𝑑𝑡
𝐹1(𝑢).

Получим
𝑑

𝑑𝑡

[︂∫︁ 𝑡

0

⟨𝐴𝑢′, 𝑢′⟩ 𝑑𝑠 + 𝐻(𝑢)
]︂

=
𝑑

𝑑𝑡
𝐹1(𝑢).

После интегрирования по 𝑡 имеем второе энергетическое равенство∫︁ 𝑡

0

⟨𝐴𝑢′, 𝑢′⟩ 𝑑𝑠− 𝐸(0) + 𝐻(𝑢) = 𝐹1(𝑢), (4.7)

где 𝐸(0) := 𝐻(𝑢0)− 𝐹1(𝑢0).
Заметим, что

∀𝑣 ∈ 𝐻1
0 (Ω) 𝜃𝐹1(𝑣) = ⟨𝐹 ′1,𝑓 (𝑣), 𝑣⟩, 𝜃 = 𝑞 + 1 > 3,
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что позволяет скомбинировать (4.6) и (4.7) следующим образом:

Φ′′ + ⟨𝐻 ′
𝑓 (𝑢), 𝑢⟩ = ⟨𝐹 ′1,𝑓 (𝑢), 𝑢⟩ = 𝜃𝐹1(𝑢) = 𝜃

∫︁ 𝑡

0

⟨𝐴𝑢′, 𝑢′⟩ 𝑑𝑠− 𝜃𝐸(0) + 𝜃𝐻(𝑢).

Преобразуем последнее соотношение:

Φ′′ + 𝜃𝐸(0) = 𝜃𝐻(𝑢)− ⟨𝐻 ′
𝑓 (𝑢), 𝑢⟩+ 𝜃

∫︁ 𝑡

0

⟨𝐴𝑢′, 𝑢′⟩ 𝑑𝑠

= 𝜃𝐻(𝑢)− ⟨𝐻 ′
𝑓 (𝑢), 𝑢⟩+ 𝜃𝐽 − 𝜃

2
⟨𝐴𝑢0, 𝑢0⟩. (4.8)

Теперь заметим, что

⟨𝐻 ′
𝑓 (𝑢), 𝑢⟩ = ⟨−∆𝑢, 𝑢⟩ =

∫︁
Ω

|∇𝑢|2 𝑑𝑥 = 2𝐻(𝑢), 𝐻(𝑢) > 0,

откуда вытекает, что

𝜃𝐻(𝑢)− ⟨𝐻 ′
𝑓 (𝑢), 𝑢⟩ = (𝜃 − 2)𝐻(𝑢) > 0.

Следовательно, соотношение (4.8) влечет неравенство

Φ′′ + 𝜃𝐸(0) > 𝜃𝐽 − 𝜃

2
⟨𝐴𝑢0, 𝑢0⟩,

или
Φ′′ + 𝐸(0) > 𝜃𝐽, (4.9)

где

𝐸(0) := 𝜃𝐸(0) +
𝜃

2
⟨𝐴𝑢0, 𝑢0⟩ = 𝜃𝐻(𝑢0)− 𝜃𝐹1(𝑢0) +

𝜃

2
⟨𝐴𝑢0, 𝑢0⟩.

Поскольку Φ(𝑡) > 0, из (4.9) получаем

ΦΦ′′ + 𝐸(0)Φ > 𝜃𝐽Φ
лемма 1

>
𝜃

2
(Φ′)2,

или
ΦΦ′′ − 𝜃

2
(Φ′)2 + 𝐸(0)Φ > 0. (4.10)

В § 2 работы [18] было рассмотрено дифференциальное неравенство

ΦΦ′′ − 𝛼(Φ′)2 + 𝛾Φ′Φ + 𝛽Φ > 0, 𝛼 > 1, 𝛽 > 0, 𝛾 > 0. (4.11)

Неравенство (4.10) сводится к (4.11), если положить 𝛼 = 𝜃/2, 𝛽 = 𝐸(0), 𝛾 = 0.
При этом должно быть 𝐸(0) > 0. Но в случае 𝐸(0) < 0 в силу неравенства Φ > 0
получаем из (4.10) как следствие неравенство

ΦΦ′′ − 𝜃

2
(Φ′)2 > 0.

Поэтому независимо от знака 𝐸(0) результат § 2 работы [18] применим к рассматри-
ваемой ситуации, и из теоремы 2.1 указанной работы мы получаем, что при условиях

Φ(0) > 0, Φ′(0) >

√︂
2𝛽

2𝛼− 1
Φ(0), (4.12)
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где

𝛼 =
𝜃

2
, 𝛽 = max(0, 𝐸(0)),

время 𝑇0 существования решения удовлетворяет оценке

𝑇0 6 𝑇 * ≡ Φ(0)
(𝛼− 1)

√︀
(Φ′(0))2 − 2𝛽Φ(0)/(2𝛼− 1)

. (4.13)

Отметим, что при 𝐸(0) < 0 оценка на время разрушения не зависит от начальных
данных, поскольку (см. (4.15)) величины Φ(0) и Φ′(0) пропорциональны.

Проведенные рассуждения (с учетом теоремы 1) доказывают следующую теоре-
му.

Теорема 2. Существует единственное непродолжаемое решение задачи (2.1).
При условиях (4.12) это решение существует лишь на конечном промежутке
[0, 𝑇0), где 𝑇0 удовлетворяет оценке (4.13), причем в этом случае с необходимо-
стью

lim
𝑡→𝑇0−0

‖𝑢(𝑡)‖𝐻1
0 (Ω) = +∞. (4.14)

Замечание 2. Соотношения (4.12), (4.13) могут быть выписаны в явном виде,
т.е. величины 𝛼, 𝛽, 𝐸(0), 𝑇 * могут быть выражены через 𝜆, 𝑞 и 𝑢0. В частности,

Φ(0) =
1
4

∫︁
Ω

(|∇𝑢0|2 − 𝜆𝑢2
0) 𝑑𝑥, Φ′(0) = 2Φ(0), (4.15)

𝐸(0) = (𝑞 + 1)
∫︁

Ω

(︂
|∇𝑢0|2 −

(︂
𝜆

2

)︂
𝑢2

0

)︂
𝑑𝑥−

∫︁
Ω

|𝑢0|𝑞+1 𝑑𝑥, (4.16)

а второе из условий (4.12) эквивалентно неравенству

𝑞

∫︁
Ω

(|∇𝑢0|2 − 𝜆𝑢2
0) 𝑑𝑥 > max

(︂
0; 2(𝑞 + 1)

∫︁
Ω

(︂
|∇𝑢0|2 −

(︂
𝜆

2

)︂
𝑢2

0

)︂
𝑑𝑥− 2

∫︁
Ω

|𝑢0|𝑞+1 𝑑𝑥

)︂
.

Легко видеть, что при некоторых 𝑢0 условия (4.12) реализуются (первое из них
выполнено автоматически при 𝑢0 ̸≡ 0 в силу 𝜆 < 𝜆1), причем каждый из случаев
𝐸(0) > 0, 𝐸(0) < 0 возможен.

Наконец, получаем:

𝑇 * =
1

𝑞 − 1
, при 𝐸(0) < 0, (4.17)

𝑇 * =
⟨𝐴𝑢0, 𝑢0⟩
(𝑞 − 1)𝜁

, при 𝐸(0) > 0, (4.18)

где

𝜁 =

√︃
⟨𝐴𝑢0, 𝑢0⟩2 − ⟨𝐴𝑢0, 𝑢0⟩ ·

2
𝑞

{︂
(𝑞 + 1)

∫︁
Ω

[︂
|∇𝑢0|2 −

𝜆

2
𝑢2

0

]︂
𝑑𝑥−

∫︁
Ω

|𝑢0|𝑞+1 𝑑𝑥

}︂
и, напомним,

⟨𝐴𝑢0, 𝑢0⟩ =
∫︁

Ω

[|∇𝑢0|2 − 𝜆𝑢2
0]

(полностью явного выражения для 𝑇 * мы не приводим ввиду его громоздкости).
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Для задачи (2.1) можно получить и оценку снизу на время разрушения. Для
этого перепишем уравнение задачи (2.1) в виде

𝜕

𝜕𝑡
(−∆𝑢− 𝜆𝑢) = ∆𝑢 + |𝑢|𝑞−1𝑢 = 0. (4.19)

C учетом граничных условий задачи (2.1) нетрудно установить следующие соотно-
шения:

⟨∆𝑢, 𝑢⟩ = −
∫︁

Ω

‖∇𝑢‖2 𝑑𝑥 = −‖∇𝑢‖22;⟨
𝑑

𝑑𝑡
(∆𝑢), 𝑢

⟩
= −1

2
𝑑

𝑑𝑡
‖∇𝑢‖22;

⟨|𝑢|𝑞−1𝑢, 𝑢⟩ =
∫︁

Ω

|𝑢|𝑞+1 𝑑𝑥 = ‖𝑢‖𝑞+1
𝑞+1,

где знак нормы с нижним индексом обозначает норму в соответствующем простран-
стве Лебега в области Ω. Поэтому после “умножения” уравнения (4.19) на 𝑢 в смысле
скобок двойственности между 𝐻−1(Ω) и 𝐻1

0 (Ω) получаем соотношение

1
2

𝑑

𝑑𝑡
(‖∇𝑢‖22 − 𝜆‖𝑢‖22)⏟  ⏞  

A (𝑡)

= −‖∇𝑢‖22 + ‖𝑢‖𝑞+1
𝑞+1, (4.20)

где мы ввели обозначение

A (𝑡) := ‖∇𝑢‖22 − 𝜆‖𝑢‖22.

Заметим, что имеют место следующие оценки. Во-первых,

‖𝑢‖22 6
1
𝜆1
‖∇𝑢‖22

(неравенство Фридрихса). Отсюда сразу получаем, что

A (𝑡) > ‖∇𝑢‖22
(︂

1− 𝜆

𝜆1

)︂
. (4.21)

Во-вторых,
A (𝑡) 6 ‖∇𝑢‖22. (4.22)

Из (4.20), (4.22) получаем дифференциальное неравенство

1
2

A ′ 6 ‖𝑢‖𝑞+1
𝑞+1 −A . (4.23)

Чтобы его окончательно “замкнуть”, заметим, что имеет место неравенство

‖𝑢‖𝑞+1 6 𝐶𝑞+1‖∇𝑢‖2, (4.24)

которое может быть доказано аналогично неравенству Фридрихса. (Оценку кон-
станты 𝐶𝑞 для интересующего нас случая приведем ниже.) Следовательно, с уче-
том (4.21) получаем

‖𝑢‖2𝑞+1 6 𝐶2
𝑞+1‖∇𝑢‖22 6

𝐶2
𝑞+1

1− 𝜆/𝜆1
A (𝑡),
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или

‖𝑢‖𝑞+1
𝑞+1 6

𝐶𝑞+1
𝑞+1

(1− 𝜆/𝜆1)(𝑞+1)/2
(A (𝑡))(𝑞+1)/2.

C учетом последней оценки из неравенства (4.23) получаем

A ′ 6
2𝐶𝑞+1

𝑞+1

(1− 𝜆/𝜆1)(𝑞+1)/2
(A (𝑡))(𝑞+1)/2 − 2A . (4.25)

Мы не будем задаваться целью точно решить неравенство (4.25) всегда, когда это
возможно, и ограничимся его решением для случая 𝑞 = 3.

При 𝑞 = 3 неравенство (4.25) приобретает вид

A ′ 6 𝐵A 2 − 2A , где 𝐵 =
2𝐶4

4

(1− 𝜆/𝜆1)2
. (4.26)

Решение уравнения 𝑎′ = 𝐵𝑎2 − 2𝑎 с начальным условием 𝑎(0) = A0 имеет вид

𝑎(𝑡) =
2

𝐵 − (𝐵 − 2/A0)𝑒2𝑡
,

откуда следует, что решение неравенства (4.26) имеет вид

A (𝑡) 6
2

𝐵 − (𝐵 − 2/A0)𝑒2𝑡
. (4.27)

Неравенства (4.21), (4.22) можно переписать в виде двойного неравенства(︂
1− 𝜆

𝜆1

)︂
‖∇𝑢‖22 6 A (𝑡) 6 ‖∇𝑢‖22,

из которого следует эквивалентность предельных соотношений

lim
𝑡→𝑇0−0

‖∇𝑢(𝑡)‖ = +∞ ⇐⇒ lim
𝑡→𝑇0−0

A (𝑡) = +∞.

В то же время разрушение решения характеризуется (см. (4.14)) соотношением
lim𝑡→𝑇0−0 ‖∇𝑢(𝑡)‖ = +∞. Это позволяет вывести из неравенства (4.27) нижнюю
оценку времени разрушения:

𝑇low =
1
2

ln
𝐵

𝐵 − 2/A0
.

Теперь оценим константу 𝐶 ≡ 𝑐4 вложения 𝐻1
0 (Ω) в 𝐿4(Ω) в неравенстве (4.24)

для случая Ω = [0, 𝜋], интересующего нас в целях сравнения данных численных
примеров с теоретическими оценками.

При 𝑥 ∈ [0, 𝜋/2] имеем (с учетом нулевого граничного условия)

|𝑣(𝑥)|2 =
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑥

0

𝑣′(𝜉) 𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒
≡

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑥

0

1 · 𝑣′(𝜉) 𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒
6

∫︁ 𝑥

0

12 𝑑𝜉 ·
∫︁ 𝑥

0

(𝑣′(𝜉))2 𝑑𝜉

6 𝑥 ·
∫︁ 𝑥

0

(𝑣′(𝜉))2 𝑑𝜉 6 𝑥 ·
∫︁ 𝜋/2

0

(𝑣′(𝜉))2 𝑑𝜉;
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при 𝑥 ∈ [𝜋/2, 𝜋] аналогично получаем

|𝑣(𝑥)|2 =
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝜋

𝑥

𝑣′(𝜉) 𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒2
6

∫︁ 𝜋

𝑥

12 𝑑𝜉 ·
∫︁ 𝜋

𝑥

(𝑣′(𝜉))2 𝑑𝜉 6 (𝜋 − 𝑥)
∫︁ 𝜋

𝜋/2

(𝑣′(𝜉))2 𝑑𝜉.

Следовательно,

‖𝑣‖44 =
∫︁ 𝜋

0

|𝑣|4 𝑑𝑥 =
∫︁ 𝜋

0

(|𝑣|2)2 𝑑𝑥 =
∫︁ 𝜋/2

0

(|𝑣|2)2 𝑑𝑥 +
∫︁ 𝜋

𝜋/2

(|𝑣|2)2 𝑑𝑥

6
∫︁ 𝜋/2

0

𝑑𝑥 𝑥2

(︂∫︁ 𝜋/2

0

(𝑣′(𝜉))2 𝑑𝜉

)︂2

+
∫︁ 𝜋

𝜋/2

𝑑𝑥(𝜋 − 𝑥)2
(︂∫︁ 𝜋

𝜋/2

(𝑣′(𝜉))2 𝑑𝜉

)︂2

=
1
3
·
(︂

𝜋

2

)︂3

·
[︂(︂∫︁ 𝜋/2

0

(𝑣′(𝜉))2 𝑑𝜉

)︂2

+
(︂∫︁ 𝜋

𝜋/2

(𝑣′(𝜉))2 𝑑𝜉

)︂2]︂
6

1
3
·
(︂

𝜋

2

)︂3

·
[︂∫︁ 𝜋/2

0

(𝑣′(𝜉))2 𝑑𝜉 +
∫︁ 𝜋

𝜋/2

(𝑣′(𝜉))2 𝑑𝜉

]︂2

=
1
3
·
(︂

𝜋

2

)︂3

·
(︂∫︁ 𝜋

0

(𝑣′(𝜉))2 𝑑𝜉

)︂2

=
1
3
·
(︂

𝜋

2

)︂3

· ‖𝑣′‖42.

А значит,

𝐵 =
2𝑐4

4

(1− 𝜆/𝜆1)2
, где 𝑐4

4 =
1
3
·
(︂

𝜋

2

)︂3

,

𝑇low =
1
2

ln
𝐵

𝐵 − 2/A0
, где A0 =

∫︁ 𝜋

0

(𝑢0,𝑥)2 𝑑𝑥− 𝜆

∫︁ 𝜋

0

𝑢2
0 𝑑𝑥. (4.28)

4.2. Разрушение решения задачи (2.2). Рассмотрим задачу Дирихле для
оператора Лапласа в области Ω:{︃

∆𝜙(𝑥) + 𝜆𝜙 = 0,

𝜙|𝜕Ω = 0.
(4.29)

Мы используем классическую постановку, потому что при принятой нами гладко-
сти границы собственные функции будут классическими. Пусть 𝜆1, 𝜙1 – первое
собственное значение и первая собственная функция задачи (4.29). Согласно свой-
ствам собственных функций можно утверждать, что собственная функция, отвеча-
ющая 𝜆1, знакопостоянна [19]. Для определенности будем считать, что 𝜙1(𝑥) > 0.
Это позволяет в случае, когда 𝜆 < 𝜆1, применить для получения теоретической
оценки времени разрушения метод первой собственной функции [11].

Подействуем обеими частями уравнения (3.5) на функцию 𝜙1(𝑥), рассматривае-
мую как элемент пространства 𝐻1

0 (Ω). Получим

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
Ω

[(∇𝑢,∇𝜙1)− 𝜆𝑢𝜙1] 𝑑𝑥 +
∫︁

Ω

(∇𝑢,∇𝜙1) 𝑑𝑥 =
∫︁

Ω

|𝑢|𝑞𝜙1 𝑑𝑥.

Последнее равенство можно переписать в виде

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
Ω

(𝑢∆𝜙1 + 𝜆𝑢𝜙1) 𝑑𝑥 +
∫︁

Ω

𝑢∆𝜙1 𝑑𝑥 +
∫︁

Ω

|𝑢|𝑞𝜙1 𝑑𝑥 = 0,
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или, с учетом (4.29),

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
Ω

(𝜆− 𝜆1)𝑢𝜙1 𝑑𝑥− 𝜆1

∫︁
Ω

𝑢𝜙1 𝑑𝑥 +
∫︁

Ω

|𝑢|𝑞𝜙1 𝑑𝑥 = 0.

Введем функционал 𝐽 по формуле 𝐽(𝑡) =
∫︀
Ω

𝑢𝜙1 𝑑𝑥. Тогда после деления на (𝜆−𝜆1)
получим

𝐽 ′(𝑡) =
𝜆1

𝜆− 𝜆1
𝐽(𝑡)− 1

𝜆− 𝜆1

∫︁
Ω

|𝑢|𝑞𝜙1 𝑑𝑥. (4.30)

Теперь при помощи неравенства Гёльдера с учетом 𝜙1(𝑥) > 0 оценим снизу послед-
нее слагаемое:⃒⃒⃒⃒∫︁

Ω

𝑢𝜙1 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒∫︁
Ω

𝑢𝜙
1/𝑞
1 𝜙

(𝑞−1)/𝑞
1 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
6

(︂∫︁
Ω

|𝑢|𝑞𝜙1 𝑑𝑥

)︂1/𝑞(︂∫︁
Ω

𝜙1 𝑑𝑥

)︂(𝑞−1)/𝑞

,

откуда ⃒⃒⃒⃒∫︁
Ω

𝑢𝜙1 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒𝑞
6

(︂∫︁
Ω

|𝑢|𝑞𝜙1 𝑑𝑥

)︂(︂∫︁
Ω

𝜙1 𝑑𝑥

)︂𝑞−1

или ∫︁
Ω

|𝑢|𝑞𝜙1 𝑑𝑥 >
|𝐽 |𝑞

𝐶
, (4.31)

где 𝐶 = (
∫︀
Ω

𝜙1 𝑑𝑥)𝑞−1. С учетом оценки (4.31) из уравнения (4.30) получим нера-
венство

𝐽 ′(𝑡) > − 𝜆1

𝜆1 − 𝜆
𝐽(𝑡) +

1
𝜆1 − 𝜆

|𝐽 |𝑞

𝐶
. (4.32)

Введем следующие обозначения:

Λ =
𝜆1

𝜆1 − 𝜆
, 𝐾 =

1
(𝜆1 − 𝜆)𝐶

.

Из неравенства (4.32) при условии

𝐽0 = 𝐽(0) >

(︂
Λ
𝐾

)︂1/(𝑞−1)

(4.33)

(заметим, что если это условие не выполнено, то разрушение все равно может иметь
место, см. пример 2.2) следует неравенство [11; с. 83–84]

(𝐽(𝑡))(𝑞−1) >
Λ𝐽𝑞−1

0

𝐾𝐽𝑞−1
0 − (𝐾𝐽𝑞−1

0 − Λ) exp(Λ(𝑞 − 1)𝑡)
.

Отсюда вытекает оценка сверху времени разрушения решения:

𝑇0 6
1

Λ(𝑞 − 1)
ln

(︂
𝐾𝐽𝑞−1

0

𝐾𝐽𝑞−1
0 − Λ

)︂
. (4.34)

В итоге (с учетом теоремы 1) доказана

Теорема 3. Существует единственное непродолжаемое решение задачи (2.2).
При условиях (4.33) это решение существует лишь на конечном промежутке
[0, 𝑇0), где 𝑇0 удовлетворяет оценке (4.34), причем в этом случае с необходимо-
стью

lim
𝑡→𝑇0−0

‖𝑢(𝑡)‖𝐻1
0 (Ω) = +∞.
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5. Численное исследование

Нами был численно исследован ряд примеров с конкретными данными. При этом
для численной оценки времени разрушения решения был использован метод, осно-
ванный на оценке эффективного порядка точности разностной схемы по Ричардсону,
предложенный в работах Калиткина и соавторов [20], [21].

Основная идея состоит в том, чтобы сравнивать теоретический порядок аппрокси-
мации с эффективным порядком точности численного решения, оцененным методом
Ричардсона. Временно́й слой, на котором эти порядки начинают существенно раз-
личаться, и представляет оценку (с точности порядка одного-двух шагов временно́й
сетки в зависимости от того, насколько резко падает эффективный порядок точно-
сти) времени разрушения решения, а локализация разрушения по пространственной
переменной производится согласно распределению эффективного порядка точности
на этом слое. При этом аналитическая и численная части исследования взаимно
дополняют друг друга. Так, промежуток времени для численного счета выбирает-
ся согласно аналитически полученной оценке сверху на время разрушения. В свою
очередь, численное моделирование уточняет момент и характер этого разрушения.

Мы уже неоднократно использовали этот метод для различных типов уравне-
ний и подробно изложили наш подход (см. [22]–[28]), поэтому здесь воздержимся
от описания алгоритма и сразу перейдем к сравнению численных и теоретических
результатов.

Расчеты были проведены для одномерного случая.

5.1. Серия примеров для задачи (2.1). Результаты расчетов приведены в таб-
лице, где 𝑇low и 𝑇up – соответственно нижняя и верхняя аналитические оценки вре-
мени разрушения. Нижняя оценка при 𝑞 = 3 вычисляется по формуле (4.28), верх-
няя – по формуле (4.17) при 𝐸(0) 6 0 (см. формулу (4.16)) и по формуле (4.18)
при 𝐸(0) > 0. Далее, в таблице также приведены отношения 𝑅low = ̃︀𝑇0/𝑇low,
𝑅up = 𝑇up/ ̃︀𝑇0, где ̃︀𝑇0 – численная оценка времени разрушения.

№ 𝑢0(𝑥) 𝜆, 𝑞 𝑇low 𝑅low
̃︀𝑇0 𝑅up 𝑇up

1.1 2.5 sin(𝑥) 𝜆 = 0.6, 𝑞 = 3 0.016 2.9 0.047± 0.010 11 0.5

1.2 𝑥2(𝜋 − 𝑥) 𝜆 = 0.6, 𝑞 = 3 0.0024 5.6 0.015± 0.001 33 0.5

1.3 4 sin𝑥 + sin 3𝑥 𝜆 = 0.6, 𝑞 = 3 0.00027 7.4 0.020± 0.002 7.5 0.5

1.4 1.75 sin(𝑥) 𝜆 = 0.6, 𝑞 = 3 0.033 3.4 0.112± 0.002 11 1.244

Как видно, во всей группе примеров численная оценка времени разрушения нахо-
дится в промежутке между нижней и верхней аналитическими оценками и суще-
ственно их уточняет. (Отметим, что в случае отрицательного 𝐸(0) теоретическая
оценка сверху одна и та же: 0.5. Это не случайно и связано со спецификой вывода
оценки.)

5.2. Серия примеров для задачи (2.2). Результаты расчетов снова приводим
в таблице. Обозначения те же, но аналитической оценки снизу в этом случае нет.
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В примере 2.1 разрушение может быть установлено только численно, поскольку
метод первой собственной функции неприменим из-за нарушения условия 𝜆 < 𝜆1

1.
В примере 2.2 метод первой собственной функции применим, однако результата
о разрушении не дает, поскольку нарушено условие (4.33). Наконец, в примере 2.3
получены и численная, и аналитическая оценка времени разрушения решения.

№ 𝑢0(𝑥) 𝜆, 𝑞 ̃︀𝑇0 𝑅up 𝑇up

2.1 sin(2𝑥) 𝜆 = 1.5, 𝑞 = 2 0.90± 0.05 − −
2.2 sin(𝑥) + sin(3𝑥) 𝜆 = 0.6, 𝑞 = 3.5 0.30± 0.02 − −

2.3 𝑢0(𝑥) =
−2
𝜋

𝑥2 + 2𝑥 𝜆 = 0.6, 𝑞 = 3 0.14± 0.01 1.4 0.19

6. Заключение

В данной работе проведено аналитическое и численное исследования явления раз-
рушения решений начально-краевых задач для двух псевдопараболических уравне-
ний. В аналитическое исследование входит доказательство теорем о непродолжае-
мых решениях начально-краевых задач для рассматриваемых уравнений, а также
получение достаточных условий разрушения решения за конечное время, и оценки
времени разрушения.

Опираясь на эти аналитические результаты, для каждых конкретных данных
можно провести численное исследование разрушения решения. Численное исследо-
вание позволяет (для каждой конкретной задачи) существенно уточнить эту оцен-
ку. А именно, мы получаем оценку времени разрушения с погрешностью порядка
одного-двух шагов сетки по времени, что, как правило, существенно точнее, чем
знать лишь промежуток (который может быть весьма большим) между верхней
и нижней теоретической оценками. В наших примерах отношение верхней ана-
литической оценки к численной варьировалось от величины порядка единицы до
нескольких десятков. Кроме того, в некоторых случаях аналитический метод не
дает информации о разрушении решении, но численные расчеты позволяют выдви-
нуть гипотезу о наличии разрушения.

Однако нельзя говорить, что численное исследование лишает ценности анали-
тические результаты, уже потому, что промежуток времени, на котором следует
запускать численный счет, определяется аналитической верхней оценкой времени
разрушения. Таким образом, аналитическая и численная части исследования нераз-
рывно связаны.

Мы хотели бы также обратить внимание читателя, что используемый числен-
ный метод позволяет провести единообразное численное исследование разрушения
решений уравнений, столь разных по аналитическим свойствам, как уравнения (1.1)
и (1.2) (и многих других, см. [22]–[28]).

1Строго говоря, в этой ситуации не работает и приведенное выше доказательство теоремы
о непродолжаемом решении: мы пользовались монотонностью оператора △𝑢 + 𝜆𝑢, стоящего под
знаком производной по времени, для доказательства его ограниченной обратимости. Но в рас-
смотренном здесь одномерном случае этот оператор легко обращается явно (если 𝜆 не совпадает
с собственными значениями оператора второй производной с граничными условиями Дирихле).
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7. Приложение

Докажем, что операторы 𝐹 ′𝑖,𝑓 : 𝐿𝑞+1(Ω) → 𝐿(𝑞+1)/𝑞(Ω) являются ограниченно лип-
шиц-непрерывными. Это будет вытекать из следующей леммы.

Лемма 2. Пусть 𝑝 > 1. Операторы

F1 : 𝑣 ↦→ |𝑣|𝑝, F2 : 𝑣 ↦→ |𝑣|𝑝−1𝑣, F𝑖 : 𝐿𝑝+1(Ω) → 𝐿(𝑝+1)/𝑝(Ω), 𝑖 = 1, 2,

являются ограниченно липшиц-непрерывными, т.е. существует такая монотонно
неубывающая функция 𝜇(𝑠), что

∀ 𝑣1(𝑥), 𝑣2(𝑥) ∈ 𝐿𝑝+1(Ω)

‖F𝑖(𝑣1)−F𝑖(𝑣2)‖(𝑝+1)/𝑝 6 𝜇(max(‖𝑣1‖𝑝+1, ‖𝑣2‖𝑝+1))‖𝑣1 − 𝑣2‖𝑝+1.

Доказательство. Заметим, что при 𝑝 > 1

𝑑

𝑑𝑠
|𝑠|𝑝 = 𝑝|𝑠|𝑝−1 sgn 𝑝, 𝑠 ∈ R. (7.1)

Пусть 𝑣1(𝑥), 𝑣2(𝑥) – некоторые произвольно фиксированные представители элемен-
тов 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝐿𝑝+1(Ω). (Легко видеть, что их конкретный выбор на дальнейшие рас-
суждения не повлияет.) Тогда по теореме Лагранжа о конечных приращениях для
любого 𝑥 ∈ Ω в силу (7.1) имеем

||𝑣1(𝑥)|𝑝 − |𝑣2(𝑥)|𝑝| = 𝑝|𝜃(𝑥)|𝑝−1 · |𝑣1(𝑥)− 𝑣2(𝑥)|
6 𝑝||𝑣1(𝑥)|𝑝−1 + |𝑣2(𝑥)|𝑝−1| · |𝑣1(𝑥)− 𝑣2(𝑥)|,

𝜃(𝑥) ∈ [min(𝑣1(𝑥), 𝑣2(𝑥)), max(𝑣1(𝑥), 𝑣2(𝑥))],

(7.2)

для оператора F2 оценка аналогична. В силу обобщенного неравенства Гёльдера и
неравенства Минковского из (7.2) получаем

‖|𝑣1(𝑥)|𝑝 − |𝑣2(𝑥)|𝑝‖(𝑝+1)/𝑝

6 𝑝(‖|𝑣1(𝑥)|𝑝−1‖(𝑝+1)/(𝑝−1) + ‖|𝑣2(𝑥)|𝑝−1‖(𝑝+1)/(𝑝−1)) · ‖𝑣1(𝑥)− 𝑣2(𝑥)‖𝑝+1,

что и доказывает ограниченную липшиц-непрерывность рассматриваемых операто-
ров с 𝜇(𝑠) = 2𝑝𝑠𝑝−1.
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