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Указываются условия , при которых величина 

F= sup inf \\f — cp | j L ( S ) 

I I / W I I L / S ) < I I I ^ ' ) I I ^ ( S ) < » 

конечна или бесконечна. В некоторых случаях вычислено 
ное значение этой величины. Библ . 8 назв 

П у с т ь 1 ^ р1 q, г ^ о о — произвольные, к, I — целые 
числа, S — отрезок числовой прямой, полупрямая или 
прямая, / — определенная на множестве S измеримая 
функция. Если 1 ^ р < о о , то норма функции / в метрике 
Lp (S) определяется обычным образом, если ж е р = о о , то 
|| / llzws) = ess sup I / (x) |. Через В (к, q) будем обозна-

чать класс функций / , у которых (к — 1)-производная ло­
кально абсолютно непрерывна и || / ( / с> ||ь а(в) <С 1. Положим 

г) = {/Or) : f (х)/п Ez В (I, г)}, 

Иногда для класса В (к, q) будем использовать обозначе­
ние В (к, q, S); этим мы подчеркиваем, что функции из 
класса В (к, q) определены на множестве S. 

Рассмотрим задачу о наилучшем приближении функций 
класса В (к, q) функциями класса Вп (Z, г) 

F{n)F (п, S) = sup * inf 1 / - c p | | L . (1) 

С этой задачей тесно связана задача о наилучшем линей­
ном методе приближения класса дифференцируемых 
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функций 

FL(n)= inf sap If-Vfl ( S ) , (2) 
У £ Т ( п ) fE2B(k,q) V K O ) 

где Г (n) — множество таких аддитивных и однородных 
на В (к, q) операторов У, что для л ю б о г о f Е= В (к, q) имеем 

\\{Vf)(l)\Lr(S)<n. 

Задачи такого рода рассматривались ранее в работах 
[ 2 ] , [3] и др . В настоящей заметке указаны порядки вели­
чин Fn(L) и F (п, S), приведены условия конечности этих 
величин, если S — полупрямая или прямая, а также вы­
числены значения F (п, S) в некоторых частных случаях , 

Т Е О Р Е М А 1. Если S — числовая прямая или полупря­
мая, 1 ^ р, q, г <Г оо , 0 < /с < ' /, I — к ~ 1/г + 1/д=/= О, 
то 

F (п) = F (1)п\ (3) 

FL (п) = Fl (1) п\ (4) 
где 

у = (l/q — 1/р — k) / (I + 1/q — к — 1/г). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Установим несколько более 
общий факт. П у с т ь |л, v — положительные числа; S — от­
резок [0, Z], полупрямая [0, оо) или прямая ( — о о , о о ) . 
Выберем числа а и Ъ так, чтобы abk~1,q = fx, abl~llr = v, 
а затем положим ^ = [О, , если mes S < о о ? и £2* = 5 , 
если mes 5 = оо . Введем обозначение 

Fntf,S)^ inf | | / ™ Ф | | ь 

Ф е в п ( ^ г, S) 

и покажем, что если = a/ (for), то 

F A g t S J ^ ^ V F ^ S ) , (5) 
где 

а - ( Z + 1/g к — 1/г) / (I - 1/г + 1/р). (6) 

Действительно, поставим в соответствие функции 
ф ЕЕ 5 Х (Z, г , 5 ) функцию я|э (ж) = а Ф (6.x). Нетрудно про-
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верить, что 

^ 1 / р 1 / - Ф Ц ( 8 ) = " ^ « / - Ф Ц ( 8 / 

> (7) 

^ 1 / ? « / ( f t ) l ( ( s ) < ^ 

Таким образом, формулой i|) (x) = axp (bx) установлено 
взаимно однозначное соответствие между классами 
В (I, г, 5 ) и Д , (/, г, iS ' i ) . Используя формулы (7) , получаем 
равенство (5) . 

Ф о р м у л о й g (х) = aj (bx), f <ЕЕ В (к, q, S), устанавли­
вается также взаимно ознозначное соответствие между 
классами В (к, g, S) ж (к, д, Полагая в (5) JJI = 1, 
приходим к равенству F (v, ST) = vy F(i, S). В случае 
mes 5 = оо отсюда получаем равенство (3 ) . 

Соотношение (4) устанавливается аналогичным образом 
(см. также [1]). Теорема доказана. 

Т Е О Р Е М А 2. Пусть S — числовая прямая или полу­
прямая, 1 < : р , д, г <Г оо , 0 < к <^ I, I — к —1/г + l/g=f=0. 
ЕЪш 1 ^ д ^ min (р , г ) , то 

F (п) < F L (1) < оо ? 

ес/ш ж е (I — А^р""1 + ^r" 1 ^> Zg" 1 , ттго 

F (и) = FL (1) = оо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . П у с т ь д ^ min (р , г ) . П о ­
кажем, что FL (тг) < оо. Из теоремы 1 следует, что это 
утверждение достаточно доказать при некотором фикси­
рованном значении п. Поставим в соответствие функции 
/ Е Й (к, q) функцию G вида 

G(x) = [Xf(x + t) (х - t)1-*-1 dt / (I - к - 1) ! (8) 

Нетрудно проверить , что G^~ fc) (х) = / (#) и G^ (0) = 0 при 
0 ^ j ^ Z — fe — 1. В [5] указывается такой оператор 

VG = ^G(x + t)^{t)dt 
щ 
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с полиномиальным ядром \|з (£) , что 

G(l-k\x) — VG = G:,) (x + I) d £ , 

где У] (I) — непрерывная функция. Так как 

(VG)(l) = VG{1) = Г G ( 0 (ж + *) Ф (0 Л = С (х + t) f ( I ) ей, 

/ ( x ) - F G = ^ T l ( | ) / w + 
Ч> 

то , применяя сначала неравенство Гёльдера, а затем о б о б ­
щенное неравенство М и н к о в с к о г о , получаем 

W G i X r { S ) = ^ f \ x + t)4(t)dt dx 
l/r 

[^If^ix+t) fdt 
r/q 

l * l k g i ( o . i)da? 
l/r 

l'Lgi(Os 1) 1 fKK) II 72 

где 
w = 

Отсюда 

L p i (0 , 1)H' llLa(S) 

F (л) < F L (n) < oo . 

Рассмотрим случай, когда (Z — + Ь*" 1 > Z g - 1 . 
Установим сначала, что замыкание В (Z, 1, Г) множества 
В (Z, 1, Г ) , Z ^ 2, ограниченно ^компактно в метрике 
Lp (Т) и для л ю б о й функции f ЕЕ В (I, 1, Т) справедливо 
соотношение: var fl~V (х) ^ 1; Г = [0, 1]. Действительно» 
пусть fn е 5 (Z, 1, Г ) , || fn | L p ( T ) < - Л , п = 1, 2, . . . Пред­
ставим функцию / п по формуле Тейлора в виде / п = Рп + 

eft 
(/ — 2)! Д л = \х ift1} (t) - f t 1 ' (0)} - o z " 2 jrA 
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Выделим из последовательности fn с х о д я щ у ю с я подпосле­
довательность . Согласно , например, неравенству (10) из 
[7] I fnlc(T) < М , i = 0, I — 1, где М не зависит 
от п. П о э т о м у множество полиномов Рп компактно в ме­
трике LV(T) и, следовательно, найдется полином Р * 
и подпоследовательность { / т } из { / п } со с в о й с т в о м : 

|| Р т — Р * | | ь р (Т) ->• 0 при оо. Так как var $ГХ) ^ 

| | | L ( T ) , то по принципу выбора Х е л л и найдется 
функция g и подпоследовательность ( / s ) последовательности 
( / т ) СО СВОЙСТВОМ 

v a r { / < ' " » (х) - / < U l ) (0) ~ g (х)} - * 0 , g (0) = 0 

при s - > оо. Отсюда f s (х) сходится в метрике Lp (Т) к 
функции 

G (х) = Р* (а:) + Г g (i)(x- if* dtlQ - 2) !. 
* О 

Выберем финитную функцию f ЕЕ В (к, q) с носителем 
на отрезке Г так, чтобы || fl) ||ьг(т> > 1. При г = 1 будем 
предполагать, что var ft-V (х) > 1. Отметим, что при 
г > 1 множество 5 (/, г, Г) ограниченно компактно в мет­
рике L p ( Г ) (см. [7]) . Если I = г = 1, то очевидно, что 

F(f,T)=- inf ||/-ф|| = f 0 . (9) 
1|ф( г)|1ь г (г)<1 p 

В ^ с т а л ь н ы х случаях найдется такой элемент ср* е= 
S В (I, г, Т), что 

F(f,T)> inf ||/-ф1, ( Г )Ч/-ча ( D ^ O - (9') 
Фев (1 , г , Т) р р 

П у с т ь ттг ^ 1 — целое число, fx = (2т?г)" 1^, v = ттг"1^ 
Согласно (9) и (5) м о ж н о выбрать числа а ж Ъ так, чтобы 
функция /p.9v = af (Ъх) и отрезок S^v = [0, 1/6] удовле­
творяли требованиям: 

II /l^v 1Lq(T) ~ I х ' 

^ , v) = ^ У ^ 1 ( / . Л ; 21 = [ 0 , 1 ] . 
Нетрудно проверить , что у функции 
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II fm \bq(S) — 1. Обозначим через S-b множество , получаю­
щееся при сдвиге отрезка Sv.^ на величину i mes S^v, 
i = 1, 2m. П у с т ь cp (ж) — произвольная функция из 
класса В (Z, г, £ ) , 5 = [0, о о ) при S = ( — - о о , о о ) . Выберем 
те отрезки $ ь на которых || Ф(г)||ьг(вр ^ v . Этих отрезков 
будет не менее иг, ибо в противном случае | ф^) ||ьг(в)^> 1. 
С о в о к у п н о с т ь таких отрезков обозначим через а. Тогда 
с учетом (9) и (9') находим, что 

I/m "™ Ф \\Lp(S) > 2 S . ^o I ^ ' V ̂ ' ~ 1 1 1 X 6 8 ^ v) — ф | | L p ( S p < ) v ) > 

> m i n f | | / ^ ^ ф | | £ = 
ФеБ^г,г,^ ) v ) *> p " , 

= m f j ( / p „ V 5 v ) = ( / , T) m (2m)-pM m~ypIr > 

> 0 1 " p / a g - Y p / r , 
причем C 2 > 0 не зависит от т. Из условия (Z — к)р~г + 
+ > Ц'1 следует, что Hp — 1/ag — 7/г > 0, и, та­
ким образом, F1 ( / m , 5) -> 00 при m - > оо. Теорема дока­
зана. 

З а м е ч а н и е . П у с т ь Z — /с — l / r - h l / g = 0. Если 
к = I, q = г, т о , очевидно, FL (п) — F(n) = 0 при и > 1 я 
FL (п) = оо при n <^ 1. Если же А; = Z — 1, g = 00, г = 1, 
то F (п) = оо и доказательство можно провести по общей 
схеме, полагая [л = v = 1, ДА v = / , £ р . v = Г . 

Т Е О Р Е М А ' 3. Если S = (—00, оо), 0 < й < Z, т о 

* » = sup Inf V-<flc,8) = Gn, (10) 

где 
Gn = (k/l)k (1 - k\ltkKTKilKk~l)nk 

При Z ^ 5 эта теорема сформулирована в [3 ] . При п р о ­
извольных I там же указана оценка снизу F (п) I> Gn. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . П у с т ь S = ( — о о , о о ) , 
Si = [—Z, i ] , Z = 1, 2 , . . . Рассмотрим топологию равномер­
ной сходимости на компактных множествах ( [4 ] , с т р . 
302) . Известно, что в этой топологии последовательность 

т 

fn сходится к / ( обозначение : / п —> / ) , если для л ю б о г о i 

I / д — / lb(S i ) - > 0 п р и /г - > о о . 
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Докажем формулу (10) в предположении, что множество 

W (М) = {/ : / <= Вп (I, оо), I / ||C ( S l ) < М} 
компактно в топологии т. Поставим в соответствие функ­
ции f Ez В (к, оо) функцию F вида (8) . Известно (см. , на­
пример, [6]) , что функцию Fi, определенную на множестве 
Si равенством Fi(x) = F(х), м о ж н о продолжить до не­
которой финитной функции 5 Fi <ЕЕ В (Z, о о ) . П у с т ь 

fi = Fi . Очевидно, что fi —> f. В [8] указан такой оператор 

VF = V ю CjF (х + ft), Z > 0 - некото-
*LJj=—оо ^ *£Jj==.—оо 

рое число , что 

1 U — ф г ! Ь ( 8 ) < С / г . 

Здесь ф | = VF{. В силу финитности функции F% 

(VFi)d-V = F i ^ - D и || ( W > l l w s ) < п. 
Очевидно, что для i ^ 1 

Ы1С ( 8 0<1|/1С ( 8 1 ) + £»==^ 
и в силу компактности W ( М ) найдется функция 
Ф £r. W (М) и подпоследовательность { ф ш } последователь-

т 
ности { ф | } со свойством ф 7 П —> (р. Тогда для л ю б о г о 
* - 1, 2, . . . 

/1 —ф|1г(8.)< l i m {I/-/mIC(S.) + 
+ 1 / т - Ф т ||C(S.) + I Ф г п - Ф Ic(S.)} < 

Итак, формула (10) установлена. 
Докажем теперь, что W (М) — компактное множество 

(близкое утверждение имеется в [6 ] , гл. 7) . Для этого в о с ­
пользуемся критерием А с к о л и (Арцела) ( [4 ] , с тр . 304) . 

а) П о с к о л ь к у || / bxso ^£ М , то согласно , например, 
неравенству (10) из работы [7] | /0°) (0) | < N, j = 0, . . . 

Z—1, причем N не зависит от f £E'W(М). По формуле 
Тейлора 

/ (*) = 2£ / ( Л (0 ) jr + ̂ 4т)Г11(Ц (0 <* ~ О''1
 dt. 

Отсюда и из условия || f^ J l ^ s ) ̂  п следует, что 

| / (я) | < С (п, Z, /я) | я | г . 
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б) Известно (см. [7]), что для л ю б о г о i = 1, 2, <.., 
множество Б (Z, оо, 5 t ) ограниченно компактно в метри­

ке С (Si). П о э т о м у , если / п - > / и / п G IF ( М ) , т о 1 для 
л ю б о г о г 

т, е. / G W ( М ) . Это означает, что W (М) — замкнутое 
в топологии т множество . 

в) В силу ограниченной компактности множества 
В(1, о о , $ | ) , у с л о в и я а) и критерия А с к о л и для отрезка 
Si множество W (М) равностепенно непрерывно на каждом 
отрезке 

Таким образом, выполнены все условия теоремы А с ­
коли и, следовательно, W (Ж) — компактное множество . 
Теорема доказана. 

3 а м е ч а н и е. П у с т ь F*(n) — величина (1) для р = 
д = г = о о и $ = [0, о о ) . В [3] доказано, что Fn > Gn при 
л ю б ы х I и к. П о с к о л ь к у в с я к у ю функцию f EzB (к, оо , 5 ) 
м о ж н о продолжить до функции fEr.B (к, о о , $ х ) , 
Sx = (— оо, о о ) , то F+(n) $С F (п, 6 \ ) и в силу теоремы 3 
F*{ri) = Gn- При I ^ 5 это утверждение приведено в [ 3 ] . 
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