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Oboznaqeni��
� Rn � standartnoe n�mernoe evklidovo prostranstvo�
� O � Rn � naqalo koordinat�
� Sn�� � Rn � standartna� ediniqna� sfera s centrom O�

x�� O geometrii pary norm

Naqnem s neskol�kih vozmo�nyh opredeleni� ortogonal�no�
sti pr�myh v koneqnomernom vewestvennom normirovannom pro�
stranstve�
Nazovem dve prohod�wie qere O pr�mye �� i �� v normirovan�

nom prostranstve �Rn	 k � k
 k � k�ortogonal�nymi	 esli dl� nih
vypoln�ets� odno iz ni�epereqislennyh uslovi� ����
�� Dl� kollinearnyh im ortov e� i e� vypoln�ets� ke��e�k �

ke� � e�k�

� Pr�mye �� i �� del�t plowad� ediniqnogo kruga s centrom

O v ih ploskosti na � ravnye qasti�
�� Pr�mye �� i �� del�t perimetr ediniqno� okru�nosti s

centrom O v ih ploskosti na � ravnye qasti�
�� L�bye dve giperploskosti v Rn	 prohod�wie qerez O i

ortogonal�nye pr�mym �� i �� otnositel�no nekotoro� zafiksi�
rovanno� v Rn evklidovo� struktury	 del�t ob�em ediniqnogo
xara normy k � k na � ravnye qasti�

Teorema �� Pri l�bom vyxeopisannom ponimanii ortogonal�no�
sti v Rn na�dets� nabor iz n pr�myh� poparno�ortogonal�nyh ot�
nositel�no dvuh napered zadannyh v Rn norm�

Zameqanie �� Pri qetvertom opredelenii ortogonal�nosti my
poluqaem utver�denie iz ��� o tom	 qto dl� l�byh central�no�

Rabota qastiqno podder	ana grantom NX
������������

���
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simmetriqnyh vypuklyh tel K��K� � Rn s obwim centrom sim�
metrii O na�duts� n giperploskoste�	 prohod�wih qerez O	 l��
bye 
 iz kotoryh del�t ob�em ka�dogo iz tel K�	 K� na � ravnye
qasti� Ots�da v silu central�no� simmetrii tel K�	 K� avto�
matiqeski sleduet	 qto l�bye � giperploskosti del�t ob�em
ka�dogo iz tel K�	 K� na � ravnyh qaste��

Oboznaqeni��
� RPn�� � model� proektivnogo prostranstva	 sosto�wa� iz

pr�myh v Rn	 prohod�wih qerez O�
� M � �vzrezannoe proizvedenie� n �kzempl�rov RPn�� �t�e�

podmno�estvo proizvedeni� �RPn���n	 sosto�wee iz toqek s raz�
liqnymi koordinatami
	 profaktorizovannoe po simmetriqe�
sko� gruppe perestanovok koordinat�
� N � mnogoobrazie neupor�doqennyh naborov iz n vzaimno�

perpendikul�rnyh pr�myh v Rn	 prohod�wih qerez O� Oqevidno	
dimN � n�n� �����
� Pust�

�N� � Hn�n������M	Z��

� klass gomologi� Z��cikla	 realizovannogo mnogoobraziem N�

Utver�denie� Indeks samopereseqeni� cikla �N� v mnogoobrazii
M raven � �Z��

Dokazatel�stvo� Rassmotrim affinnoe preobrazovanie A 
 Rn

� Rn	 perevod�wee xar s centrom O v raznoosny� �llipsoid E
s tem �e centrom� Preobrazovanie A induciruet preobrazova�
nie RPn�� � RP

n�� i	 sledovatel�no	 preobrazovanie vzrezan�
nogo proizvedeni��M�M� Oboznaqim qerez A�N� obraz mnogo�
obrazi� N pri poslednem preobrazovanii� Oqevidno	 qto cikly	
predstavlennye v M mnogoobrazi�mi N i A�N�	 gomologiqny	
tak kak affinnoe preobrazovanie A mo�no gladko prodeformi�
rovat� v to�destvennoe� �sno	 qto N � A�N� sostoit iz odno�
toqki � nabora ose� �llipsoida E� Transversal�nost�N i A�N�
prover�ets� bez truda �sr� ���
� �

Dokazannoe utver�denie mo�no sqitat� topologiqeskim va�
riantom teoremy o suwestvovanii nabora iz n poparno�ortogo�
nal�nyh ose� otnositel�no dvuh skal�rnyh proizvedeni� v Rn�

Dokazatel�stvo teoremy �� Rassmotrim snaqala sluqa�	 kogda
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normy �vl��ts� gladkimi funkci�mi vne nul�	 qto my i pred�
polagaem v dal�ne�xem�
Poka�em	 qto v situacii obwego polo�eni� imeets� neqetnoe

qislo m iskomyh neupor�doqennyh naborov pr�myh�
Zametim	 qto razmernost� mnogoobrazi� neupor�doqennyh na�

borov iz n pr�myh	 prohod�wih qerez O	 ravna n��n� Trebova�
ni� teoremy nalaga�t na iskomy� nabor pr�myh n� � n nezavi�
simyh uslovi�� Po�tomu v tipiqno� situacii imeets� koneqnoe
qislo m trebuemyh naborov pr�myh� Po standartnym topolo�
giqeskim soobra�eni�m qetnost� qisla m ne zavisit ot vybo�
ra tipiqno� situacii	 tak kak vse vyxerassmatrivaemye nor�
my gladko deformiruemy drug v druga	 a uslovi� teoremy ne
pozvol��t pr�mym iz naborov neograniqenno sbli�at�s�	 qto
garantiruet kompaktnost� iskomyh naborov pr�myh v processe
deformacii odno� normy v drugu��
Kak horoxo izvestno	 esli normy evklidovy i obwego polo�

�eni�	 to iskomy� nabor ose� edinstvenen�
Takim obrazom	 teorema dokazana dl� vs�du plotnogo mno�e�

stva par norm	 a v ostal�nyh sluqa�h dokazyvaets� predel�nym
perehodom� �

Zameqanie 	� Dl� pr�myh v normirovannom prostranstve mo��
no vvesti mnogo simmetriqnyh otnoxeni� ortogonal�nosti� Kak
vidno iz vyxeskazannogo	 dl� vypolneni� dl� nih teoremy o su�
westvovanii n poparno ortogonal�nyh pr�myh v Rn odnovremen�
no dl� dvuh zadannyh norm neobhodimo	 qtoby dl� evklidovyh
norm �ti otnoxeni� sovpadali s obyqnym i �gladko� zaviseli
ot �gladko�� normy	 t�e� qtoby v tipiqnom gladkom odnopara�
metriqeskom seme�stve norm k � kt	 gde � � t � �	 takie nabory
pr�myh sostavl�li by gladkoe kompaktnoe i s kraem podmnogo�
obrazie v M� ��� �� razmernosti n�n � ���� � �	 transversal�noe
k kra� ��M� ��� ��� �M� � 	M� ��

x�� Qetnye funkcii na evklidovo� sfere

Nazovem qislovu� funkci� f 
 Sn�� � R qetno�	 esli dl�
l�bo� toqki x � Sn�� vypoln�ets� f��x� � f�x�� Primer tako�
funkcii daet l�ba� norma v Rn�

Teorema 	� Dl� l�bo� nepreryvno� qetno� qislovo� funkcii
f 
 Sn�� � R na�dets� ortonormirovanny� bazis e�� � � � � en tako��
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qto pri l�byh � � i � j � n vypoln�ets�

f

�
ei � ejp

�

�
� f

�
ei � ejp

�

�
�

Sledstvie� Dl� vs�kogo vypuklogo tela K � R
n i ego vnu�

trenne� toqki O na�duts� n poparno�ortogonal�nyh ortov e��
� � � � en takih� qto dl� l�byh � � i � j � n telo K vysekaet rav�
nye otrezki na luqah� prohod�wih qerez O vdol� vektorov ei � ej

i ei � ej� �

Utver�denie teoremy neposredstvenno vytekaet iz dokazan�
no� ni�e lemmy�

Pust�M � mnogoobrazie polo�itel�no�orientirovannyh �pra�
vil�nyh
 �n��drov v Rn s zanumerovannymi rebrami i centrom
O� Gruppa G sohran��wih orientaci� samosovmeweni� �n��dra
de�stvuet perestanovkami v mno�estve ego reber� Rassmotrim ee
de�stvie v R�n�n��� perestanovkami koordinat toqek s nomerami	
sovpada�wimi s nomerami reber �n��dra� Pust� L� � R�n�n���

� podprostranstvo razmernosti n�n � ��	 sosto�wee iz toqek	 u
kotoryh ravny koordinaty s nomerami reber �n��dra	 simme�
triqnyh otnositel�no centra� Pust� L� � L� � podprostranstvo
razmernosti n�n � ���� s ravnymi qetverkami koordinat toqek	
s nomerami	 sootvetstvu�wimi rebram �n��dra	 sostavl��wimi
kvadrat s centrom O�

Lemma� Pust� f 
 M � R�n�n��� 	 nepreryvnoe G�
kvivariantnoe
otobra�enie� i pust� f�M � � L�� Togda f�M � � L� 
� ��
Dokazatel�stvo� Lemmu dostatoqno dokazat� dl� gladkih oto�
bra�eni�� V ostal�nyh sluqa�h ona dokazyvaets� predel�nym
perehodom�
Tak kak

dimM � dimL� � dimL� � n�n � �����

to v situacii obwego polo�eni� �t�e� kogda f transversal�no
k L�
 mno�estvo f�M � � L� sostoit iz koneqnogo qisla toqek	 a
ego proobraz f���f�M � � L�� sostoit iz koneqnogo qisla m G�
orbit� Tak kak vse rassmatrivaemye G �kvivariantnye gladkie
otobra�eni� f 
 M � L� gladko gomotopny �naprimer	 line�no
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gomotopny
	 to qetnost� qisla m ne zavisit ot vybora f v si�
tuacii obwego polo�eni��
Poka�em	 qto m neqetno� Dl� �togo rassmotrim otobra�enie

f� 
 M � L��

dl� kotorogo i�� koordinata toqki f�m� dl� �n��dra m �M ravna
dline ego i�go rebra otnositel�no nekotoro� novo� evklidovo�
normy k � k�� Oqevidno	 qto uslovie f�m� � L� ravnosil�no tomu	
qto osi �n��dra m ortogonal�ny otnositel�no novogo skal�rnogo
proizvedeni�	 a dl� evklidovo� normy k � k� v situacii obwego
polo�eni� tako� nabor ose� edinstvenen	 i nu�na� transver�
sal�nost� prover�ets� bez truda� Lemma dokazana� �

Dokazatel�stvo teoremy� Dl� ka�dogo polo�itel�no�orienti�
rovannogo ortonormirovannogo bazisa �e�� � � � � en� rassmotrim
n�merny� �n��dr	 �vl��wi�s� vypuklo� oboloqko� koncov vek�
torov fe�� � � � � en��e�� � � � ��eng	 i zanumeruem ego rebra� Te�
per� ostaets� primenit� lemmu k otobra�eni� f mnogoobra�
zi� M polo�itel�no�orientirovannyh ortonormirovannyh ba�
zisov e�� � � � � en v R�n�n���	 koordinatnye funkcii kotorogo sut�

f
�
�ei�ejp

�

�
	 priqem nomera koordinatnyh funkci� sovpada�t s

nomerami reber �n��dra	 postroennogo po reperu e�� � � � � en� �

Primen�� dokazannu� teoremu 
 k funkcii �f�x� � f��x����
dl� proizvol�no� nepreryvno� funkcii f na evklidovo� sfere	
poluqaem sledstvie�

Sledstvie� Dl� l�bo� nepreryvno� funkcii f 
 Sn�� � R na��
dets� ortonormirovanny� bazis e�� � � � � en tako�� qto pri l�byh
� � i � j � n vypoln�ets�

f
�
ei � ejp

�

�
� f

��ei � ejp
�

�
� f

�
ei � ejp

�

�
� f

�
ej � eip

�

�
� �

x�� Dopolnenie� Pokryxki dl�

mno�estv dannogo diametra

U lemmy iz predyduwego paragrafa est� ewe odno primene�
nie� My postroim seme�stvo �n��grannikov v Rn	 ograniqennyh
n� parami udalennyh drug ot druga na rassto�nie parallel�nyh
d giperploskoste�	 takoe	 qto vs�koe podmno�estvo Rn diametra
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d mo�no pomestit� posredstvom dvi�eni� v odin iz mnogogran�
nikov seme�stva�

Kak izvestno	 vs�koe podmno�estvoRn diametra d soder�its�
v vypuklom mno�estve posto�nno� xiriny d	 t�e� s rassto�niem d
me�du l�bymi parami parallel�nyh opornyh giperploskoste��
Po�tomu v dal�ne�xem vozmo�nost� pomestit� v mnogogranniki
iz seme�stva dostatoqno proverit� lix� dl� podmno�estv Rn

posto�nno� xiriny�

Proved� k plosko� figure K � R� posto�nno� xiriny dve pa�
ry perpendikul�rnyh opornyh pr�myh	 my opixem vokrug nee
kvadrat� Proved� k K dve pary opornyh pr�myh	 perpendiku�
l�rnyh diagonal�m postroennogo kvadrata	 my opixem vokrug
K ravnougol�ny� vos�miugol�nik� Oqevidnye soobra�eni� ne�
preryvnosti pokazyva�t	 qto vokrug K mo�no opisat� ravno�
ugol�ny� vos�miugol�nik	 poluqenny� iz kvadrata otseqeniem
dvuh par ravnyh ravnobedrennyh pr�mougol�nyh treugol�ni�
kov �ris� �
�

Ris� ��

Ni�esledu�wa� teorema �vl�ets� mnogomernym analogom
�togo utver�deni��

Teorema 
� Pust� K � Rn 	 vypukloe telo posto�nno� xiriny�
Togda na�dets� ortonormirovanny� bazis e�� � � � � en tako�� qto

��
 pary ortogonal�nyh ortam ei i opornyh k telu K giper�
ploskoste� ograniqiva�t opisanny� vokrug K kub Q s centrom
O� priqem

�

 dl� � � i � j � n serediny ortogonal�nyh proekci� tela K
na pr�mye� prohod�wie qerez O i parallel�nye vektoram ei � ej i
ei � ej � nahod�ts� na ravnyh rassto�ni�h ot O�
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Dokazatel�stvo� Dl� ka�dogo polo�itel�no�orientirovannogo
ortonormirovannogo bazisa e�� � � � � en	 kak i vyxe	 postroim
polo�itel�no�orientirovanny� �n��dr m	 zanumeruem ego rebra
i sopostavim s m toqku f�m� � R�n�n���	 koordinaty kotoro� rav�
ny rassto�ni�m do O ot seredin ortogonal�nyh proekci� tela
K na pr�mye	 parallel�nye vektoram ei � ej dl� � � i � j � n	
prohod�wim qerez centr opisannogo vokrug tela K kuba Q	 ogra�
niqennogo opornymi k telu K i ortogonal�nymi vektoram ei gi�
perploskost�mi	 kak �to opisano v teoreme	 priqem nomera ko�
ordinat ravny nomeram reber �n��dra�
Teper� dl� dokazatel�stva teoremy dostatoqno primenit�

lemmu k postroennomu otobra�eni� mnogoobrazi� �n��drov� �

Zameqanie� Pust� K � R
n � telo posto�nno� xiriny� Do�

kazanna� teorema garantiruet suwestvovanie opisannogo vo�
krug K �n��grannika	 ograniqennogo n� parami parallel�nyh
opornyh giperploskoste�	 iz opisannogo v teoreme n�n � �����
parametriqeskogo seme�stva �n��grannikov	 kotorye parametri�
zu�ts� n�n����� rassto�ni�mi seredin ortogonal�nyh proekci�
tela K ot centra O ukazannogo v teoreme opisannogo vokrug tela
K kuba Q�

x	� Nepreryvnye funkcii na evklidovo� sfere

Nedavno byla oprovergnuta stara� gipoteza o tom	 qto l�bye
n toqek na sfere Sn�� mo�no vraweniem sfery pomestit� v odin
uroven� l�bo� nepreryvno� funkcii na �to� sfere ��	 ��� Od�
nako dl� nekotoryh konkretnyh konfiguraci� toqek sfery �to
utver�denie verno� �Obzor podobnyh rezul�tatov imeets� v ����

Ni�e my rassmatrivaem bolee obwu� zadaqu	 kogda dl� za�

dannyh toqek sfery Sn�� putem ee vraweni� my dobivaems� vy�
polneni� nekotoryh line�nyh sootnoxeni� s ko�fficientami
�� me�du znaqeni�mi v �tih toqkah zadanno� na sfere nepre�
ryvno� funkcii�
Naxa osnovna� cel� v xx��� sostoit v dokazatel�stve sledu�

�wih dvuh teorem�

Teorema �� Pust� f 
 Sn�� � R 	 proizvol�na� nepreryvna� qi�
slova� funkci�� Togda na�dets� �n � ���merny� kub s centrom O�
vpisanny� v sferu Sn�� i tako�� qto vse summy znaqeni� funkcii
f v verxinah ego �n� ���mernyh grane� ravny me�du sobo��
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Zameqani�� �� Pri n � � utver�denie teoremy prevrawaets�
v teoremu Da�sona ��� o tom	 qto vs�ka� nepreryvna� funkci�
f 
 S� � R prinimaet ravnye znaqeni� v verxinah nekotorogo
kvadrata	 vpisannogo v bol�xu� okru�nost� sfery S��

� Pri n � 
 teorema � utver�daet	 qto dl� l�bo� nepreryv�

no� funkcii f 
 S� � R na�dets� tako� vpisanny� v bol�xu�
dvumernu� sferu sfery S� trehmerny� kub	 pri xahmatno� ras�
kraske verxin kotorogo funkci� f prinimaet ravnye znaqeni�
vo vseh ego �belyh� verxinah	 a tak�e prinimaet ravnye znaqe�
ni� vo vseh ego �qernyh� verxinah�

Dl� qetnyh funkci� imeet mesto bolee sil�ny� rezul�tat�

Teorema �� Pust� f 
 Sn�� � R 	 nepreryvna� qetna� qislova�
funkci�� Togda na�dets� vpisanny� v sferu Sn�� n�merny� kub ta�
ko�� qto vse summy znaqeni� funkcii f v verxinah ego �n � ���
mernyh grane� ravny me�du sobo��

Zameqani�� �� Pri n � � utver�denie teoremy prevrawaets�
v teoremu �
� o tom	 qto qetna� funkci� na dvumerno� sfere
prinimaet ravnye znaqeni� v verxinah nekotorogo kuba�

� Pri n � 
 teorema utver�daet	 qto dl� nepreryvno� qetno�

funkcii f 
 S� � R na�dets� tako� vpisanny� v sferu qetyreh�
merny� kub	 pri xahmatno� raskraske verxin kotorogo funkci�
f prinimaet ravnye znaqeni� vo vseh ego �belyh� verxinah	 a
tak�e prinimaet ravnye znaqeni� vo vseh ego �qernyh� verxi�
nah�
Ostavxa�s� qast� raboty posv�wena dokazatel�stvu teorem �

i ��

x
� Dokazatel�stvo teoremy 


Oboznaqim qerez M mnogoobrazie polo�itel�no�orientiro�
vannyh ediniqnyh kubov v Rn s centrom O� Verxiny kuba iz M
budem oboznaqat� qerez A�� � � � � A�n� Pust� G � gruppa sohran��
�wih orientaci� samosovmeweni� kuba� Ona de�stvuet v M i
v prostranstve R�n	 perestavl�� koordinaty toqek tak �e	 kak
verxiny kubov A�� � � � � A�n� Pust� L� � R�n � podprostranstvo	
sosto�wee iz toqek x � R�n s ravnymi summami koordinat s no�
merami	 ravnymi nomeram verxin grane� kuba starxe� razmer�
nosti n � �� Nakonec	 pust� L� � L� � podprostranstvo	 sosto��
wee iz toqek x � R�n s ravnymi summami koordinat s nomerami	
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ravnymi nomeram verxin grane� kuba razmernosti n� �� Legko
proverit�	 qto

dimL� � dimL� �
n�n� ��

�
�

Lemma �� Pust� f 
 M � R
�n 	 nepreryvnoe G�
kvivariantnoe

otobra�enie takoe� qto f�M� � L�� Togda f�M� � L� 
� ��
Dokazatel�stvo� Dostatoqno rassmotret� sluqa�	 kogda oto�
bra�enie f � gladkoe	 qto my i predpolagaem v dal�ne�xem�
V ostal�nyh sluqa�h ona dokazyvaets� predel�nym perehodom�

Tak kak dimM � n�n � ����	 to v situacii obwego polo�eni�
f���L�� predstavl�et sobo� koneqnoe G�invariantnoe mno�estvo
toqek� Poka�em	 qto v situacii obwego polo�eni� �to mno�e�
stvo sostoit iz neqetnogo qisla � G�orbit�

Po standartnym topologiqeskim soobra�eni�m vyqet � mod �
ne zavisit ot tipiqnogo otobra�eni� f 	 poskol�ku vse takie oto�
bra�eni� gladko i G��kvivariantno deformiruemy drug v druga
�naprimer	 line�no gomotopny
�

Privedem primer otobra�eni� s � 
 � mod �� Zafiksiruem
kako��nibud� raznoosny� �llipsoid E s centrom O� Rassmotrim
proizvol�ny� kub m � M� Togda n vzaimno�ortogonal�nyh gi�
perploskoste�	 prohod�wih qerez O parallel�no gran�m kuba m	
del�t ob�em	 ograniqenny� �llipsoidom E	 na �n qaste�� Pust�
f�m� � toqka	 i�� koordinata kotoro� ravna ob�emu qasti	 soder�
�awe� verxinu Ai kuba m� Poka�em	 qto dl� takogo otobra�eni�
f imeem � � ��

Pust� P�� � � � � Pn � vzaimno�ortogonal�nye giperploskosti	
prohod�wie qerez O i takie	 qto l�bye dve iz nih del�t ob��
em	 ograniqenny� �llipsoidom E	 na � ravnye qasti� Pust�
� 
 Rn� Rn � affinnoe preobrazovanie	 perevod�wee �llipsoid
E v sferu� Togda giperploskosti ��P��� � � � � ��Pn� tak�e vzaim�
no ortogonal�ny	 poskol�ku l�bye dve iz nih del�t ob�em xa�
ra na � ravnye qasti� Sledovatel�no	 ishodnye giperploskosti
P�� � � � � Pn perpendikul�rny os�m �llipsoida E�

To	 qto rassmatrivaema� situaci� � obwego polo�eni�	 sle�
duet iz togo	 qto pri dvi�enii vyxeukazannogo nabora giper�
ploskoste� s nenulevo� skorost�� naqinaet naruxat�s� hot� by
odno iz uslovi� ravenstva ob�emov� Lemma � dokazana� �



��
 V� V� MAKEEV

Dokazatel�stvo teoremy �� Oto�destvim M s mnogoobraziem
n�mernyh kubov	 vpisannyh v sferu Sn���
Teper� dostatoqno primenit� lemmu � k otobra�eni�

F 
 M� R�n� �A�� � � � � A�n� �� �f�A��� � � � � f�A�n���

gde A�� � � � � A�n � verxiny sootvetstvu�wego kuba�
Poskol�ku funkci� f � qetna�	 to iz togo	 qto summy ee znaqe�

ni� v verxinah �n� ���mernyh grane� kuba odinakovy	 sleduet	
qto odinakovy i summy znaqeni� v verxinah ego �n� ���mernyh
grane�� �

x�� Dokazatel�stvo teoremy 	

Pust� teper� M� � mnogoobrazie ediniqnyh �n � ���mernyh
kubov s verxinami A�� � � � � A�n�� i centrom O	 a G � gruppa so�
hran��wih orientaci� dvi�eni� prostranstva Rn	 perevod��
wih nekotory� fiksirovanny� �n � ���merny� kub v seb��

Lemma 	� Pust� f 
 M� � R
�n�� nepreryvnoe G�
kvivariantnoe

otobra�enie� Togda f�M�� � L� 
� ��
Dokazatel�stvo� Kak i v lemme �	 prover�ets�	 qto dl� tipiq�
nogo gladkogo f imeets� neqetnoe qislo trebuemyh polo�eni�
kuba�

Model�noe otobra�enie f 
 M� � R
�n�� stroits� analogiqno

s pomow�� seqeni� raznoosnogo �llipsoida v Rn s centrom O
n � � poparno�ortogonal�nymi giperploskost�mi	 prohod�wimi
qerez otliqnu� ot O toqku na odno� iz ego ose�� �

Dokazatel�stvo teoremy �� Oto�destvim M� s mnogoobraziem
�n����mernyh kubov	 vpisannyh v bol�xie �n����mernye sfery�
Dostatoqno primenit� lemmu 
 k otobra�eni�

F 
 M� � R�n��� �A�� � � � � A�n��� �� �f�A��� � � � � f�A�n�� ��

gde A�� � � � � A�n � verxiny sootvetstvu�wego kuba� �
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Makeev V� V� Geometry of �nite�dimensional normed spaces and con�
tinuous functions on the Euclidean sphere�

Let Rn be the n�dimensional Euclidean space� and let k � k be a norm
in Rn� Two lines �� and �� in Rn are said to be k � k�orthogonal if their
k � k�unit directional vectors e� and e� satisfy ke� � e�k � ke� � e�k� It
is proved that for any two norms k � k and k � k� in Rn there are n lines
��� � � � � �n that are k � k� and k � k��orthogonal simultaneously�

Let f 
 Sn�� � R be a continuous function on the unit sphere Sn�� �
R

n with center O� It is proved that there exists an �n����cube C centered
at O� inscribed in Sn��� and such that all sums of values of f at the
vertices of �n����faces of C are pairwise equal� If the function f is even�
then there exists an n�cube with the same properties� Furthermore� there
exists an orthonormal basis e�� � � � � en such that for � � i � j � n we

have f
�
ei�ejp

�

�
� f

�
ei�ejp

�

�
�
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