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УДК 517.9 

О ПОЛНОТЕ ЛЕВОИНВАРИАНТНЫХ МЕТРИК НА ГРУППАХ ЛИ 

Д. В . А л е к с е е в с к и й , Б . А . П у т к о 

1. Пусть g — псевдоевклидова метрика в алгебре Ли G. Векторное поле Г: X i-> 
t-»- ad^ {X) X, где ad^ {X) — оператор, сопряженный к оператору присоединенного пред­
ставления ad (Z), называется полем Эйлера, а его траектории — геодезическими метри­
ки g. Метрика g называется полной, если поле Г полно. 

Пусть .5^ — группа Ли с алгеброй Ли G. Псевдоевклидовы метрики g в G биективно 
соответствуют псевдоримановым метрикам g в группе Ли *5̂  . Отображение годографа 
X (t) i-^ X {t)~^ ̂  (t) устанавливает биективное соответствие между параметризованными 
кривыми X (t) в группе S^ с х (0) = е я параметризованными кривыми X (t) в алгебре Ли G. 
При этом геодезическим метрики^ соответствуют геодезические метрики ^. В частности, 
полнота левоинвариантной метрики g в группе S^ равносильна полноте метрики g в ал­
гебре Ли G. Более обще, вопрос о полноте инвариантной метрики g в однородном прост­
ранстве Э^1Ж сводится к исследованию полноты некоторого поля Эйлера Г в алгебре Ли G 
(точнее, его ограничения на инвариантное подпространство М, дополнительное к стацио­
нарной подалгебре Н). Для определенности будем предполагать, что g есть лоренцева мет­
рика сигнатуры ( + , —, . . ., —). Соответствующая неполная геодезическая называется 
/-неполной (д-неполной, s-неполной), если она принадлежит Г-интегральной поверхно­
сти g (X, X) ~ с = const > О (соответственно, с = О, с < 0). 

О п р е д е л е н и е . Алгебра Ли G называется абсолютно (не) полной^ если все ло-
ренцевы метрики на G (не) полны, и алгеброй промежуточного типа, если на ней есть как 
полные, так и неполные лоренцевы метрики. 

2. Обозначим через А (V) = В.А + V алгебру Ли, являющуюся полупрямым про­
изведением т-мерной векторной алгебры V и одномерной подалгебры R^, натянутой на 
эндоморфизм А пространства V. Обозначим через S (А) и Л' (А) полупростую и нильпо-
тентную части эндоморфизма А: А = S (А) + N (А), [S {А), N {А)] = 0. Эндоморфизм А 
называется компактным, если он полупрост и имеет чисто мнимые собственные значения. 

Поле Эйлера Г на произвольной алгебре Ли G является гамильтоновым относитель­
но пуассоновой структуры в G, индуцированной стандартной пуассоновой структурой со­
пряженного пространства G* при изоморфизме g~^: G* —^ G. В частности, поле Г касается 
орбит представления Ad t̂S^ присоединенной группы, сопряженного к присоединенному 
представлению этой группы [1]. Для алгебры Ли А (F) орбиты коприсоединенного пред­
ставления двумерны или нульмерны и легко описываются и, следовательно, любое поле 
Эйлера интегрируется. Отсюда выводится 

Т е о р е м а . Пусть g — лоренцева метрика в алгебре Ли А (F) w 8 = g {А, А). 
1) Пусть 8 ^ 0 . Метрика g полна тогда и только тогда, когда полупростая часть 

S (А) оператора А компактна, а нилъпотентная часть N (А) удовлетворяет условию 
N (Л)2 = 0. 

2) Пусть 8 = 0 . Метрика g полна тогда и только тогда, когда Кег g \ V ^= В.Х, 
X = Y -\- Z, A^Y '= О и собственные значения оператора А в А-инвариантном подпро­
странстве, натянутом на вектор Z, не вещественны. 

3) Пусть 8 <^ 0. Все лоренцевы метрики с 8 <[ О неполны тогда и только тогда, ког­
да А = Kid, К =1= О и все они полны тогда и только тогда, когда оператор S (А) компактен 
и N (Л)2 = 0. 

З а м е ч а н и я . 1. В случае 3) необходимые и достаточные условия полноты не 
приводятся, так как они имеют более громоздкий вид. 

2. Можно описать все ^-неполные и /2-неполные геодезические произвольной метри­
ки g на Л (F). 

3. При ттг = 2 полнота лоренцевых метрик на А {V) исследована С. П. Гаврил о-
вым [2]. 

С л е д с т в и е . Алгебра Ли А (V) абсолютно полна тогда и только тогда, когда 
S (А) есть компактньш оператор и N (А)^ = 0. Алгебра Ли А (F) абсолютно неполна 
тогда и только тогда, когда А ~ kid, X ф О, 

3. Приведем некоторые критерии существования полных и неполных лоренцевых 
метрик на алгебрах Ли, см. также [3]. 

П р е д л о ж е н и е . Лоренцева метрика g в алгебре Ли G полна, если она инва» 
риантна относительно присоединенного оператора adX, где g [Х, X) ^ 0. 

С л е д с т в и е . Пусть в алгебре Ли G есть элемент X с компактным оператором 
adX (в частности, центральный элемент). Тогда в G есть полная лоренцева метрика. 
В частности, алгебра Ли G обладает полной лоренцевой метрикой, если она нильпотентна 
или неразрешима. 
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О п р е д е л е н и е . Алгебра Ли G называется алгеброй типа i?, если все операторы 
присоединенного представления имеют чисто мнимые собственные значения и алгеброй 
типа. R в противном случае. _ 

О с н о в н а я т е о р е м а . Алгебра Ли типа R обладает неполной лоренцевой 
метрикой. Теорема доказывается с помощью индукции по размерности с использованием 
следующих утверждений. 

Л е м м а 1. Если на фактор-алгебре G/H алгебры Ли G по идеалу Н есть неполная 
Аоренцева метрика, то и в алгебре Ли G есть неполная лоренцева метрика с тем же 
типом неполноты (т. е. ^-, п- или 5-неполная). 

Л е м м а 2. Пусть в алгебре Ли G существует элемент X, для которого оператор 
ad X имеет вещественное ненулевое собственное значение. Тогда в G существует неполная 
лоренцева метрика с п-неполной геодезической. 

Л е м м а 3. Пусть G — алгебра Ли типа /?, причем ее фактор-алгебра по любому 
ненулевому идеалу является алгеброй Ли типа R, а операторы присоединенного представ­
ления не имеют ненулевых вещественных собственных значений. Тогда алгебра Ли G раз­
лагается в прямую сумму подалгебры А (V) {см. п. 2), компактной полупростой подалгеб­
ры и ad А (У)-инвариантного подпространства. 

Было бы интересно исследовать характер сингулярностей (по классификации Эл-
лиса — Шмидта [4]), соответствующих неполным геодезическим на однородном лоренцевом 
пространстве. Они не могут быть скалярными сингулярностями кривизны, но могут быть 
устранимыми сингулярностями. Примеры получаются при рассмотрении открытой собст­
венной орбиты группы движений Ж d ^ однородного пространства ^1^ с полной ин­
вариантной метрикой. Например, устранимы сингулярности неполных метрик на двумер­
ной разрешимой группе Ли. 
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