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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ 
И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
Ф И З И К А 
Том 80, № 1 
июль, 1989 

ДИНАМИЧЕСКАЯ ГРУППА СИММЕТРИИ РЕЛЯТИВИСТСКОЙ 
КУЛОНОВСКОЙ ЗАДАЧИ В КВАЗИПОТЕНЦИАЛЬНОМ ПОДХОДЕ 

Нагиев HI. M. 

Построена динамическая группа симметрии релятивистской кулонов-
ской задачи в квазипотенциальном подходе. Найдены повышающие и по­
нижающие главное квантовое число п и орбитальное квантовое число I 
операторы в релятивистском конфигурационном г-представлении. Чисто 
алгебраическим методом определены радиальные волновые функции, со­
ответствующие дискретному спектру. 

1. Алгебраический подход в квантовой теории, известный как теория 
динамических симметрии, широко применяется к описанию свойств 
квантовых систем [1, 2]. Данный подход основан на том факте, что из 
операторов, относящихся к изучаемой физической системе, могут быть 
построены различные конечномерные алгебры Ли, элементами которых 
являются гамильтониан и операторы его симметрии, а также понижаю­
щие и повышающие операторы, не коммутирующие с гамильтонианом. 
Любая определенная таким образом алгебра Ли называется динамиче­
ской алгеброй. Базисом ее неприводимого представления являются неза­
висимые собственные функции гамильтониана. Знание динамической 
труппы (или алгебры) позволяет полностью решить квантово-механиче-
скую задачу, в частности определить энергетические уровни и волновые 
функции. 

В работе [3] было исследовано квазипотенциальное уравнение, обоб­
щающее на релятивистский случай точно решаемую квантово-механиче-
скую кулоновскую задачу. Рассмотренная квазипотенциальная модель 
кулоновской задачи была сформулирована в релятивистском конфигура­
ционном г-представлении [4], в котором гамильтониан является конечно-
разностным оператором. Группа ее скрытой симметрии была найдена в 
работе [5]. 

Цель настоящей работы — построить динамическую группу симметрии 
релятивистской кулоновской задачи в квазипотенциальном подходе и 
найти явный вид радиальных волновых функций дискретного спектра 
чисто алгебраическим методом. Отметим, что с точки зрения динамиче­
ской группы как нерелятивистская, так и релятивистская кулоновские 
задачи детально исследовались многими авторами. Например, в работах 
[6—10] было показано, что нерелятивистский атом водорода обладает 
группой динамической симметрии SO (А, 2) и весь его дискретный спектр 
связан с одним бесконечномерным неприводимым представлением группы 
SO (А, 2). Эта группа была применена к объяснению спектров масс, к вы* 
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числению различных формфакторов и ширин распадов элементарных 
частиц [7—9]. Особо отметим работы [11—15], в которых рассматрива­
лись релятивистские кулоновские задачи с динамической группой сим­
метрии 50(4, 2). 

2. Квазипотенциальное уравнение, описывающее рассматриваемую 
релятивистскую кулоновскую задачу, имеет вид (h=m=c=l) [3] 

(1) Я ? ( г ) ^ ( Я 0 - а / г ) ? ( г ) = е т ( г ) , а>0, 

где конечно-разностный оператор 

(2) #0=ch(*Vr) + — sh(*Vr) +-^-2el\ Vr = — , 
Г AT ОТ 

является свободным гамильтонианом, a L2 — квадрат оператора орбиталь­
ного момента. Энергетический спектр и волновые функции 

ЧЧг) = — !>,(/•) У1т (О, Ф) 
Г 

данной задачи найдены в работах [3, 5]. Здесь мы только отметим, чта 
радиальные волновые функции 

(3) ф», (г) =cnl (r)e-'*.(-r) «+ 1 )iC (\+ 1 ) (-r; х„), 

соответствующие дискретному спектру 

(4) \Еп\=У1-а2/п\ л = 1 , 2 , 3 , . . . , 

можно выразить через полиномы Поллачека [16] 

JV(s;cp) = - ^ ^ ^ ^ ( - ^ , v + ^ ; 2 v ; l - e - 2 ^ ) , 
п\ 

где cni (г) - произвольная i-периодическая функция, En=cos %п, %г£ (О, 
я/2) U (я/2, я) , а г(М — обобщенная степень [ 17]: 

T(-ir+%) . 
Г(-гг) 

Перейдем теперь к рассмотрению динамической группы симметрии 
релятивистской кулоновской задачи. Непосредственной проверкой мож­
но убедиться в том, что следующие 15 операторов: 

Т 2 

(5) T0=rch(iVr)+ish(iVr) + -ir-eiVr, Г4=г, 
2г 

2 ,=rsh(iVr)+«ch(iVr) + т г ^ г , 
2r 

A=n (i-r) ch (* Vr) +nL2 4r eiv'-meiv', 
2r 

M=n(i—r)~in, L, 

Г = - п (i-r) sh (i Vr) -nL 2 i - e ' H m e ' ^ , 
2r 

удовлетворяют коммутационным соотношениям алгебры Ли £0(4, 2) (см. 
приложение). Они действуют на функции ^ ( г ) в пространстве со скаляр-
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ным произведением I Wi* — W2dr и являются эрмитовыми. Эта сово-
" г 

купность операторов и определяет динамическую симметрию задачи. Ин­
вариантные операторы Казимира в данном случае имеют значения 

(6) С2=Ь2+А2-М2-Г2+Го2-Г4
2-Г2=-3, С3=С4=0. 

Множество операторов Д, Aj (i, / = 1 , 2, 3), коммутирующих с Г0, обра­
зуют компактную подалгебру so (А) алгебры so (А, 2). Из (5) в полной 
аналогии с нерелятивистским случаем имеем 

(7) LA=AL=0, L2+A2+l=IY. 

Поэтому собственные функции релятивистской кулоновской задачи, отве­
чающие главному квантовому числу п, образуют базис конечномерного 
неприводимого представления D((n—l)/2, (п—1)/2) алгебры so (А). 
В этом представлении Ь2+А2=?г2—1 и орбитальный момент I принимает 
значения 0, 1, 2 , . . . , га—1. Известно (см., например, [10]), что неприво­
димое лестничное представление группы 50(4, 2) при редукции по ком­
пактной подгруппе SO (А) разлагается на неприводимые представления 
Щ(п-1)/2, (n - l ) /2 ) , n = l , 2 , 3 , . . . . 

Таким образом, как и в случае нерелятивистского атома водорода, все 
состояния дискретного спектра обсуждаемой здесь релятивистской куло­
новской задачи реализуют одно бесконечномерное неприводимое унитар­
ное представление алгебры so (4, 2), определяемое собственными значе­
ниями (6) операторов Казимира. 

Собственные значения гамильтониана Н=Н0—а/г можно определить 
чисто алгебраически с привлечением некомпактной подалгебры so (2, 1) 
алгебры so(4, 2) с генераторами Г0, Г4, Т (ср. с [14, 18, 19]). Оператор 
Казимира этой подалгебры С2'=Г0

2—Г4
2—T7=U в силу сферической сим­

метрии задачи равен С2 '=/(/+1)=Ф(Ф+1), т. е. Ф=/ или Ф=—Z—1. Соб­
ственному значению Ф=—Z—1 оператора С2' соответствуют унитарное 
неприводимое представление D+(—I— 1) и дискретный спектр компактно-
то генератора Г0, ограниченный снизу и равный п=—Ф+пг=пг+1+11 пг= 
-=0, 1, 2, 3 , . . . . Используя явный вид генераторов Г0, Г4, перепишем урав­
нение (1) (после умножения слева на г) в следующей алгебраической 
форме: 

•{8) ( Г 0 - е т 4 - а ) Ч Ч г Н 0 . 

Чтобы решить уравнение (8) стандартным способом [2], рассмотрим от­
дельно случаи, когда |2? |<1и|2? |>1: 

1) в случае | # | < 1 (дискретный спектр) в (8) можно диагонализовать 
компактный генератор Г0 и получить 

(9) ( У 1 ^ 2 Г 0 - а ) ¥==(), Ч?=е*тЧ?, 

где th p=—E, отсюда следует формула (4); 
2) в случае же | £ | > 1 диагонализуется некомпактный генератор Г4, 

имеющий непрерывный вещественный спектр X. В результате приходим 

42 



к уравнению 

(10) [iE^l (sgn E) Г 4 +а] ¥ ' = 0 , W'=eif>'TW, 

в котором thp'=—1/E. Из этого уравнения находим непрерывный спектр 
гамильтониана Н: Ех=±У1+а2/Х2. 

Необходимо подчеркнуть, что в нерелятивистском пределе операторы 
(5) не переходят в соответствующие генераторы динамической алгебры 
so (4, 2) нерелятивистского атома водорода. Генераторы релятивистской 
задачи с нужными нерелятивистскими пределами можно получить из (5) 
с помощью унитарных преобразований. Например, в случае |2?|<1 уни­
тарный оператор, осуществляющий такое преобразование, имеет вид S= 
=в-грГе-гяГо, г д е t n р==__£ Тогда 

To(E)^ST0S'i^(TQ-ET,)1 

( И ) Г 4 ( Я ) - 5 Г 4 £ - ' = Т ( Я Г 0 - Г 4 ) , 
T(E)^STS-l=-~T, L=SLS\ 
A(E)^SAS'^(A-EM), 1 

М (Е) =SMS-l=4 ( £ A - M ) , 

Г (Е) ^STS-^-r, i = (1-Е2) ~ч\ 

3. Найдем теперь чисто алгебраическим методом явный вид решений 
уравнения (1) в случае дискретного спектра. Для этого перейдем к новой 
волновой функции 

(12) | #г, 1>=ип1 (г) =спГ1 (Г) Г (ir) ф„, (г), 

которая удовлетворяет следующему уравнению: 

(13) ВД|М>=аК Z>, 

ht(r) = — {[г<2)+1(1+1)]е"г-е-^г}-Ег. 
Li 

В пространстве функций uni (r) со скалярным произведением 

1щ*и2[г\Т(1г)\*]-Ыг 

О 

генераторы подалгебры so (2, 1) (11) принимают вид 

(14) Г о ( Я ) = ? М г ) , ТЛЕ)=ЕГо(Е)-г/Ъ 

Т ( £ ) = - [ - L Го (E)+Er+ie-iv'\ 

Сначала определим явный вид волновой функции основного состояния 
| 1 , 0> с помощью метода факторизации [20, 21], т. е. представим радиаль­
ный «гамильтониан» hi(r) в факторизованной форме (ср. с [22]) : 

(15) A,(r)=az(o, (з')а + {в, G') + (O/ T ) (o'u.+72), 

где \1=1+1/2, о = ± 1 , а ' = ± 1 . Для операторов аг и at
+ имеем следующие вы-
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ражения: 
(16) я,(а, a')=-J(1/2cthnr) , /2[expO(ax-1/2V r)} + 

+ e ^ 2 ( o f | i - f r ) ] , 
a,+ (a, a') = (V2 cth яг)1'' [ехр H ( a x + 7 2 V r ) } -

Используя вид оператора at
+(o, о') при a = a ' = + l , легко находим, что вол­

новая функция основного состояния, как следует из (15), равна 

(17) |1,0>=e-r*T(l+ir). 

Чтобы определить волновые функции \п, Z> при произвольном п и /, 
необходимо ввести операторы At

+(r) и Lz+(r), повышающие соответствен­
но главное квантовое число п и орбитальное квантовое число I. Очевидно, 
что в качестве At

+(r) можно взять интеграл движения Гь(Е)+(Т(Е) (см. 
приложение). При 1=0 имеем 

[Ло+(г) J"-1 J1, 0>= (л—1)! |тг, 0>. 

Оператор Li
+(r)1 определяемый следующей формулой (ср. с [22]): 

<18) £,+ (r) ht (г) -hl+i (г) V (Г) =0, 

можно выразить через hi (г): 

(19) V ( г ) = 72?2{(Z+1) [Е- (l+ir)e^-ihi(r)}. 

Для нахождения явного вида волновых функций |/г, Z> воспользуемся 
тем, что 

(20) Ll
+(r)e-^r(Hl+ir)=e-^T(l+2+ir)D(r), 

тде оператор 

(21) D(r) =jLlE-Ech(iVr) + — sh(iVr) ) 

действует на полиномы Поллачека следующим образом (см. приложение): 

(22) [ Z ) ( r ) ] » P „ ' ( - r ; x ) = ^ ( - r ; X ) . 
Как теперь легко видеть, из формул (20) и (22) следует равенство 
(23) L<+(r)|rc, Z> = |/z, и-1>. 

Следовательно, произвольное состояние |д, Z> может быть получено дей­
ствием операторов Li+(r) на состояние \п, 0>: 

(24) I ^ Z y - L ^ W L ^ f r ) ...Lo+(r)|nfO>. 

Отметим, что, как следовало ожидать, формула (24) дает \п, Z>=0 при 
1>п. 

4. В настоящей работе мы построили динамическую алгебру релятивистской ку-
лоновской задачи, сформулированной в релятивистском конфигурационном r-пред-
ставлении, в котором генераторы алгебры реализуются в виде конечно-разностных 
операторов. Все дискретные уровни энергии задачи объединяются в один мультиплет 
группы SO (4, 2). 
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Мы также определили чисто алгебраическим методом радиальные волновые 
«функции (24), соответствующие дискретному спектру Еп. При этом использование 
метода факторизации позволило нам легко найти явный вид волновой функции ос­
новного состояния. 

В заключение отметим, что в дальнейшем теоретико-групповой подход [23], ос­
нованный на использовании динамической группы SO (4, 2) релятивистской куло-
новской задачи, будет применен к проблеме описания спектров масс адронов, рас­
сматриваемых как связанные состояния кварков. 

Я благодарен В. И. Манько и Р. М. Мир-Касимову за полезные обсуждения. 

П Р И Л О Ж Е Н И Е 

1. Приведем здесь некоторые сведения из теории некомпактной алгебры 
so (4, 2). Алгебра Ли so (4, 2) является линейным векторным пространством, натя­
нутым на 15 генераторов Ь^=-^ц, |л, v=0, 1, 2, 3, 4, 5, образующих базис и удов­
летворяющих коммутационным соотношениям [6, 14, 24] 

(П.1) [A*v, Lip] = i(gllpLvx+ gvxLpp— g^Lvp— gvpL â,), 

где компоненты метрического тензора goo=g55=-gii=-g22=:--g33==--g44==l. Инвари­
антные операторы Казимира второго, третьего и четвертого порядков имеют вид 

<П.2) С2=ЧгЬ^Ь^, Съ=г^9охЬ^Ь^Ь°\ C^L^L^L^LP». 

В данной работе для генераторов алгебры so (4, 2) используются обозначения 
<i, /, * = 1 , 2, 3) 

Ti = Li5, Го = £о5, Р4==-^45, T=Lito. 

2. Компоненты трехмерных векторов n=r / r и m в сферических координатах за­
писываются в виде 

(П.З) n = (sin О cos ф, sin d sin ф, cos Ф), 

( д вгпф д \ 
cos ф cos О •— I , 

dd sin ft дф / 

( д совф д \ 
sin ф cos Ф + I, mz= — i s ini 

dft sin Ф дхр / 

д 

дф / ' " дЪ ' 

Различные соотношения между векторными операторами n, m и L приведены в [5]. 
3. Вследствие коммутационных соотношений для генераторов (14) действие опе­

раторов Ai+(r) и Ai~(r) на собственные функции |д, I) гамильтониана задается 
формулами 
(П.5) Ai±(r)\n, Z>=(7i=FZ)|w±l, Z>. 

Понижающий орбитальное квантовое число Z оператор Li~(r) получается из 
Li+(r) (19) эрмитовым сопряжением и равен 

Т2 
<П.6) Ll-(r) = —{(l+l)[E+(l + l-ir)eiVr]+ihl(r)}. : 

Li 

Из формулы (23) и соотношения 

(П.7) LrWLi+^^IdthiHr) - (Ш)2] 
следует, что 

<П.8) Li-i (г) |и, Z> = J - ( w
2 -Z 2 ) |и, Z-l>. 

4 -
4. Используя производящую функцию для полиномов Поллачека [16] 

оо 

<IL9) 2 J znpnv(x; q) = (i-zei<*)ix-v(i-ze-i(»)-ix-'>, -
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можно получить следующие полезные формулы: 

(П. 10) ch ( V* j Pn
v(x; ф) = K + h (x; cp) -cos cpPn-i'3 (я; ф), 

( & \ v+Va 

— VxlPn
v(*;cp)=*sinq)Pn-i (*;<p), 

v+'/г 
sh 1(ф+1/2^ж)Рп

у(#; ф ) = г з т ф Р п (#; ф). 
Они приводят к различным соотношениям между полиномами Поллачека и, в част­
ности, к (21). 
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DYNAMICAL SYMMETRY GROUP OF THE RELATIVISTIC 
COULOMB PROBLEM IN THE QUASIPOTENTIAL APPROACH 

Nagiyev Sh. M. 

Dynamical symmetry group of the relativistic Coulomb problem in the 
quasipotential approach is constructed. In the relativistic configurational 
r-representation the raising and lowering operators for the quantum numbers 
n and I are found. The radial wave functions corresponding to the discrete 
spectrum are determined by purely algebraic method. 
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