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Теорема Шаудера–Тихонова в счетно нормированном пространстве

О.Э. Зубелевич

1. Введение. Пусть 𝐸 – отделимое локально выпуклое пространство и 𝐶 – его замкну-
тое выпуклое подмножество. Будем считать отображение 𝑓 : 𝐶 → 𝐶 непрерывным и ком-
пактным. Последнее означает, что существует компакт 𝐾 ⊆ 𝐶, для которого 𝑓(𝐶) ⊆ 𝐾.

Теорема Шаудера–Тихонова формулируется следующим образом.

Теорема 1.1 [1], [2]. Отображение 𝑓 имеет неподвижную точку: существует эле-
мент ̂︀𝑥 ∈ 𝐾 такой, что 𝑓(̂︀𝑥) = ̂︀𝑥.

В частном случае, когда пространство 𝐸 нормировано, эта теорема была ранее получе-
на Шаудером. Доказательство теоремы Шаудера можно найти в монографии Ниренбер-
га [3]. В этой книге доказательство проведено в предположении банаховости 𝐸, однако оно
дословно переносится на случай нормированного 𝐸.

Имеются многочисленные версии теоремы Шаудера–Тихонова, см. например [4]. Свою
наиболее законченную форму эта теорема приобрела в работе [5]. В этой работе теорема 1.1
доказана без предположения локальной выпуклости 𝐸.

Отличительная черта локально выпуклого пространства 𝐸 состоит в том, что его гео-
метрия хорошо описывается в терминах топологически сопряженного пространства 𝐸′.
Это связано с тем, что топологически сопряженные пространства к локально выпуклым
оказываются достаточно большими.

Так, например, если 𝐴, 𝐵 ⊂ 𝐸 – непересекающиеся выпуклые множества и 𝐴 открыто,
то найдется функционал 𝑓 ∈ 𝐸′, который разделяет эти множества, т.е. 𝑓(𝐴)∩𝑓(𝐵) = ∅ [6].

Если топологическое векторное пространство не является локально выпуклым, то сопря-
женное к нему пространство может состоять только из нулевого элемента. Стандартным
примером этого рода является пространство 𝐿𝑝(0, 1), 0 < 𝑝 < 1 [7]. Топология в этом
пространстве (после соответствующей факторизации) задается метрикой

𝑑(𝑓, 𝑔) =

∫︁ 1

0

|𝑓(𝑥)− 𝑔(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥.

В общем случае стандартное доказательство теоремы Шаудера–Тихонова основано на
лемме Цорна. В этом доказательстве лемма Цорна играет принципиальную роль и не
может быть заменена более элеметарными соображениями, даже если 𝐸 конечномерно.

Однако, если заметить, что компакт в счетно нормированном пространстве гомеомор-
фен компакту некоторого нормированного пространства, то теорема Шаудера–Тихонова
для счетно нормированного пространства оказывается следствием теоремы Шаудера о не-
подвижной точке и, в частности, не использует лемму Цорна.

2. Компакты в счетно нормированных пространствах. Для приложений очень
важен частный случай локально выпуклого пространства, в котором имеется счетный базис
выпуклых окрестностей нуля. Так же, как и в общем случае, в случае счетного базиса
топология может быть задана в терминах полунорм, но в этом случае множество полунорм,
задающих топологию, можно выбрать счетным. Такие пространства называются счетно
нормированными. Все отделимые счетно нормированные пространства метризуемы [6].

Введем необходимые определения.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (грант
№ 08-01-00681-a) и программы “Ведущие научные школы” (грант № НШ–8784.2010.1).
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Пусть (𝐸, {‖ · ‖𝑘}𝑘∈N) – отделимое счетно нормированное пространство; {‖ · ‖𝑘}𝑘∈N –
семейство полунорм. Топология в этом пространстве определяется с помощью базиса
окрестностей

𝑈𝑟,𝑖1,...,𝑖𝑘 =
{︁

𝑥 ∈ 𝐸
⃒⃒

max
𝑗=1,...,𝑘

‖𝑥‖𝑖𝑗 < 𝑟
}︁

, 𝑟 > 0, 𝑘 ∈ N,

где 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 – всевозможные наборы натуральных чисел.
В терминах полунорм отделимость 𝐸 означает, что для каждого 𝑥 ∈ 𝐸, 𝑥 ̸= 0, найдется

номер 𝑘 такой, что ‖𝑥‖𝑘 ̸= 0.
Пространство 𝐸 удовлетворяет первой аксиоме счетности, поэтому любое топологиче-

ское понятие в нем может быть эквивалентным образом описано в терминах сходимости
последовательностей.

Определение 2.1. Последовательность {𝑥𝑛} ⊂ 𝐸 называется сходящейся к элементу
𝑥 ∈ 𝐸, если для любого 𝑘 ∈ N

lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖𝑘 = 0.

Например, множество 𝐾 ⊂ 𝐸 компактно тогда и только тогда, когда всякая последова-
тельность из 𝐾 содержит подпоследовательность, которая сходится к элементу 𝐾.

Теорема 2.1. Пусть 𝐾 ⊂ 𝐸 – компактное множество. Существует линейное про-
странство 𝐹 ⊆ 𝐸 , 𝐾 ⊂ 𝐹 , на котором определена норма ‖ · ‖ такая, что вложение

𝜙 : (𝐹, ‖ · ‖) → (𝐸, {‖ · ‖𝑘}𝑘∈N)

непрерывно и является гомеоморфизмом между 𝐾 c топологией, индуцированной нормой
‖ · ‖, и 𝐾 с топологией, индуцированной полунормами {‖ · ‖𝑘}𝑘∈N .

Доказательство. Всякая полунорма ‖ · ‖𝑘 является непрерывной функцией и потому
достигает своего максимума на 𝐾:

𝑚𝑘 = max
{︁

1, max
𝑥∈𝐾

‖𝑥‖𝑘

}︁
.

Рассмотрим систему полунорм

‖ · ‖′𝑘 = 𝑚−1
𝑘 ‖ · ‖𝑘, 𝑘 ∈ N.

Эта система полунорм задает в 𝐸 топологию, эквивалентную исходной. Действительно,
последовательность сходится по полунормам {‖ · ‖′𝑘} тогда и только тогда, когда она схо-
дится по полунормам {‖ · ‖𝑘}.

Определим пространство 𝐹 как линейную оболочку множества 𝐾. Зададим в 𝐹 норму
формулой

‖𝑥‖ =

∞∑︁
𝑘=1

‖𝑥‖′𝑘
2𝑘

.

Поскольку полунормы {‖ · ‖′𝑘} не превосходят на 𝐾 единицы, введенная функция опре-
делена для всех элементов из 𝐹 . И так как пространство 𝐸 отделимо, функция ‖ · ‖
невырождена: если ‖𝑥‖ = 0, то 𝑥 = 0.

Теперь доказательство теоремы вытекает из следующей леммы.

Лемма 2.1. Для любого сколь угодно малого 𝜀 > 0 и любого 𝑁 ∈ N найдется 𝛿 > 0
такое, что если ‖𝑧‖ < 𝛿 , 𝑧 ∈ 𝐹 , то ‖𝑧‖′𝑘 < 𝜀, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 .

Для любого сколь угодно малого 𝜀 > 0 найдутся числа 𝛿 > 0 и 𝑁 ∈ N такие, что если

‖𝑥− 𝑦‖′𝑘 < 𝛿, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾,

то ‖𝑥− 𝑦‖ < 𝜀.
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Докажем от противного первую часть леммы. Предположим, что существуют числа
𝜀 ∈ (0, 1) и 𝑛 ∈ N такие, что для любого 𝛿 > 0 найдется 𝑧 ∈ 𝐹 , для которого верны
неравенства: ‖𝑧‖ < 𝛿 и ‖𝑧‖′𝑛 > 𝜀. Тогда

𝛿 > ‖𝑧‖ >
𝜀

2𝑛
.

Это неравенство противоречиво, если только 𝛿 достаточно мало.
Для доказательства второй части леммы зададимся малым 𝜀 > 0 и выберем 𝑁 так, что

2
∑︀∞

𝑖=𝑁+1 2−𝑖 < 𝜀/2, а затем найдем 𝛿 > 0 из условия 𝛿 < 𝜀/2. Здесь мы используем то, что
для всякого 𝑤 ∈ 𝐾 справедливо неравенство ‖𝑤‖′𝑘 6 1, 𝑘 ∈ N.

Теорема 2.1 доказана.

Если 𝐸 счетно нормировано, то ввиду теоремы 2.1 для доказательства теоремы 1.1 доста-
точно применить теорему Шаудера о неподвижной точке к отображению 𝜙−1𝑓𝜙 : 𝐶′ → 𝐶′,
𝐶′ = 𝐶 ∩ 𝐹 в нормированном пространстве 𝐹 .

Автор признателен проф. М.Ф. Сухинину за полезные обсуждения.
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