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КОМПЛЕКСНЫЙ МЕТОД ВКБ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ХАРПЕРА1 

В. С. Буслаев, А. А. Федотов 

§1. Введение 

1.1. Уравнение Харпера. В этой работе мы изучаем одномерное разностное урав­
нение: 

Ф{Х+ h)+
2^X~h)+cos хф(Х) = Еф(х), (1.1) 

где h — фиксированный положительный параметр. Это уравнение возникло как 
модель для Елоховского электрона в слабом постоянном магнитном поле [Но]. 
Спектр уравнения Харпера (1.1) на Х2(^) оказался очень богатым и оно стало 
одной из наиболее популярных моделей спектральной теории [Ц-Ф-К-С]. В слу­
чае, когда число ^ иррационально, не только характер спектра, но даже и его 
геометрия остаются не понятыми до конца. 
Квазиклассический аспект проблемы. Уравнение Харпера может быть формаль­
но переписано в виде 

I cos — -—Ь cos х I ф{х) = Еф(х), \ г ах ) 
и, таким образом, задача об исследовании его спектра при малых h оказывается 
типично квазиклассической. 

Квазиклассический анализ спектра ад уравнения Харпера был начат физиками, 
см. работы Азбеля [Аз] и Уилкинсона [Wi]. Основные строгие результаты, касаю­
щиеся квазиклассической структуры <7д, были получены Элффером и Шострандом, 
см., например, [H-S, H-K-S]. Используя методы теории псевдо-дифференциальных 
операторов, эти авторы получили тонкие оценки, описывающие геометрическую 
структуру спектра <Jh- Работы Элффера и Шостранда содержат также исчерпыва­
ющий обзор литературы, посвященной обсуждаемой тематике. 

Наиболее интересные асимптотические характеристики спектра уравнения Хар­
пера связаны с величинами, экспоненциально малыми по h при h -» 0. В случае 
обыкновенных дифференциальных уравнений такие величины контролируются с 
помощью комплексного метода ВКБ [Фе]. В этой работе мы развиваем версию 
комплексного метода ВКБ для уравнения Харпера. 

аЭта работа поддержана Институтом Миттаг-Леффлера, Швеция, и, частично, Российским 
фондом фундаментальных исследований. 
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1.2. Комплексный метод ВКБ. С помощью комплексного метода ВКБ строятся 
решения, имеющие простое асимптотическое поведение на некоторых стандарт­
ных, канонических, областях. Программа комплексного метода ВКБ состоит из 
двух пунктов: 

1) описание канонических областей и доказательство существования решений, 
обладающих на них стандартным асимптотическим поведением; 

2) построение базиса из решений, имеющих стандартное асимптотическое по­
ведение на заданной канонической области, и асимптотическое исследование ма­
триц перехода, связывающих базисы, соответствующие соседним каноническим 
областям. 

В этой статье мы выполняем первый пункт этой программы. Исследованию 
матриц перехода и вопросам приложения комплексного метода ВКБ к спектраль­
ному анализу мы планируем посвятить другие работы. 

Спектр уравнения Харпера лежит на интервале [—2,2] и симметричен относи­
тельно точки 0. Поэтому для спектральных приложений достаточно рассматривать 
случай О ^ Е ^ const. 

1.3. Основные результаты работы. 

Канонические области. Геометрия канонической области для уравнения Харпера 
не может быть предсказана неплсредственно: она тесно связана с процедурой 
построения аналитических решений, обладающих стандартным асимптотическим 
поведением. 

Все геометрические конструкции комплексного метода ВКБ могут быть описа­
ны в терминах комплексного импульса p{z), определяемого соотношением 

cos p(z) + cos z = E. 
Рассмотрим односвязную область К с С, не содержащую точек ветвления p(z). На 
такой области можно фиксировать непрерывную ветвь импульса. Будем называть 
К канонической областью, если при подходящем выборе ветви р через любую точ­
ку z G К можно провести кривую j z С К, идущую от —гоо до -f гоо, пересекающую 
линии Im z = const под ненулевыми углами, и такую, что вдоль нее величина 

z 

Imf / pdz J 
7 

монотонно убывает, а 
2 

Im( / (р + w)dz ] 
7 

монотонно возрастает. 
Отметим, что в случае обыкновенных дифференциальных уравнений канониче-

z 
ские области описываются только в терминах интеграла J pdz. 

7 
Три важных канонических области изображены на рис. 2, 3 и 4. Другие кано­

нические области получаются из них сдвигами на 27г, отражениями относительно 
точки 0 и относительно вещественной оси z. 
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Аналитические решения. Будем говорить, что функция ф{г) является решением 
разностного уравнения в области D комплексной плоскости, если ф(г) определена 
на Д и удовлетворяет уравнению при всех значениях переменной z, когда все 
объекты, входящие в уравнения, определены. В частности, функция ф является 
решением уравнения (1.1) в области D, если она определена на D и удовлетворяет 
уравнению при всех z - %,z,z + % е D. 

Рассмотрим область А, получаемую из канонической области удалением 6-
окрестности границы. Справедлива теорема: 

Теорема. При достаточно малых h уравнение (1.1) имеет решения ф±, аналити­
ческие на А и имеющие асимптотические представления: 

ехр(±т- V pdz) 
фф) = -2^ьЦ^{1 + ОШ zeA. (1.2) 

Ветвь импульса в формуле (1.2) может быть выбрана произвольно. Оценка погреш­
ности равномерна по z. 

В этой работе мы доказываем теорему для канонических областей, изобра­
женных на рис. 2 и 3, и областей, получаемых из них упомянутыми сдвигами 
и отражениями. Доказательство для канонических областей, связанных с рис. 4, 
требует лишь небольшого количества новых идей, но существенно усложняется 
технически. Мы планируем посвятить ему отдельную работу. 

Можно показать [B-F], что решения, описанные в теореме, образуют базис в 
пространстве решений уравнения Харпера — двумерном модуле решений с h-
периодическими коэффициентами. 

В случае обыкновенных дифференциальных уравнений один из способов доказа­
тельства теорем существования комплексного метода ВКБ связан с исследованием 
уравнения Риккати для логарифмической производной решения, см. [Si]. Этот спо­
соб приводит к исследованию нелинейного уравнения с оператором Вольтерра. Ре­
шение этого уравнения строится с помощью принципа сжимающего отоброжения. 
В случае уравнения Харпера мы начинаем с исследования нелинейного уравнения 
для разностного аналога логарифмической производной, y>(z) = \пф{г + К)—\пф(г). 
Из-за нелокальности уравнения Харпера вместо оператора Вольтерра нам прихо­
дится изучать уравнение с оператором, имеющим гораздо более сложную кон­
струкцию. 
Структура работы. В §2 мы описываем основные геометрические конструкции 
комплексного метода ВКБ для уравнения Харпера: линии Стокса и канонические 
области. Часть опущенных здесь элементарных доказательств может быть найдена, 
при необходимости, в [B-F]. 

В §3 мы формулируем и доказываем теорему о существовании аналитических 
решений, имеющих стандартное асимптотическое поведение на заданной канони­
ческой области. 

§2. Геометрические конструкции комплексного 
метода ВКБ для уравнения Харпера 

2.1. Комплексный импульс. Уравнение Харпера можно рассматривать как псевдо-
дифференцйальное уравнение с символом cosp + cosx. Мы определяем комплекс-
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ный импульс соотношением 
cos p(z) + cos z = E. (2.1) 

Исследуем аналитические свойства импульса. Как указывалось во Введении, мы 
предполагаем, что 0 ^ Е. Уравнение (2.1) может быть решено явно: 

p(z) = 1 ]n(v(z) + y/v*(z) - 1), (2.2) 
где 

v(z) = Е — cosz. 
Все конечные точки ветвления p(z) описываются уравнением 

v(z) = ±1. 
Рассмотрим точки ветвления, лежащие в области —п < Rez < п. При Е ф О и 
Е ф2 здесь находятся четыре точки ветвления. 

При 0 < Е < 2 они описываются формулами z' = ±а, где а = arccos(£ — 1), и 
z = ±ib, Ь = arccosh(22 + 1). При Е - + 0 и £ - ^ 2 происходит слияние пар точек: 
при Е —> О 

& —• 0 , а —> 7г, 

а при Е —у 2 
а -> 0. 

В случае Е > 2 все четыре точки ветвления лежат на мнимой оси: z = 
±iarccosh(J£ — 1) и z = ±iaxccosh(E -f 1). Точки z = ±iarccosh(E — 1) сливают­
ся в одну при Е —> 2. 

Точки ветвления, лежащие вне области — п < Rez < 7г, получаются из описанных 
при помощи трансляций: z н-* z -f 27гА;, А: = ±1, ±2 , . . . 

Пусть if — односвязная область, и пусть внутри нее нет точек ветвления. Обо­
значим через p0(z) одну из ветвей импульса, непрерывных на К. Все остальные 
ветви, непрерывные на К, связаны с р0 соотношениями: 

p±(z) = ±po(z) + 2irn, (2.3) 
тг е Z. 

Исследуем поведение импульса при больших | Im z\. Следующая лемма вытекает 
непосредственно из формулы (2.2). 

Лемма 2.1. Пусть у = lm z. Тогда при \у\ -* оо 
p(z) = ±(z - тг) + 2пк + 0(е"1у1). (2.4) 

Знаки ± и целое число к зависят от выбора ветви р. Оценка погрешности равно­
мерна по Re z. 

Непосредственно из этой леммы вытекают два следствия. 

Следствие 2.2. Существует положительная константа С такая, что 
-С + \у\<\ lmp(z)\ < С + |у|, у = Imz. 

Пусть Vs обозначает ^-окрестность конечных точек ветвления. 
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Следствие 2.3. Для любого положительного 8 существует положительная кон­
станта С (8) такая, что для z e С \ V?> 

\p\z)\^C{8), \p"(z)\^C(6)e~M. 
2.2. Линии Стокса. Интеграл Jpdz имеет те же точки ветвления, что и импульс. 
Пусть z* — одна из точек ветвления. Рассмотрим кривые, начинающиеся в z* и 
описываемые уравнением 

Im [(P(z')-p(z,))dz=0. (2.5) 

Мы называем эти кривые линиями Стокса, начинающимися в 2*. Из (2.3) следует, 
что определение линий Стокса не зависит от выбора ветви p(z) в (2.5). 

Пусть Е > 0 и Е ^ 2. В этом случае в каждой точке ветвления начинается 
по три линии Стокса. Углы между ними в этой точке равны Ц-. Некоторые из 
линий Стокса конечны: они соединяют пары точек ветвления; некоторые из линий 
Стокса бесконечны: они уходят от конечных точек ветвления на бесконечность. 
Асимптоты бесконечных линий можно описывать с помощью леммы 2.1. 

Точки z* и Z++2-K являются одновременно точками ветвления. Соответствующие 
линии Стокса отличаются сдвигами на 2ъ. Характер линий Стокса при — 2 < Е < 2 
в области -7г < Rez < ж соответствует рис. 1. 

2>Е>0 -2<Е<0 

Рис. 1. Линии Стокса. 

Рассмотрим точку ветвления а, показанную на рис. 1, а. Две из линий Стокса, 
начинающихся в ней, уходят к ±гоо и имеют асимптотой линию Rez = п. Одна 
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из линий Стокса, начинающихся в а, конечна, она идет по вещественной оси. 
Все линии Стокса, начинающиеся в точке г 6, бесконечны. Одна из них уходит на 
бесконечность вдоль мнимой оси. 

2.3. Канонические области. Понятие канонической области является главным и 
наиболее сложным геометрическим понятием комплексного метода ВКБ. Его ис­
точник тесно связан с построением аналитических решений, имеющих стандарт­
ное асимптотическое поведение на комплексной плоскости. 

Будем называть гладкую кривую 7 С С вертикальной, если она пересекает линии 
lm z = const под ненулевыми углами и идет из — гоо в +гоо. 

Фиксируем ветвь импульса, непрерывную на j . Будем называть 7 канонической 
кривой, если вдоль нее величина 

z 

Imf pdz\ 
7 

монотонно убывает, а 
2 

Im([(p + Tr)dz) 
1 

монотонно возрастает. 
Пусть К — односвязная область, не содержащая точек вевления. На такой обла­

сти можно фиксировать непрерывную ветвь импульса. Будем называть К канони­
ческой областью, если при подходящем выборе этой ветви К оказывается объеди­
нением канонических кривых. 
Основные канонические области. Пространство решений уравнения Харпера ин­
вариантно относительно трансляций }(х) •-• / (я + 27т), отражений f(z) »-» f(—z) и 
f(z) н-> /(z) . Это позволяет обсуждать подробно только три канонические области. 
Мы будем обозначать их через К1, К2 и К3. „Портреты" этих областей для разных 
значений Е показаны на рис. 2-4. 

Границы К1, К2 и К3 состоят из отрезков линий Стокса. Область К1 существует 
при 0 < Е < 2, область К2 существует при 0 < Е, область К3 существует при 
—2 < Е < 2. Эти области оказываются объединением канонических кривых, если 
фиксировать на них непрерывные ветви импульса условиями: 

p(z) ~ z — 7г, z —У гоо, z E К1 (2.6) 
и 

p ( z ) ~ z - 7 T , z-+ -гоо, z E К2,К3. (2.7) 

Доказательство каноничности К1, К2 и К3 следует из рассмотрения семейств 
кривых Refzpdz = const и Re/Z(p + n)dz = const внутри этих областей. Для К1, 
К2 и 0 < Е < 2 эти доказательства описаны в [B-F], раздел 3.5. В остальных 
случаях доказательства аналогичны. Мы опустим элементарные детали. 

При 0 < Е < 2 можно рассматривать объединение областей К1, К2 и К3. Это 
односвязная область. Ветви импульса, фиксированные условиями (2.6) и (2.7), 
объединяются в единую ветвь, непрерывную на этой области. В дальнейшем, ра­
ботая с К1, К2 и К3 и их подобластями, мы будем обозначать через p(z) ветвь, 
фиксированную в (2.6) или (2.7). 
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Рис. 2. Область К1. 

Рис. 3. Область К2. 

2.4. Допустимые области. Пусть К С С — каноническая область. Обозначим через 
дК ее границу. Пусть 8 — фиксированное положительное число. 

Будем называть область 

A = {zeK\&st(z,dK)>8} 
допустимой подобластью, соответствующей 6. 

Всюду в дальнейшем мы будем предполагать, что h и 6 достаточно малы для 
того, чтобы уравнение (1.1) имело смысл в данной допустимой подобласти. 
5 Алгебра и анализ. 1994. Т. 6. № 3. 
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Рис. 4. Область А'3. 

Основное свойство допустимой подобласти. 

Лемма 2.2. Пусть К — одна из основных канонических областей, К1, К2 и Кг. 
Фиксируем S > 0. Рассмотрим соответствующую допустимую подобласть А Для 
достаточно малого положительного е существует каноническая область Ке и 6' > 
0 такие, что 

1) 
АсК£сА', . 

где А' — допустимая подобласть, соответствующая 8'\ 
2) для любой точки z е К£ существует кривая j z , z e yz С К£, вдоль которой 

а(С) > е, (2.8) 
С 

ds Im 
( / ' * ) 

< -£ (2.9) 

ilm{J(p+w)dz) > е. (2.10) 

В (2.8) а(С) обозначает угол между ^2 и линией lm z = const в точке ( £ j z ; в 
(2.9)-(2.10) ds обозначает элемент длины кривой j z . 

§3. Теорема существования 

Во всех доказательствах и формулировках этого раздела мы обозначаем буквой 
С константы, не зависящие от z и h. 
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3.1. Основные формулировки. Фиксируем положительные Е и S. Пусть А — допу­
стимая подобласть канонической области К, a. z0 E А — некоторая фиксированная 
точка. 

Теорема 3.1. При достаточно малых h, h < hQ(E, S), уравнение (1.1) имеет решения 
ф±, аналитические на А и имеющие асимптотические представления: 

exp(±f f pdz) 
фф) = -^^-*Цц^(1 + ош zeA. (3.1) 

Оценка погрешности в (3.1) равномерна по z. 

Как указывалось во Введении, мы доказываем эту теорему только для канониче­
ских областей, соответствующих рис. 2 и 3, и канонических областей, получаемых 
из них сдвигами на 2п, отражениями относительно точки 0 и относительно веще­
ственной оси z. 

Поскольку функции ф(г) и е2пг2^ф(г) одновременно являются решениями урав­
нения Харпера, то для доказательства теоремы достаточно рассматривать только 
одну фиксированную ветвь p(z) в (3.1). Далее, так как ф(—г), ф(27г + г) и ф(1) тоже 
являются решениями, достаточно доказать теорему для областей К1 и К2. Мы 
будем рассматривать только эти области и всегда будем говорить о ветви p(z), 
фиксированной в (2.6) или (2.7). 

Доказательство теоремы основано на исследовании нелинейного уравнения 

= v(z), v(z) = Е — cosz. (3.2) 

Решение этого уравнения может рассматриваться как разностный аналог лога­
рифмической производной решения уравнения Харпера. Действительно, если <р 
удовлетворяет (3.2), то решение уравнения 

<p(z) = In ф(г + h) - In ф(г) (3.3) 
удовлетворяет (1.1). 

Естественно ожидать, что уравнение (3.2) имеет решение, близкое к ip(z). Сфор­
мулируем точное утверждение. Пусть К€ — область, соответствующая А в смысле 
леммы 2.4. Положим 

(-p{z), ACK\ 
I p(z), А С К2. 

Лемма 3.2. В условиях теоремы уравнение (3.2) имеет решение, аналитическое на 
К€ и имеющее представление: 

<p(z) = ip+(z) + g(z), (3.5) 
где g — функция, удовлетворяющая оценке 

\g(z)\^ Che-M, y = 1mz, z e Ke. (3.6) 

Замечание. С помощью леммы 3.2 мы построим одно из решений, описанных 
в теореме 3.1. Второе решение удается сконструировать из первого с помощью 
дополнительных элементарных соображений. 
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3.2. Начало доказательства леммы о нелинейном уравнении. 

Линеаризация. Подставим представление ip(z) = ip+(z) + g(z) в уравнение (3.2). 
Результат может быть записан в виде 

e'>+<"+*>ff(* + h-) - e-*+<*-*>p(* Л) = r(z + '£) + K[g}(z), (3.7) 

где 
r(z) = е-^ + ( г ) - e-'>+( r-A», (3.8) 

И 

JC+lg}(z) = e^\l+g(z)-e^), (3.9) 

/C-[y](2r) = e - > + ^ > ( l - ^ ) - e - ^ ) . (3.10) 

Классы аналитических функций. Для исследования (3.7) мы вводим специальные 
классы аналитических функций. Обозначим через A / i(/\£) множество функций, 
аналитических на Ке и удовлетворяющих оценке: 

| | / | |м=8ир| / ( г)е"1»1|<оо 

с некоторым положительным фиксированным //. 
Следующая лемма доказывается стандартным образом. 

Лемма 3.3. Множество А^(К£) с нормой ||.||м образует банахово пространство. 

Для доказательства леммы 3.2 достаточно показать, что уравнение (3.7) имеет 
решение д, принадлежащее Ai(A%) и удовлетворяющее оценке: 

\\9\\г ^ Ch. 

Наблюдение. Выбор описанных классов аналитических функций связан со следу­
ющим наблюдением. 

Лемма 3.4. В канонических областях К1 и К2 

\eip+(z)\^Ce^ (3.11) 

и 
|е-*+ ' (*>|<Се-М, (3.12) 

где у = Imz. 

Доказательство. В рассматриваемой канонической области К функция lmp(z) 
имеет одинаковые знаки при у —• ±оо. Вместе с определением р + , (2.6)-(2.7) и 
леммой 2.1 это означает, что lmp+(z) = -\у\ + 0(е~М) при у -> ±оо. Так как p(z) 
ограничено в любой ограниченной части К, это ведет к оценкам (3.11), (3.12). • 

Из (3.7)-(3.10) ясно, что оценки леммы 3.4 играют важную роль в анализе 
уравнения (3.7). В частности, на оценке (3.12) основано следующее утверждение. 
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Лемма 3.5. Для достаточно малых h г e А\ и 
1И|,=0(/»). (3.13) 

Доказательство. Пусть z е Л\, и пусть // достаточно мало, так чтобы с, z — // е К 
и чтобы при ( £ [~ — /*, z] была применима оценка следствия 2.3. Тогда с помощью 
(3.12) получаем: 

\r(z)\ = | e - ' | , + ( s ) - f-</'+(~-'<)| <: ш а х \e-ll)+{0(p+)'(0\h 

^ Che-M max |(p+)'(C)l ^ С/гг"1»1, 
что и требовалось доказать. • 
3.3. Операторное уравнение. Рассмотрим уравнения: 

'>+<*+*>«_(г + J ) - C - " + <=-T>«_( , - J ) = Ь(= - J ) (3.14) е 

е*+^аф + | ) " C - i ' + ( - * ) « + ( = - £) = Ь(-- + | ) . (3.15) 
Следующее утверждение является центральным для доказательства леммы 3.2. 

Предложение 3.6. При фиксированном fi и достаточно малых h существуют два 
линейных ограниченных оператора С±, 

£+ : Afl(Ke) -> А„(К£), 
£_ : АД/Се)->Ам_2(Л'е) 

таких, что для Ь Е АДЛ^) функция С+Ъ является решением уравнения (3.15), а С-Ь 
удовлетворяет (3.14). Нормы операторов С± оцениваются константой, независя­
щей от h. 

Мы начинаем конструировать £± в разделе 3.3, а здесь покажем как доказать 
лемму 3.2 при помощи сформулированного утверждения. 

Рассмотрим уравнение 
g = R + M\gl (3.16) 

где 
R = £ + r , M[g] = £_£_[</] + £+£+[</]; 

нелинейные операторы АС± были определены формулами (3.9) и (3.10). 

Лемма 3.7. Для достаточно малых h: 
1) уравнение (3.16) — корректное уравнение в А\(Ке)\ 
2) Если g e А\(Ке) — решение операторного уравнения (3.16), то оно удовлетво­

ряет также уравнению (3.7). 
Доказательство. Корректность.(3.16) в классе Ai(A'€) следует из диаграммы: 

A 1 ( / v £ ) ^ > A 3 ( K £ ) - ^ A 1 ( X £ ) , 
(1) (2) 

А^К,) ^ А,{К£)-^ А,{Ке\ (3.17) 
(3) (4) V ' 

г е А ^ / ^ - ^ д е А,(#е). 
(5) (6) 
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Корректность линий (1), (3) этой диаграммы мы проверим в лемме 3.8, вклю­
чение (5) было установлено в лемме 3.5, линии (2), (4) и (6) могут быть проведены 
как результат предложения 3.6. 

Пусть д е Ai(Ke) r- решение операторного уравнения (3.16). Очевидно, что оно 
является решением нелинейного уравнения (3.7). Действительно, если 

Та = е*+<*+*>а(* + - ) - е"'+<*-*>а(* - - ) , 
v 2 2 

то, используя предложение 3.6, мы можем написать: 
Т(д) = T(R + М[д\) = Ф + \) + £-Ы(* - \) + K+[g]{z + £). . 

Теперь проверим корректность линий (1) и (3) диаграммы. 

Лемма 3.8. Пусть / e Ai(Ke). Тогда 
£_[/] G А3(А'г), 

||К-[/]||з < Се»"Ч|/||? 
и 

K.+II] е А,(К€), 
||АСЛЯ||1 < СеИ/И'Н/Н?. 

Доказательство. Используя определение /С+, (3.9) и оценку (3.11), получаем для 
z е К: 

\tC+[f}(z)\ < Се'»1|(1 + f(z) - е'<2>)| ^ Ct^\f{z)\2e^^ 
^СС-1'"||/(г)||,2

С11«*)«'.' 
Аналогично с помощью (3.10) и (3.12) проводим выкладку: 

|К_[/](*)1 ^ Се-"»1|(1 - f(z) - е-'<*>)| ^ Ce~^\f(z)\2e^^ 
<Ce-3M\\f{z)\UW"b. 

Это доказывает лемму. • 
Проверив (3.17), мы завершили доказательство леммы 3.7. • 
Мы свели уравнение (3.2) к операторному уравннию (3.16). Его решение может 

быть сконструировано стандартным применением принципа сжимающего отобра­
жения. 

3.4. Сжимающие свойства отображения / ь-> R + M[f]. Из леммы 3.5 и предло­
жения 3.6 следует, что норма функции R = C+r удовлетворяет оценке 

\\R\U ^ РК 
где р — константа, не зависящая от h. 

Лемма 3.9. Для достаточно малого h отображение f *-+ R + M[f] является сжи­
мающим в шаре 

ll/lli ^2ph. (3.18) 
Коэффициент сжатия А удовлетворяет оценке 

А ^ Ch. 

file:////R/U
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Доказательство. Покажем сначала, что исследуемое отображение переводит шар 
(3.18) в себя. Пусть / принадлежит этому шару. При помощи предложения 3.6 и 
леммы 3.8 получаем 

||Я + MU\\\i ^ \\Щ\ + IK-K-[/]lli + l|£+K+[/]lli 
^ph + \\C-\\\\lC-[f\h + \\C+\№+[f\h 
^ ^ + C(| |£-| | + ||£+||)ell/«4|/||i2 

<ph + 4p2h2C(\\C-\\ + \\C+\\)e2>h. 

И, таким образом, для достаточно малых h 
цд + л < [ / ] | | 1 5 2 А 

Проверим сжимающие свойства. Пусть / , / принадлежит шару (3.18). Очевидно, 
\\(R + M[f})-(R + M{f))\U 

< \\C-№-[f\ - K-[f\b +J|£+||||AC+m - IC+lf\h- (3-19) 
Величины ||£_[/] —/С_[/]||з и ||/C+[/] —/C+[/]||i могут быть оценены с помощью 
(3.11), (3.12): 

\K-\f\ - K-\f\\ < Се-1»1|(/(г) + е- / ( г>) - (/(г) + е~^)\ 
'<Ce-3MMeM\\f-f\\u 

где М = тах(| |Л| 1, | | / | | i ) . Аналогично 
|£+[ / ] - )C+[f}\ < Се1»1||(/(г) - е'<*>) - (/(*) - е ' » ) | 

< С е - 1 » 1 м е м | | / - / | | , . 
Таким образом, 

\\K4f}-IC-[f}h^CMeM\\f-f\U 

\\JC+[f}-fC+{f}h^CMeM\\f-f\U. 
Подставляя эти оценки в (3.19) и принимая во внимание, что М ^ 2ph, мы завер­
шаем доказательство леммы 3.9. • 

Применяя принцип сжимающего отображения к ( 3.16), мы доказываем суще­
ствование решения (3.5) нелинейного уравнения (3.2). 

Нам „осталось" построить операторы С± и доказать предложение 3.6. Для это­
го нам потребуется информация о поведении решений простейших разностных 
уравнений первого порядка на комплексной плоскости. 
3.5. Разностные уравнения первого порядка на комплексной плоскости. Пусть D 
— область на комплексной плоскости и w — некоторая функция, аналитическая 
на D. Рассмотрим уравнение 

u(z+^)-u(z-^) = w'(z). (3.20) 
Здесь h — некоторое фиксированное вещественное число, достаточно малое, чтобы 
это уравнение имело смысл в области D. 

Пусть D обладает следующими свойствами: 
1) для любой точки z Е D существует вертикальная кривая 7«, удовлетворяющая 

условию (2.8) и z Е уг С D\ 
2) две любые вертикальные кривые, лежащие в D, гомотопны в D. 

file:///K-/f/
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Лемма 3.10. Пусть D удовлетворяет условиям (1) и (2), и пусть 
2 Ч У 1 

1 + \УГ 
Тогда 

и{г) = ш?1 cosH^) (3-22) 
lz 

является аналитическим решением уравнения (3.20) на D. 

Доказательство. Заметим, что вдоль любой вертикальной кривой \dz\ ^ Л, \dy\, 
у = Imz, где е константа из условия вертикальности (2.8). Эта оценка вместе с 
оценкой (3.21) влечет сходимость интеграла в (3.22). Та же оценка вместе с усло­
вием гомотопности (2) гарантирует, что интеграл в (3.22) не зависит от выбора 
вертикальной кривой yz, z G j z C D и что функция u(z) аналитична на D. 

Чтобы проверить, что и удовлетворяет (3.20), мы пользуемся теоремой о выче­
тах: 

u ( z + b ) = JL_ f " « К * f ЧС)<*С dc 

"i,+b v A ' %+4 v h 

— I 2ih? J -f — Kes^=z 
^ сов» ( S ^ p S i ) ^ c o s ^ ^ F ^ ) 

= u(z~ 1}) + W\Z)- • 

Другие контурные интегралы. Рассмотрим вместо (3.20) уравнение 

u(z+±)-u(z-±) = W(z). (3.23) 

Предположим, что функция W аналитична в области D, удовлетворяющей усло­
виям (1), (2). Пусть также W удовлетворяет, например, оценке 

\W(z)\ ^Ce>\ y = Imz, 
где С и / ? — положительные константы, 0 < /3 < 2-к. Интеграл 

^ = ̂ /М^Ь'Ьск (324) 
lz 

аналитичен в D. При помощи теоремы о вычетах мы проверяем, что он является 
решением уравнения (3.23): 

, h h 

= 2т Resc=z | ± f tg f * ( * +
h * ~ ° ) + i\ W{C)\ = W(z). (3.25) 

Мы используем эти идеи в разделе 3.5. 
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Полезные оценки. В дальнейшем, работая с интегралами (3.22) и (3.24), мы будем 
использовать следующие оценки. 

Лемма 3.11. Пусть у — вертикальная кривая, О е j . Вдоль нее 
dz . ^ С И ^ е - ^ Ы ; (3.26) 

V h ) | 

h(-(¥)-oi«i*i{r'-;;i ^ 
где 

у = lm z 
и С — некоторая положительная константа, зависящая только от е из условия 
вертикальности (2.8). 

Доказательство. Пусть \у\ ^ 1. Существует положительная константа С такая, что 
|cosz|2 ^Се 2 ' у | (3.28) 

Je-У, у > 1 , 

11, У < - 1 -
\tgz-i\^C\ , _ \ (3.29) 

Пусть \у\ ^ 1. Заметим, что 
|cosz| = cos (х) -f sinh (у), z = х + iy. 

Благодаря (2.8) вдоль 7 
W<ctge|y| , 

и поэтому 
| cosz \>C(e\ zey, | у | < 1 . (3.30) 

Оценки (3.28)-(3.30) вместе с очевидным неравенством 

sm(e; 
влекут доказательство леммы. • 

3.6. Почти-действие. Пусть функция 9(z) является решением уравнения 

*(* + £ ) - *(* - \) = Р+(* + \) + Р+(* - \)- (з-31) 
Подстановка 

аф) = e-i$MX±(z) 
сводит уравнения (3.14) и (3.15) к простейшим разностным уравнениям первого 
порядка: 

и 
Х-(* + \) - Х-{* - \) = е^'-^^-Щг - \). 

/ Фунвция в играет важную роль в конструкции операторов £±. Исследуем ее. 
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Предложение 3.12. Пусть z0 е Ке — фиксированная точка. Для достаточно ма­
лых h уравнение (3.31) имеет решение, которое аналитинно на Ке и обладает 
следующим асимптотическим представлением: 

Z 

e(z) = ljp+dz + 0(h), (3.32) 

У = 1Ш2Г, Z € Ке. 

Оценка погрешности в (3.32) равномерна по z. 
Доказательство. Пусть Vs> — б'-окрестность точек ветвления. В соответствии с 
леммой 2.4 существует некоторое S1 такое, что Ке П Vs* = 0. Пусть h будет доста­
точно мало, чтобы ^-окрестность Ке не пересекалась с V(y). 

Рассмотрим вспомогательное уравнение 

w(z + | ) - w(z - £) = (р+)»(* + ±) + (p+)'(z - | ) . (3.33) 

Правая часть в (3.33) аналитична на Ке. Поскольку 
1Р(*Ж<?0 + М, *<=£,, 

см. следствие 2.2, эта правая часть удовлетворяет условиям леммы 3.10. Поэтому 
аналитическое решение (3.33) может быть построено в форме: 

(\ * /(Р+(С + | ) + Р + ( С - | ) Ь , с „ , ™ 

где 7z — каноническая кривая, удовлетворяющая условиям (2.8)-(2.10), z e <yz с 
К€. 

Исследуем асимптотику w при малых h. Формула (3.34) может быть переписана 
в виде 

2 
w(z) = т-р+(г) + u>i(z) + ^г(^), (3.35) 

где 
Wl W = 2 ^ У cos* ( * * ) <*С ( 3 3 6 ) 

7* V Л 7 

Оценим wi(z). С помощью следствия 2.3 можем написать 

Р + « + £) + Р + (С-^ ) = 2р+(С) + Ж ) . (3-38) 

1 Ж Ж CiA2e-'»i, »/ = im<, <etfe. (339) 
Подставляя (338) в формулу для и>ь имеем 



КОМПЛЕКСНЫЙ МЕТОД ВКБ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ХАРПЕРА 75 

Используя здесь оценки (3.39) и (3.26), продолжаем следующим образом: 
оо 

\wi(z)\ ^ С2 / dr]t~ * *'" е"^', y = lmz. 
— ОО 

Очевидно, — Ы ^ | у — rj\ — |у|, и поэтому для достаточно малых h 
KOOI^Cafte-W,- z£K€. (3.41) 

Оценим w2(z). С помощью следствия 2.3 устанавливаем: 
P+(0=P+(z) + (p+)'(z)(<;-z) + h2p(z,0, С е т , , (3.42) 

|р(г,С)|^С(у,Ч) , (3.43) 
где 

{ е *, п > у, 
у > 0 (3.44) 

е ' , г/ < у, 
и 

C(y,i/) = c { C ; , ? < У ' у < 0 . (3,45) 
Подставляя (3.42) в (3.37) и используя (3.26), (3.43), получаем 

оо 

— оо 

Подставляя в правую часть этой оценки формулу для C(y,rj), имеем после эле­
ментарных вычислений 

М * ) | ^ СДе-М, z G А%. (3.46) 
Принимая во внимание оценки для w\ и w2, получаем для w(z) 

w(z) = ^р+(г) + О (Ле-^1) . 
Чтобы завершить доказательство, покажем, что решение уравнения (3.31) можно 
построить по формуле 9{z) = Jz w(z) dz. Для этого достаточно убедиться, что 

го + Л/2 

/ w(z) dz - p+(z0 + h/2) - p+(z0 - h/2) = С 
zo-h/2 

и что константа С равна нулю. Первое следует из уравнения (3.33) для функции 
w(z). Равенство С = О устанавливается, если в обсуждаемой формуле устремить 
z0 к гоо и воспользоваться полученным представлением для w(z). • 

Коль скоро функция в сконструирована, уравнения (3.14) и (3.15) могут быть 
исследованы в деталях. Это будет сделано цри помощи интегрального оператора, 
описываемого в следующем разделе. 
3.7. Оператор С. По определению p+(z) = &p(z), где о — +1, если К£ с К2, и 
а = - 1 , если Ке С К1. Определим оператор С формулой 

'Щ°№<К, (3.47) "«•^•'""/"^И 
Чг 

где 7* ~ каноническая кривая, удовлетворяющая условиям (2.8)-(2.10), z G 7 z C 
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Предложение 3.13. Для достаточно малых h: 
1) формула (3.47) корректно определяет оператор С на А^(К£), 

С : AM(tfe) - A„(tfe); 
2) э/тюга оператор ограничен и его норма может быть оценена константой, не 

зависящей от h\ 
3) функция F(z) = (£f)(z), f e Ар(Ке), является решением уравнения 

e"<*+*>F(s + £) - e"<*-*>F(* - £) = е"<*>f(z). (3.48) 

Доказательство. Доказательство основано на предложении 3.12 и лемме 2.2. Ис­
пользуя предложение 3.12 и определение р + , получаем 

С л С 

0(C) - 0(z) = j-[p+dz + 0(h) =*£ fpdz + 0(h) (3.49) 
z г 

с равномерной оценкой погрешности. Поэтому для достаточно малых h 

|е.-('(С)-*(*»| ^ 2 е х р ( - у Im jpdz\ (3.50) 
z 

Заметим, что 
1/юк imue-"H, i? = imc. (3.5i) 

Теперь сконцентрируемся на случае а = +1. Используя неравенства (3.50), (3.51) 
и (3.27), можно оценить подынтегральное выражение в (3.47): 

^j\\Jb\dr,\e-^J{z,Q, (3.52) - e - ^ ) [ t g ( ^ ^ ) + l a ] e ^ ) / ( C ) r f C 

где 

J(z,C) = e X p ( - | l m y p d z ) { j " * ( , ' " ' > ' " > V ' (3.53) 
Z 

И 

у = \mz. 
Проверим, что 

J ( s , 0 O - * l » - , H , (3.54) 
где е — константа из (2.9)-(2.10). Пусть rj > у. В этом случае перепишем формулу 
для J(z,Q в виде 

J(zrQ = exp(-~ Im I(p + 7r)dz). 
Z 

Но из (2.10) следует, что 
С 

1т (р + 7г) <fz ^ е(т? - у). 
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Если т] < у, то 

J(*,C) = exp f - Im pdz). 
С 

И из (2.9) следует 
Z 

Im / pdz ^ -e(y -rj). 
С 

Это доказывает (3.54) в случае, когда а = 4-1. 
В случае а = — 1 подынтегральное выражение в (3.47) оценивается аналогичным 

способом. Вместо (3.53) получается 

J(*,C) = e x p Q l m y p ^ j | e : ^ _ ^ ^ (3.55) 
Z 

Как и в случае а = +1 при помощи (2.9)-(2.10) проверяется, что J(z,() удо­
влетворяет оценке (3.54). Таким образом, в обоих случаях левая часть в (3.52) 
оценивается выражением 

f ||/IUe-"l'le-*l»-'l \dr,\. 
Поэтому интеграл в (3.47) сходится и 

оо 

\(Cf)(z)\ ^ jWfW, J е~^е-^У-"\ dr,. 
— оо 

Поскольку —\т]\^\г} — у\ — \у\, получаем окончательно 
\Cf\ ^ C||/||Me-"l»l, (3.56) 

Можно видеть, что интеграл в (3.47) не зависит от выбора канонической кри­
вой 7z, 2 е 7г С К€, и что функция Cf аналитична на Ке. Вместе с (3.56) это 
доказывает утверждения (1) и (2) предложения. 

Рассмотрим u(z) = e%e(<z\Cf)(z). Это — контурный интеграл в (3.48). Чтобы 
проверить утверждение (3), воспользуемся, как и в разделе 3.3, теоремой о вычетах 
для этого интеграла. • 
3.8. Конец доказательства леммы о нелинейном уравнении: операторы С- и £+. 
В этом разделе будут построены операторы £_ и £+, описанные в предложении 
3.6. Это завершит доказательство леммы 3.2. 

Пусть Ь е Ац(К£). Из (3.11), (3.12) следует, что 
|е*,р+&| ^ Сое-^^Н&Н,, , z € Ке, (3.57) 

и, следовательно, 
е^+ЬеА^±1(Ке). (3.58) 

Это позволяет ввести операторы С± с областью определения А^{Ке): 

(C±b)(z) = eie^z±^-te^(C(e^p+b)){z ± | ) . (3.59) 
Положим 

а± = С±Ь. 
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Лемма 3.14. Для достаточно малых ft: 
1) функции а± аполитичны на 

K± = {z\z,z±±€Key, 
2) они являются решениями уравнений (3.15) и (3.14); 
3) справедливы оценки: 

l a i W K d l l b L e - ^ l , zeK?.- (3.60) 
Доказательство. Утверждение (1) следует из определения функций а±, (3.58) и 
предложения ЗДЗ. Утверждение (2) следует из утверждения (3) предложения 3.13. 
Проверим оценки (3.60). Из предложения 3.12 и следствия 2.3 следует, что для 
достаточно малых ft 

0(z±^)-e(z) = ±p+(z) + O(h), z£K?. 

Используя это представление и оценки (3.11), (3.12), получаем 

|а±(*)| s$ Cie±1»l|(r(eTv+6))(z ± £) | , у = Imz. 

Пользуясь ограниченностью оператора С и (3.57), (3.58), получаем окончательно: 

| а ± ( г ) | ^С,е -"1»1 | |Д е ^ + 6) | | / 1 ± 1 

^C4e-"W| |e^+6| |M ± 1^C5e-"W| |b | |M , 
zeK±. • 

Лемма 3.15. Функции а± могут быть аналитически продолжены на всю область 
Кс. При этом 

\a+(z)\ < Сбе-<"+1>1»1||%, zeKe\Kt, (3.61) 
|а_( г) |^С 7е-("- 2)1*1| |%, г<ЕКе\КГ, (3.62) 

у = Imz. 
Доказательство. Как установлено в лемме 3.14, функции a+(z) удовлетворяют 
уравнению (3.15). Поэтому 

a+{z) = e - ^ - ^ - ' ^ ^ a + C * - ft) + e"^+(z)b(z), (3.63) 
и, таким образом, a+(z) для z e Ke\ K+ вьфажается в терминах b(z)9 z e K€> и 
a+(z), z € К+. Используя (3.63), продолжаем a+(z) аналитически на всю область 
К£ и проверяем, что 

|a+(*)| ^ C8e-2i^|a+(z - ft)| + C9e-W|6(z)|. 
С учетом (3.60) отсюда следует 

\a+(z)\ < C10e-2l*le-"l»l||b|U + C„e-<"+1>W||b|U 

< Cr12e-<"+1>l»l||b|U, ztKt\Kt-
Это доказывает утверждение леммы о а+. Аналогично получаем из (3.14) 

а-(г) = e*'*ix+k)+i'*i')a.(z + h) - e'>+<*>&(*). (3.64) 
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Очевидно, если z е Ке\ К~, то z + h € К~, и, таким образом, с помощью (3.64) 
функция а_ аналитически продолжается на всю область Ке. Используя (3.64) и 
(3.11), можно написать 

\a.(z)\ ^ C13e2M\a-(z + h)\ + С14е^|Ь(г)|. 

Ввиду (3.60) 

| a - ( s ) | < C1 5e-^-2>W||b|U + Clse-^-»M\\b\\r 

^Спе-^-ЪЬЩц z£K€\K;. 

Это доказывает лемму 3.15. • 

Возможность аналитического продолжения позволяет ввести операторы С± как 
операторы, отображающие А^(Ке) во множество функцией, аналитических на Ке, 
так что 

{C±b){z)=(c±b){z), VzeK±. (3.65) 

В силу единственности аналитического продолжения (3.65) определяет операторы 
С± единственным образом. Непосредственно из леммы 3.14 и леммы 3.15 следует, 
что эти операторы обладают всеми свойствами, объявленными в предложении 
3.6. Это завершает доказательство предложения 3.6 и доказательство леммы о 
нелинейном уравнении (3.2). • 

3.9. Доказательство теоремы. Доказательство состоит из двух частей. Сначала, 
при помощи леммы 3.2, конструируется одно из решений (3.1) уравнения Харпера; 
затем в его терминах строится второе. 

Применение леммы 3.2. Рассмотрим уравнение (3.3). Как отмечалось выше, его 
решение ф(г) удовлетворяет уравнению Харпера, если ip — решение нелинейного 
уравнения (3.2). Пусть А — допустимая область, фигурирующая в условиях те­
оремы, а А — более широкая допустимая область, А С А. Пусть, далее, К£ — 
область, соответствующая А в смысле леммы 2.4, a ip — решение уравнения (3.2), 
сконструированное в лемме 3.2 для К£. Рассмотрим вспомогательное уравнение 

^ + 2 ) _ М ( 2 " 2 ) = ^ ) ' Z e k " ( 3* 6 6 ) 

Из формул (3.5), (3.6) для (р и из следствия 2.3 следует, что правая часть в (3.66) 
удовлетворяет условиям леммы 3.10. Поэтому аналитическое решение (3.66) мо­
жет быть построено в виде 

где 7г — вертикальная кривая, j z с Ке, удовлетворяющая условию (2.8). Аналити­
ческое решение уравнения (3.3) может быть построено в терминах и: 

где фо — некоторая константа. Это устанавливается точно так же, как и формула 
Iz0

 w(z)dz = 0(z) B конце доказательства предложения 3.12. Исследуем свойства 
функции ф. 
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Лемма 3.16. При достаточно малых h в области А функция ф аналитична и имеет 
представление 

z z 

^ ) = е х р ^ у " р + ^ - г ^ + у*ЦС)сгс), (3.68) 
aw — аналитическая функция, допускающая оценки: 

И * ) | < C,e-W, zeA, (3.69) 
|u»'(z)| ^ C2e-W, zeA. (3.70) 

Доказательство. Подставим в (3.67) асимптотическое представление (3.5) для tp. 
Результат может быть записан в виде 

«(*) = ^Р+(*) + «i(*) + |u2(z), (3.71) 
где 

„ ,* ' * / g(QdC „ , . _ * / ( Р Ч С Ь ^ ( £ ) К 
U l ( 2 )- 2ih? J cos4«A^y U2{z) ~ ik? J -—^ШЕЩ— 

Используя представление (3.71) для и, получаем 

V - ( Z ) = e x p ( - z ^ + y u , ( C ) d C + ^ y P
+ d ^ , z-^eKt, (3.72) 

где 

«КО = £ (Р+(С - £) -Р+(С) + £(Р+)'(С)) + «i(C - £) + «2(С - £)• 

Оценим функцию iu. 
Для оценки ui используем (3.6) и (3.26): 

оо 

М*)| ^ ^ [ e-^l'-'le-l'l drj < Сге-'»', 
— ОО 

ry = ImC, у = Im 2, z € #«. 
Функция 1*2(2) появилась при доказательстве предложения 3.12, см. (3.37), и 

была оценена раньше, см. (3.46). 
С учетом следствия 2.3 имеем 

{ ( р + « - \) - Р+(С) + |(Р+У(С)) - О (fce-W) . 

Эта оценка вместе с оценками для ui и и2 приводит к неравенству: 

K*)|*SC2e-W, z-^€Ke. (3.73) 

Формулы (3.72)-(3.73) получены для г -£ Е А. Поэтому, при достаточно малых 
/i можно считать, что эти формулы справедливы для z е А и что, более того, при 
z e А производная функции w, аналитической и удовлетворяющей (3.73) в более 
широком о&яасти, удовлетворяет (3.70). • 

Получим асимптотическое представление для w. 
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Лемма 3.17. При достаточно малых h в области А 

•Ws
(i-S)) + Q(fa"W)- (ЗЛ4) 

Доказательство. Положим 
Z Z 

W(z) = -i£&- + jw(Od( + ^Jp+dz. 

Функция W аналитична в Л, и поэтому ew^ ф 0. Подставляя (3.68) в уравнение 
Харпера, получим 

ewir+k)-w(,) + ew{:-k)-w(,) =2E_2 c o s z- (3.75) 

В допустимой области А выполнены оценка \p"(z)\ ̂  С(6)е~^ и оценка (3.70), и 
поэтому 

W(z + h) - W(z) = ip+{z) + w(z)h + 0(e-'yl/i2) (3.76) 
и 

W(* - fc) - W(z) = -ip+(*) - ui(z)fc + i(p+)'(z)h + 0(e-Mh2). (3.77) 
Используя (3.76), (3.69) и (3.11), получим 

ewiz+k)-w«) = eip+(*) ( 1 + w{z)h) + 0(/>2) 
с равномерной по z оценкой погрешности. Аналогично 

eW{,-k)-W{M) = e-ip+(z) ^ _ w^z)h + i(p+)'(z)fc) + 0( / l 2 ) . 

Подставляя эти две формулы в (3.75), приходим к равенству 
2(cosp+(z) + cos z - E) 

+ /i(2isinp+(*)4*) + 1е-*+(ж)(р+)'(*)) + 0{h2) = 0. 
Очевидно, что cos p+(z) + cosz = 22. Поэтому 

2sinp+(z)ti>(*) + e~^(z)(p+)'(^) = 0(h). (3.78) 
Поскольку в Ке нет точек ветвления импульса, то 

| e * + (* )_ e -* + (* ) | ^ C l . 
Более того, принимая во внимание (3.11) и (3.12), имеем 

|cv+(*)-e-*+<*>|>C2eW. 
Поэтому (3.78) влечет (3.74). • 

Следствие 3.18. При достаточно малых h в области А 

Нг) = еЩЩ^_{1 + т). (379) 
Доказательство. Очевидно, 

/ (p+)'(z)dz 1 + / . i , . . . . 

б Алгебра и анализ. 1994. Т. б. №3. 
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Поэтому, интегрируя (3.74), получаем при z e A 
г 

/ w(z)dz = ^p^(z)- - lnsinp+(z) + 0(/i). 

Подставляя эту формулу в (3,68), приходим к (3.79). • 
Сравнивая (3.79) и (3.1), убеждаемся, что существование одного из решений ф± 

уравнения Харпера доказано. 

3.9.2. Второе решение. Наиболее простой способ построения второго решения 
связан с тем, что ф{г), ф(—г) и ф(2п — z) одновременно являются решенями урав­
нения Харпера. 

Рассмотрим сначала случай, когда А с К1. При этом p+(z) = -p(z)y см. (3.4), 
(2.6). Сравнивая (3.79) с (3.1), видим, что в предыдущем разделе было построено 
решение ф-. Построим второе решение по формуле 

ф+(г) = V - ( - 2 ) e x p ( - ^ J pdz^j. (3.80) 

Поскольку область А симметрична относительно точки z = 0, то решение ф+(г\ 
как и ф-(г), определено на всей этой области. Используя асимптотическое пред­
ставление для ф-, см. (3.1), получаем 

Mz) = Ы-т1-гор^){1 + о т z e A (3 81) 
^ sin p(-z) 

Но легко видеть, что 
p(-z)=p(z), -z.zeK1 

и * 
л/sin p(—z) = y/sin p(z), —z.zeK1. 

Подставляя эти формулы в (3.81), видим, что ф+ действительно имеет асимпто­
тическое представление, предписанное формулой (3.1). 

При А е К2 p+(z) = p(z). Сравнивая (3.79) с (3.1), видим, что в предыдущем 
разделе было сконструировано ф+. Решение ф- строится по формуле 

z0 

ф-(г) = ф+(2тг-г)ехр(^ j p<h). (3.82) 
2 т г - z0 

Теперь область А симметрична относительно точки z = 7г и решения ф-(г) и 
ф+(г) опять одновременно определены на этой области. 

Используя асимптотическое представление для ф+ и формулы 
р(2тг - z) = p(z), 2тт-z,z € К2, 

и 
y/smp(27T — z) = \ / s inp(z) , 2-к — z,z € if2, 

проверяем (3.1) для ф-. • 
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