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ЧАСТЬ I: ПАРАБОЛИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ МОНЖА АМПЕРА 

Н. М. Ивочкина, О. А. Ладыженская 

В работе доказана глобальная однозначная разрешимость уравнения -щ + 
(detuxx)1^ = д, (x,t) б QT = ft x [0,Т") при начально-краевых условиях и(х}0) = 
¥>(з,0) для х € Q; u(x,t) = 4>(x,t) для (x,t) £ 8Q х [О, Г], если д и (р суть достаточно 
гладкие функции, удовлетворяющие необходимым условиям согласования, <?(г,0) — 
строго выпукла в Q, a Q — выпуклая область с достаточно гладкой границей и если 
выполнено любое из двух условий 

mino + minj min ФЛХЛ)\ ad > О, 

где d'QT —боковая поверхность цилиндра QT вместе с нижним основанием, d есть 
радиус наименьшего шара, содержащего fi,aa = max{0;maxgT gt}y или 

m i n { , £ ^ [?«(*,*) + 0(*,*)]}>О, 

причем матрицы 0Х;Г(:М), ((dety)xx(x,0))1/n)xx, (x,t) 6 QT, неположительны. 
В последнем параграфе дано сравнительно простое доказательство предложения 

общего характера о гельдеровости некоторого семейства функции. Из этого предло­
жения следуют оценки констант Гёльдера для uXiXj в QT-

Введение 

В данной работе мы исследуем вопрос о глобальной однозначной разрешимости 
уравнений 

М[и] = -щ + F(uxx) = </, F(uxz) = (det uxx)lln, (x,t) € QT = О x (0,T), (1) 

в классах гладких функций при начально-краевом условии 

(« ~ 4>)\*QT = 0. ^ Q T = d"Qr U По, (2) 
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где 
&fQT = {(*,<) II х е dn,t е [о,г]}, п0 = {(*,*) || * е й,* = о}. 

Здесь ихх есть Гессиан функции и, т.е. матрица (wz,.X;), i , j e {1 , . . . ,п} . Область 
ft предполагается строго выпуклой, а ее граница Ш равно, как и функции g и 
(р, считаются достаточно гладкими. Для упрощения формулировок будем считать, 
что 

M[ip](x,0) = g(x,0), хеП. (2') 
Мы используем слудующие обозначения: Ц21*0 = Я 2 / + а ' / + а / 2 (0т) , « € (0,1), / е 
N+ — пространства Гёльдера (см. [1]); Cl,k(Qr) — пространство непрерывных в 
QT функций и, имеющих непрерывные в QT производные D*xy, г ^ /, D\uy j ^ к. 

Обозначим через К класс функций из C2I1(QT) П C(QT), являющихся строго 
выпуклыми по х е О, при любом t € [0, Г]. Пересечение К с Н2!+а будем обозначать 
Х2 /+ а , а К n C2l\QT) = К21. 

Тип уравнения (1) зависит от функции и, но на функциях из К оно параболич-
но. Именно в этом классе функций будет докзана разрешимость задачи (1), (2). 
Функцию <р считаем определенной во всем QT И выпуклой при t = 0. Теорема 
единственности в этом случае хорошо известна. 

Мы докажем справедливость следующего предложения: 

Теорема 1. Задана (1), (2) однозначно разрешима в классе КА+а, если О, — строго 
выпукла, дП с П4+а, g е Н2+а, у е Н4+а, у>(-,0) е К4+а, если выполнено одно из 
условий: 

ming + min <pt — -ad2 = v\ > 0, (3) 
QT 9'QT 2 

где d есть радиус наименьшего шара Bd(x°), содержащего Q,,aa = max{0; maxQr gt}, 
или 

min(v?t + g) = i>i > 0 (4) 
d'QT 

и матрицы gxx(x,t), (F(yxx(x,0))xx, (x,t) e QT) неположительны. 
Заметим благодаря (2') ut(x,Q) = ipt(x,Q), i e H 
Наша работа — это получение априорных оценок для решений и задач вида (1), 

(2) при выполнении условий (3) или (4). Известно, что достаточно найти мажо­
ранту для нормы решений в пространстве Н2+& с каким-либо /9 > 0. Дальнейшие 
оценки получаются на основании теории линейных равномерно параболических 
уравнений. 

Для доказательства разрешимости задачи (1), (2) удобно воспользоваться мето­
дом продолжения по параметру, соединив ее с задачей того же характера, имею­
щей гладкое решение. В качестве такого семейства задач можно взять следующие: 

M[ur] = gr, uT\d,QT=yr, r €[0,1], (5) 
где д* = тд + (1 - т)д\ д\х, t) = F(yxx{x, 0)), <pr = т<р + (1 - r)ip\ </(*, <) = Ф, 0). 
При г = 1 задача (5) совпадает с задачей (1), (2), а при т = 0 она имеет решение 
и0 = <̂ °. Легко проверить, что в случае (3) при любом г е [0,1) выполняется 
неравенство 

mmgT + min <p\ - \aTd2 > rvx + (1 - т)д° ^ и > 0. (3') 
QT &'QT 2 
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Благодаря этому, как будет доказано в этой работе, для всех возможных решений 
ит из К4+а равномерно ограничены нормы в пространстве # 4 + а . Это же, как 
известно, гарантирует разрешимость всех задач (5) (см., например, [1], или [2], или 
[3]). Аналогично во втором случае из условия (4) для (1), (2) следует выполнимость 
этого условия для задач (5), если в качестве v взять число rv\ + (1 - г) minn g°. Это 
же, как будет доказано далее, позволяет получить оценки выше указанных норм и 
разрешимость задач (5). Отметим еще, что при любом т £ [0,1) для задачи (5) 
выполнены те же условия согласования, что и для задач (1), (2). 

Итак, наша цель — получение мажорант для выпуклых решений задач (1), (2) 
в пространстве Я2+^д+^/2((Зт) с каким-либо /? > 0. Для этого мы используем 
результаты разных авторов как по эллиптическим, так и по параболическим урав­
нениям. Их мы будем цитировать по ходу дела. 

Здесь же отметим, что исследованию полностью нелинейных, но тотально пара­
болических уравнений вида (1) посвящены работы Н. В. Крылова (см. [4, 5]) и Line 
Wang [6, 7]. В них имеются указания и на работы других математиков по такого 
рода уравнениям. Уравнению —ut det ихх = д посвящены работы Н. В. Крылова [8, 
4] и Wang Guanglie [9]. 

Эволюции типа (1) замкнутых поверхностей исследованы в работах К. Tso[10] 
и В. Chow [11]. 

Мы не приводим здесь обширную литературу, посвященную квазилинейным 
уравнениям, хотя и для них имеется прогресс, особенно по тепловым потокам 
под действием средней кривизны. Из последних публикаций на эту тему укажем 
на работу [12]. 

§1. Ряд известных фактов о функции F 

Обозначим через 5П множество всех симметричных матриц п х п, а через S+ 
— множество всех положительно определенных симметричных матриц. Известно, 
что функция F : г € S+ -* (detr)1/n вогнута, т.е. для г = (rjj) G 5+ при любых С* 
верно неравенство 

Выведем уточненный вариант (1.1). Для матрицы г = (г^) с det г ф 0 элементы 
обратной матрицы обозначим буквами r,J, так что г"1 = (г*')9 а алгебраическое 
дополнение к г,7 в г обозначим через Rtj. Тогда, как известно, и'1 = Rl*(detr)~l и 
X)m=i rkmRlm = f>l det г при Vfc, Z. Дифференцируя это равенство при к = / по г^т, 
получим 

^ — det г = Rkm = rmk det г. 
Orkm 

Отсюда следует, что для г > 0 (т.е. г е S+) справедливы соотношения 

log det г = r
mk = rkm, r > 0 , 

drkm 

drkm n 
Fkm(r) = ^^- = -F(r)rkm, r > 0 . (1.2) 
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Верны также равенства 
дгрт 

= -rpirjm, d e t r ^ O . (1.3) 

Они выводятся из равенств £^ = 1 rpqrqi = 6l
p, продифференцированных по г,7, а 

также самих этих равенств. Дифференцирование (1.2) по г,, дает с учетом (1.3) 
равенства 

д2 

- logdetr = - r * V m , r > 0 . (1.4) drijdrkn 

Благодаря им для г > О 

д2 

drijdrkr 
- (detr ) l / n 

д 
дгц 

I ( d e t r ) ^ - 1 ^ п дгкт 

1 д (det r) 1 / п . 
дгкГ1 

• log det г 

= - — [(det r)^nrkm] = ^ - ( d e t r ^ ^ r ^ - ^ - l o g d e t r + - ( d e t r ) 1 / " Or km 

dr; 

= -(detr)1 /n .ir«ir*m _ r
ik

rJm (1.5) 

Пусть Ai, . . . , An суть собственные числа матрицы г > 0. Используя инвариант­
ность F(r) относительно ортогональных преобразований г, найдем миноранту для 
левой части (1.1), считая, что r^ = SjXi. А именно, используя это и (1.5), выводим 

2т 

t,j,Jfc,m=l J L t ,m N t = l ' J 

^мЕл-адг 1 ) 2 , r>o, (i.6) 

при любых (£ ,m) и любых г е 5 " . 
Свойство (1.1) есть свойство (нестрогой) вогнутости (выпуклости вверх) функ­

ции F на 5". Ввиду выпуклости самого множества S+ это свойство F можно 
записать в нелокальной форме 

F(TTX + (1 - г)т2) > rF(n) + (1 - r)F(r2), 
где г £ [0,1], а г ь г2 € 5", или в форме 

JT ^lqij ЕЕ £ Д,.(г)ад > Ffo), Vr,9 E 5?, 
«,i=i 

(1.7) 

(1.8) 
«,i=i 

если учесть еще, что F(r) 1-однородна по г. Помимо вогнутости функция F на 
5" обладает еще свойством положительной монотонности, т.е. 

F(r Л-г))> F(r) > 0 для Vr € S£ и Viy € 5$. 

Более того, справедлива 

(1.9) 
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Лемма 1.1. Для принадлежности матрицы г к 5+ необходимо и достаточно, чтобы 
det г > 0 и (1.9), (1.8) выполнялось для любой неотрицательной матрицы г/. 

Действительно, необходимость условий леммы следует из (1.7). Для проверки 
достаточности рассмотрим полином Pn(t) = det(r + tl). Соотношение (1.9) дает 
положительность Pn(t) при всех t ^ 0. Поэтому все собственные члены матрицы 
г (а они равны корням полинома Pn(t), взятыми с обратными знаками) положи­
тельны, и потому г £ S+. 

Из (1.2) видно, что матрица (F{j(r)) положительно определенна на 5" и при 
V£ e шп с |f | ф о 

2^.(ГГ1 + (1 _ r)r2)^j > 0 при Угь г2 eS^re [0,1]. (1.10) 
Приведем еще одно нужное нам свойство функции F: 

Лемма 1.2. Для любой г е S+ матрицы (Fij(r)) удовлетворяет неравенству 
п 

1=1 

Действительно, след матрицы инвариантен относительно ортогональных пре­
образований. Поэтому мы можем считать, что матрица (-R>(r)) диагональна. 

При этом будут диагональны и матрицы г и г - 1 (см.(1.2)). Пусть г^ = XiS}, . 
тогда 

tr(Fii(r)) = ifXr)£>••'• = ^ ( П Л 0 1 / П Ё Л " > !• 
1=1 4 t = l ' t = l 

§2. Теоремы сравнения 

Уравнение (1) параболично на функциях и, принадлежащих К, ибо для них 
матрицы (uxx(x,t)) принадлежат 5" при любой (x,t) e QT И потому F,j(uxz) = 

aJ*. , i,j € 1,...,п в любой точке (x,t) G От образуют положительно опре­
деленную матрицу (Fij(uxx)) (см. (1.2) и (1.10)). Здесь и далее мы пользуемся 
сокращенными обозначениями для производных: 

Щ=ихп Uij=UXiXj, (Uij) = uxx. 

Введем по функции и е С2,0((?т) линейный оператор 
Lu(v) = -vt + Fij{uxx)vij. (2.1) 

Для и £ К этот оператор параболичен в Qr> и потому для него справедливо 
следующее утверждение, являющееся частным случаем теоремы Хопфа: 

Лемма 2.1. Пусть и е К и для v e C2{QT)^C{QT) в QT выполняется неравенство 
Lu{v) ^ 0. Тогда mingT v = mina'QT v. Если лее Lu(v) ^ 0, то maxQT г; = max£QT v. 

Убедимся в справедливости такого утверждения: 

Лемма 2.2. Пусть и' е C2(QT) П C(QT), detu'xx ^ 0 и в тех точках, где и'хх > 0 
выполняется неравенство 

-t*#
t(*,i)+ Л(»,*,«'.(*,*Mti#„(*,t) ^ /(*,*,*',(*,*)), (2.2) 

10 Алгебра и анализ. 1994. Т. 6. № 3. 
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а и" е К и удовлетворяет в QT неравенству 

- < ( * , t ) + h(x,t, u'l(x,t))F(u'±(x,t)) > f{x,*, u'x(x,*)). (2.3) 

Здесь h и / суть непрерывные функции указанных аргументов, причем h ^ 0. 
Тогда если и" — и' ^ 0 на &QT, TO и " - « Ч 0 и QT. 
Для доказательства этого утверждения введем функции w'(x,t) = u'(x,t)e~xt и 

w"{x,t) = u"{x,i)eXt с Л > 0. Для них из (2.2) и (2.3) следуют неравенства 

_u,; _ Xw1 + Л(х, t, u#.)F(u#„)e-Al <$ e-A t/(x, t, ti'x) (2.2') 

и 

_„,;' _ Au," + A(s,i,ti#,)F(ti#
x

#,)e-A* ^ e~Xtf(x,t,t*'x'). (2.3') 

Если функция iu(x,t) = w"(x,t) — w'(x,t) имеет свой максимум QT на O'QT, TO В 
силу условия леммы он неположителен, и потому w(x,t) = e~Xt(u" — u'(;r,£)) ^ 0 в 
QT. В противном случае, максимум w реализуется в какой-либо точке (ж0, t°) £ QT\ 
&QT И В ней мы имеем: wx = 0, wt ^ 0 и tuxx ^ 0. Отсюда следуют соотношения: 
wx = их* и'хх ^ мхх > 0 (и^о u" G К), и потому в этой точке выполняются оба 
неравенства: (2.2') и (2.3'), причем h и / в них совпадают. Разность этих неравенств 
дает 

-wt - Xw + he'Xt[F(u^x) - F(u'xx)} > 0. (2.4) 
Но в рассматриваемой точке wt^ On F(uxx)—F(uxx) ^ 0 (ибо в ней и'хх ^ ихх > 0). 
Поэтому из (2.4) следует w(x°,t°) < 0. Отсюда же имеем w(x,t) = 0, а потому и 
u"(x,t) — u'(x,t) ^ 0 во всех (x,t) е QT- Лемма доказана. 

Из леммы 2.2 следует известный факт: 

Теорема 2.1. Задача (1), (2) может иметь не более одного решения в классе К. 

§3. Оценки для ut, и и их 

Справедливо следующее утверждение. 

Теорема 3.1. Для решения и задачи (1), (2) из класса К верны неравенства 

-а{х - х0)2 + min у>« - -ad2 ^ ut(x,t) ^ -~Ь(х - х0)2 + тах<^ + -ЪсР, (3.1) 
2 d'Qr 2 2 d'Qr 2> 

в которых а = max{0;maxQT gt}, b = max{0;maxQT(-#t)}, a x° — центр шара 
Вd(x°) радиуса d, содержащего П. 

Если 
ming + min v?* — -ас?2 = i/i > 0, (3.2) 
QT # 'QT 2 

mo 
tit(;r,t) + 0 O M ) ^ i / i > O * ОТ- (3.3) 

Для доказательства теоремы используем уравнение 
Luut = #*. (3.4) 
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Ему удовлетворяет производная ut решения и уравнения (1). Введем функцию 
v(x,t) = ut(x,t) — \а(х — х0)2 с х° и а, указанными в лемме. Для нее в силу (3.4), 
леммы 1.2 и выбора а имеем 

п 

Luv = gt ~а^2^ц(ихх) ^ gt - а ^ 0. 
t= i 

Поэтому в соответствии с леммой 2.1 в V(x,t) e QT 

v(x,t) = ut(x,t) — -а(х — х0)2 ^ min v ^ min (ft — т:а(^2 -
2 д'QT &'QT 2 

Для доказательства правого неравенства в (3.1) возьмем функцию w(x,t) = 
ut(x, t) + |(ж - х0)2. Для нее Luw ^ 0, и потому (в силу леммы 2.1) w ^ maxa'QT w. 
Это же дает правую часть (3.1). Утверждение (3.3) есть следствие левого неравен­
ства из (3.1) и предположения (3.2). 

Из правого неравенства строки (3.1) сделаем такой вывод: 

ut(x,t) + g(x, t) ^ m a x ^ + -bd2 -f max^r = M\ в QT- (3.5) 
d'QT 2 QT 

Выделим еще один случай, когда мы можем оценить иг снизу. 

Теорема 3.2. Пусть и есть решение из класса К уравнения (1), в котором g удо­
влетворяет условию: 

матрица gxx(x,t) неположительна в QT- (3.6) 
Тогда 

ut(x,t) + g(x,t) ^ min(v?< + g), (x,t) G Qr, (3.7) 
d'QT 

и потому, если 
min(<p« + 0) = iV>O, (3.8) 
d'QT 

mo 
utOM) + tfOM) *> *i > 0. (3.9) 

Справедливость теоремы следует из того, что функция w(x,t) = ut(x,t) + g(x,t) 
удовлетворяет уравнению Luw = gt + Lug = Fij(uxx)gij. Из условия (3.6) и принад­
лежности и к К следует, что Lu(w) < 0, а это в силу леммы 2.1 дает (3.7). 

Будем считать в дальнейшем тексте, что для исследуемого решения и мы имеем 
оценки 

0 < i/i ^ф(х^) =ut(x,t) + g(x,t) ^ /ii. (3.10) 
Благодаря им мы можем привлекать те результаты по стационарным уравнениям 
Монжа-Ампера 

detu«(x, t ) = [ф{х,1))п = [и«(М) + 0(М)] п , (З.И) 
которые используют о ф лишь информацию (3.10). Переменная t при этом 
играет роль параметра. К числу таких результатов относится мажорирование 
ma,xX£n\u(x,t)\ и maxxGn \ux(x,t)\ числами, зависящими лишь от v\ и / i b а также 
от (/? и П. Следствием этого является 
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Теорема 3.3. Если выполнено условие (3) или (4), то для решения и класса К3 задачи 
(1), (2) справедливы оценки 

max|u| ^ Mo, max|ux| ^ М ь (3.12) 
QT QT 

мажоранты в которых зависят лишь от иг из (3) или иг из (4), а также от <р и 
П. 

Мы затрудняемся сказать, кто первый построил мажоранты для max^ |u| и 
maxft \ux\ в случае стационарного уравнения (3.11) только при условиях (3.10). 
Для уравнений, включающих эти уравнения, таковые можно извлечь из работ 
А. Д. Александрова 50-х—начала 60-х годов. Оценки (3.12) имеются также в книге 
[13] и в работах [14, 15, 16], причем для более обших, чем (3.11), уравнений. 

§4. Мажорирование maxQT |uxx | 
Обозначим символом и1 производную от и по направлению у 6 Rn, т.е. 

и1 = £]*!_! u*. cos(7,£i), а символом и77 = 2Г,>=1 u*«-*> cos(x*>7)cos(x.b7) — про­
изводную второго порядка от и по направлению 7- Направления 7 будут браться 
различными, но общими для всех точек QT, т.е. cos(y,Xi) не будут зависеть от а: и 
t. 

Приведем следующие известные факты. 

Лемма 4.1. Пусть и е C2(QT)- Если при любом направлении j верны неравенства 
0 ^ w77 ^ /х, (4.1) 

то для всех i,j е { 1 , . . . , п}, верна оценка 
К * I ^ V- (4.2) 

Если к тому же 
0 < i /^detux x , (4.3) 

то при любом 7 
u77 > vy}"n. (4.4) 

Неравенства (4.2) следуют из соотношений 

0 ^ -(5Х. ± dXj)2u = -(uXjX|. + uXjXj)± uXiXj ^ /x. 
Для доказательства (4.3) повернем оси х, так, чтобы в рассматриваемой точке 
их.х. = А,^. По условию (4.3) detuxx = А ь . . . ,АП > i/, а в силу (4.1) А* € [0,/х]. 
Поэтому при любом г Aj > v\j}~n, а это дает (4.4). 

Дифференцирование (1) по направлению 7 дает уравнение для UJ: 
Luw7 = g1. (4.5) 

Повторное дифференцирование (4.5) по направлению 7 дает уравнение 

L t t U 7 7 = - — UyijUykl + У77- С 4 ' 6 / 
OUijOUkt 

Благодаря вогнутости F(uxx) из (4.6) следует неравенство 
£ t tu77 ^ £77. (4.7) 

Справедливо следующее предложение: 
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Предложение 4.1. Для любого направления у верна оценка 

u77(:r,t) ^ maxu7 7 -f x/^d2, (аМ) € От, (4-8) 
д' QT 2 

где ^2 = maxQT(—#77), ad — то лее, что и выше. 
Действительно, для #р и d, указанных в теореме 1 Введения, имеем 

Lu («ту + 2^2(ж - ж0)2) ^ #77 + /х2 ^ 0. (4.9) 

Отсюда в силу леммы 2.1 заключаем о справедливости (4.8). 
Таким образом, проблема мажорирования \их.х. | в QT сведена к мажорирова­

нию м77 на d"QT = д£1х [0,Г]. 
Мажоранта для maxa»QT \uap\, где иар суть производная второго порядка по 

направлениям касательным к ЗП, нам уже известны, ибо иар вьфажаются через 
производные от и первого порядка и производные от граничной функции <р второго 
порядка. 

Займемся оценкой модуля смешанных производных второго порядка иап, со­
держащих одно дифференцирование по касательному направлению и одно по нор­
мали. Для этого возьмем произвольную точку х° Е dft и будем считать, что начало 
координат в Rn помещено в эту точку (так что х° = 0), а ось хп направлена по 
внутренней нормали к дО, в точке х° = 0. 

Пусть в окрестности этой точки уравнение границы дО, задается уравнением 
хп=ш(х'), ж'= ( s i , . . . \ s „_ i ) , |ж' |<£. (4.10) 

В силу строгой выпуклости ft функция ш при малых 8 удовлетворяет неравенствам 
хг\х'\2 ^ LJ(X') ^ я2\х'\2, щ > 0, \х'\ О , i = 1,2. (4.11) 

Дальнейшие рассмотрения проведем в цилиндре QH,T = Пл#((М) с Пд = {х \\ 
х = (х',хп) е П, хп е (0,h)} и h = х\82 ^ 1. Для таких h проекция 12̂  в Rn на 
гиперплоскость хп = 0 лежит в шаре J5"_1(0). Рассмотрим в QH,T функции 

vk = (u- <p)Xk + (и - v)XnuXk, k € {1 , . . . ,(n - 1)}, * 
считая u(z') продолженной на О/» так, что значение продолжения в точке х = 
(я' ,хп) равно значению и>(я'). Сохраним за таким продолжением обозначение и 
и заметим, что шХп = 0 . 

Для всех таких vk мы имеем 

w*|riiT = 0, где 1 \ т = 5^(0 ,Г) , a S'h = Ш л ПЭП, (4.12.1) 

|**|г;',т ^ ти где Г%т = 5^(0 ,Т) , a S'{ = 5ПЛ \ S; (4.12.2) 
и 

v*(*,0) = 0 дляжеПл. (4.12.3) 
Подсчитаем Luvk, используя сокращенные обозначения u, = uXi, и,7 = uXiXj не 

только для г/, но и для у?, w, g: 
Luv = Luw/k - ukLuun + 2Fjj(uxx)uniu;jfcj + Мп^Д14**)44'**; - Lu(<pk + v?n^jt) 

= 0* - 0n^* + unFiju>kij - Lu(ipk + ^n^fc). (4.13) 
При этом мы использовали (1.2), что дало следующее: 

Fij(uxx)uniu)kj = -F(uxx)S^Lokj = -F(uxx)ukn = 0. 
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Из (4.13), ограниченности производных у? и ш, входящих в (4.13), и известной нам 
оценки maxQT \их\ < М ь сделаем такой вывод: 

п 

\Luvk\^Cl^J2\Fi^rX)\-hl), * € { l , . . . , n - l } . (4.14) 

В силу положительной определенности матрицы (Fij(uxx)) при любых г, j e 
{ 1 , . . . , п} справедливы неравенства 

я 

F?j(u„) ^ ^ « ( и „ ) ^ ( и „ ) ^ A2, A = J2 Fii(uzx). (4.15) 
1=1 

Благодаря им и А ^ 1 (лемма 1.2) из (4.14) следует оценка 
\Luvk\^c2A, * € { l , . . . , n - l } . (4.16) 

Построим для vk
x в QHT миноранту w(x,t), равную нулю при х = 0. Она имеет 

вид: w(x,t) = \ах2 - Ьхп с а > 1 и b > а. Действительно, 

L„(w) = а ̂  i^i(txxar) = аА. \ 
t = i 

Поэтому при а = с2 из (4.16) имеем в QH,T 
Lu(w) ^ Lu(±vk), к е { 1 , . . . , п - 1}. (4.17) 

Чтобы удовлетворить требованию 

0 ^ «,(*,*) - <£,«)1г;,г = \а[(х')2 + ш2(х')} - iw(x'), (4.18.1) 
достаточно подчинить параметр Ь неравенству 

Ь>\а(\ + и2)и-\ (4.19.1) 

Этд легко проверить, используя (4.11). Чтобы удовлетворить требованию 
w-vk\r»T^0, (4.18.2) 

выберем b так, чтобы w + m:l ^ 0 на Г'л' т , где rai взято из (4.12.2). Так как в силу 
выбора S и h 

1 
w + milr'h',T = ^аКх#)2 + Л2] - ЬЛ + milr;'. 

^ -а(£2 + /i2) - Ь/i + m! = -а^" 1 /* + h2) -bh + тгц 

^ -a/i(xf * + 1) — 6/i + mi, 

то мы удовлетворим (4.18.2), взяв 

b > гщ/i"1 + \а(хТг + 1)- (4.19.2) 

Наконец, как легко подсчитать, мы удовлетворим требованию 
w(x) - vk(x, 0) = т(х) ^ 0 при х G £U, (4.18.3) 

подчинив 6 неравенству 
b^amaxjl ,*;-1}. (4.19.3) 
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Таким образом, если а = с2 из (4.16) и Ь удовлетворяет требованиям (4.19.&), к = 
1,2,3, то w - vk ^ 0 на d'Qh,r, а в QH,T выполняется неравенство Lu(w) ^ Lu(vk) 
(см. (4.17)). Поэтому лемма 2.1 дает оценку 

w(x) - v\x, t) ^ О, (ж, t) e Qh,t. (4.20) 
Так как в точке х = 0 ю(0) = **(<),*) = 0 при V* е [0,Т], то ̂ f 1 - ̂ ^ % = о < 0 

и, следовательно, 

аа:п 1х=о аяп 1х=о 
т.е. 

"***п(0,*)£ ¥>«,«»(<>,*)-Ь, * € { l , . . . , n - l } , *e[0,T] . (4.21.1) 
Это верно в любой точке х = 0 € 90. Для оценки uXfcXn (0, *) сверху используем ту же 
функцию w(x,t) = |аж2 - Ьхп. На границе д'фдт цилиндра <2лт она удовлетворяет 
не только неравенствам (4.18.к), к = 1,2,3, но и неравенству 

u; + v* ^ 0 на d'QhT. (4.22) 
Это легко проверить, заметив, что при выборе параметров а и Ь мы использовали 
относительно г;* лишь информацию (4.17) и (4.12.к), к = 1,2,3. Поэтому (см. 
лемму 2.1) 

w(x) + vk(x, t) ^ 0, (х, 0 е Олт-
Отсюда, как и выше, сделаем заключение 

u**«»(0,0<P.**-(<M) + b, fc€{l,...,n-l}, *€[0,T]. (4.21.2) 
Подытожим доказанное. 

Предложение 4.2. Жслм выполнено условие (3) шш (4), то для решения и класса К4 

задачи (1), (2) справедливы оценки 
max |ua*|; max |г/ап| ^ ^3, (4.22) 

мажоранта в которых определяется данными задачи, а также числами v\ из (3) 
или v\ из (4). 

Недостающую оценку maxa»QT |un n | мы получим из леммы 6 работы [17]. А 
именно, согласно этой лемме для выпуклых решений u(x,i) уравнений Монжа-
Ампера (3.11) maxxean \unn(x,t)\ мажорируется числом, зависящим лишь от чисел 
v\ и /ii из (3.10), числом ^з из (4.22), чисел М0 и М\ из (3.12), а также ||^( ^)11с4(п 
и нормой дО, в С4. Благодаря этому и доказанным выше фактам справедлива 

Теорема 4.1. Если выполнено условие (3) или (4), то для решения и класса К4 задачи 
(1), (2) справедливы оценки 

max|ux.x. | ^ M2, i,j e {1 , . . . ,п} , (4.23) 
QT 

U 
minixX|.Xi. ^ и2 > О, (4.24) 
QT 

в которых М2 и i/2 определяются константой vx из (3) или щ из (4), а также 
нормами ||901| С4 и |М|С4,2«5Т>-

Отметим, что для получения оценки тахх €ап ||unn{x^t) можно воспользоваться 
также результатами работы [15]. 

Дальнейшие параграфы посвящены оценкам констант Гёльдера для щ и uXiXj. 
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§5. Оценка констант Гёльдера для ut в QT И uXiXj на d"Qr 

Здесь и далее будем считать выполненным условие (3) или (4) и й - решением 
задачи (1), (2) из класса К4+а. Из результатов предыдущих параграфов следует, 
что квадратичная форма 

удовлетворяет при любых (x,t) е QT И £ е Rn неравенствам 
п п 

* £ t f < M M ) f c f c < / * £ # , 0 <!/<(! , (5.1) 

с постоянными v и //, которые можно вычислить по данным задачи. Благодаря 
этому оператор 

является равномерно параболическим, и для него можно использовать результаты, 
полученные в работах [18, 23, 4]. Нам нужны оценки констант Гёльдера для ut и 
UxiXj в QT. 

Следуя [1], будем обозначать константу Гёльдера с показателем а £ [0,1) для v в 
QT СИМВОЛОМ (V)Q^, а соответствующую ей норму Гёльдера для v в QT СИМВОЛОМ 
\v\{£, так что 

Н%=1Ж\У\ + М%. 

Оценка для maxQr \щ\ получена в §3 на базе того, что ut есть решение линейной 
параболической задачи 

Luut = gt, ut\d'QT = Vtld'Qr (5.2) 
с известной нам функцией ipt. Теперь мы имеем о Lu дополнительную информа­
цию — неравенства (5.1). Она позволяет воспользоваться теоремой 1.2 из работы 
[12] (или, что то же, из работы [20] или [21]) и сделать следующее заключение: 
Теорема 5.1. Пусть выполнены условия теоремы L Тогда для решения и задачи (1), 
(2) из класса К4 справедлива оценка 

M g ^ М3 (5.3) 
с некоторым а е (О,1), определяемым, как и Мг, известным в задаче (1), (2) вели­
чинами. 

Оценка |U*|Q/ ^ с для Q'T < QT следует также из результатов работы [18], 
предшествовавшей работе [19]. 

Для мажорирования величин {UX{XJ)Q^ нам потребуются оценки констант Гёль­
дера для uXiXj на d"QT. Их мы можем получить с помощью теоремы 5.1 из рабо­
ты [22] (или соответствующей теоремы из [23]). Для удобства читателя приведем 
частный случай этой теоремы, который нам достаточен для целей данной работы. 

Лемма 5.1. Пусть для v, принадлежащей C2>1(QT), выполняется неравенство 
\a.ij(x,t)vXiXj(x,t) - vt(x,t)\ ^ ci (5.4) 
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с aij, удовлетворяющими (5.1), и пусть V\Q>QT = 0. Тогда при некотором а е (0,1) 
справедливы оценки 

\vxi\(
d%T ^c2l i e { i , . . . , n } . (5.5) 

Величины а и с2 определяются числами и и ц из (5.1) и сг из (5.4). 
Применим эту лемму к функции v, равной любой из функций vk(x,t)((x,t), 

к е { 1 , . . . ,п - 1}, где 
vk(x,t) = [u(x,t) - <p(x,t)]Xk + [u(x,t) - <p(x,t)]Xnu>Xk(x), 

a £ равны нулю вне малого цилиндра П6 х [0,Т], примыкающего к д"<3т- Точнее, 
здесь, как и в §4, где введены функции vk, выбираем произвольную точку х° е д£1, 
помещаем в нее начало координат х, ось хп направляем по внутренней нормали 
к Ш в точке х° и все рассмотрения проводим для х £ О,6 = {х\х е П, \х\ < 6}, где 
6 столь мало, что величины max|x/|^6 |u;Xfc(a;')|, к е {1, . . . ,п — 1}, не превосходят 
какого-либо числа с3. Будем считать так же, что ш(х) = ы(х'), х = (х',хп), для 
\х\ ^ 6 и хп ^ 0. Функцию £(x,t) возьмем неотрицательной, достаточно гладкой 
и равной нулю при \х\ ^ 8. Каждое из v = vk£ (к е {1, . . . ,п — 1}) определено 
в цилиндре QS

T = £16х(0,Т) и равно нулю на d'Q6
T. Кроме того, для них верно 

неравенство 
ma,x\Lu(v

k£)\ ^ с4, А; € {1 , . . . , г а -1} , (5.6) 

в котором с4 легко подсчитывается. Поэтому для v = vk£ справедлива лемма 5.1. 
Она гарантирует оценки норм Гёльдера на границе d"Qr ДДя всех производных 
uXiXj решения и, кроме ипп — производной второго порядка по нормали к <9П. 
Оценка же для \unn\^}qT получается непосредственно из уравнения (1). 

Итак, мы убедились в справедливости следующего: 

Теорема 5.2. При выполнении условий теоремы 1 для решения и задачи (1), (2) из 
класса К4 справедливы оценки 

\иих>\{8"ЯТ ^ м 4 , ij e {1 , . . . ,п} , (5.7) 
в которых М4 и a G (0,1) определяются по известным в задаче (1), (2) величинам. 

§6. Мажорирование константы Гёльдера для uXiXj в QT 

В данном параграфе мы найдем мажоранты для величин (uXiXj )g^, следуя идее 
Л. Эванса и Н. В. Крылова рассматривать некоторый специальный набор функций 
ик, для которого удается извлечь из исходной задачи информацию, достаточную 
для оценки констант Гёльдера (ик)д£, причем из этой последней следуют оценки 
для (uXiXjQT)(a) [24, 25, 4]. Как и у них, в качестве таких функций мы берем 
функции ик = и1к1к, к = 1, — iV, с направлениями 7ь которые выбираются в 
соответствии с теоремой Вазова-Моцкина [26] (ее мы формулируем ниже как 
лемму 6.1). Для каждой ик мы имеем неравенство (4.7), из которого используем 
лишь следующую информацию: 

| | ( - L . u * ) + | | n + l f 0 r ^ c b * G { l , . . . , t f } , (6.1) 
При этом существенно то, что оператор Lu = -дг + а^д2

х.х., а^(я,*) = Fij{uxx(x,t)) 
строго параболичен, и мы знаем константы и и /л, входящие в неравенства (5.1). 
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В (6.1) u(x,t) есть исследуемое решение задачи (1), (2), а символ ()+ означает, 
как обьшно, следующее: а+ = max{0;a}. Символ |M|g,QT означает норму Лебега в 
пространстве Lq{Qr). 

Лемма 6.1. Для всего множества S\(y,\i) симметрических положительно опреде­
ленных матриц А = (ощ\ b j G { l , . . . , n } , с собственными значениями, располо­
женными на отрезке [и, //] е (0, оо), существует N единичных векторов 7ь • • •, IN 
в Rn таких, что 

N 
aiJ = ^2 0*7*i7*j, hj € { 1 , . . . , n}, (6.2) 

k=i 
причем fik G [^*,/i*], где и* и /х* — положительные числа, определяемые п, v и ц, а 
7ki(i G { 1 , . . . , п}) — компоненты вектора 7*. Кроме того, набор векторов 7i > • • • > 7п 
можно выбрать так, чтобы он включал в себя координатные векторы e i , . . . , е„ w 
векторы ~^(ei ± ej). 

Матрицы (а.-Дж,*)) из Lu удовлетворяют условиям этой леммы, и мы возьмем 
набор векторов 7ь • • • ? 7N так, как указано в конце леммы. Функции ик, построен­
ные по этим 7ь т.е. ик = и1к1к, и будут предметом последующих рассмотрений. 

Коэффициенты /?* в (6.2) для (а^) из Lu зависят от (x,t), но нам существенно 
лишь то, что они удовлетворяют неравенствам: 

О < и* ^ Pk(x,t) ^ /х* < оо. 
Благодаря этому разность j = F(uxx(z2)) - F(uxx(zi) для любой пары точек z\ = 
(x',t') и z2 = (х",t") из Q T МОЖНО представить, используя обозначение и ^ = 
ruxx(z2) 4- (1 - r)uxx(2:i), в виде 

1 1 

j = J ^F(uxz)dr = JFijiulJdrluifa) - uy(z,)] 
0 0 

= / ^ ; ^ й т [ « * ы - и * ( г 1 ) ] 
0 ' = 1 

N 

= 53/3J[«*(^)-«'(zi)], (6.3) 
i t = l 

где # = £ flfdr G [I/*,/I*]. В силу (1) и (5.3) 
| j | = |tl«(*2) - Mt(^i) + flf(2f2) - flf(zi)| < С 2 [ ф Ь 2 2 ) ] а , (6 .4) 

где d{zuz2) = (|z'-:r"| + |£'-£"|)1 /2 , a c2 определяется известными нам величинами. 
Из (6.3) и (6.4) следует неравенство 

я N 

v* Х > * Ы - uk(Zl)U ~ И* $ > * Ы - uk(Zl)]. ^ с 2 [ ф ь * 2 ) Г , 
А:=1 к = 1 

которое запишем в виде 
N N 

* $ > * Ы - " *Ы]+ - $ > * Ы - и*(*!)]- ^ c3pe, * > 0, (6.5) 
t = l « = 1 
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считая, что d(zi,z2) имеет порядок р. Отметим, что значения показателя а, вооб­
ще говоря, разные в разных наших утверждениях. На каждом следующем этапе 
рассмотрений его значение может понизиться, но нам существенно лишь то, что 
оно остается положительным и число возможных его понижений конечно. Кроме 
того, мы всюду считаем р ^ р0 ^ 1, и потому pai < ра7 для <*i > а2. 

Неравенства (6.1) и (6.5) вместе с полученными ранее оценками для Wk\^nT 
служат той информацией о ик, на основе которой будут найдены мажоранты для 
(ик)от' ^РИ э т о м м ы будем придерживаться плана Н. В. Крылова (см. [4, гл. V]), 
но реализовать его несколько иначе, используя одну теорему из работы [19]. Это 
позволяет облегчить все рассуждение и сделать его единообразным для внутренних 
и приграничных цилиндров. Для удобства читателя сформулируем те два известные 
предложения, которые нам будут нужны. 

Лемма 6.2. Пусть фиксированы числа N\, N2 ^ 0, a, Si и I из (О,1) и р0 е (О,1], и 
пусть на [О,2р0] определены неубывающие функции Wi(p), i = 1 , . . . , т, со значениями 
из [0,1]. Пусть, далее, для любого р е [0,ро] верно или неравенство 

wk(p) ^ Siwk(2p) + N2pap~a, (6.6) 
или неравенство 

J2 ЩрХЪ Y, m(2p) + N2pap^a, (6.7) 
ieB(p) ieA(p) 

где Л(р) есть совокупность индексов к из { 1 , . . . , т } , для которых верно (6.6), а 
В(р) = { 1 , . . . , т } \ А(р). Тогда при Ур е [0,2р0] 

т • т ч 

£ wi(p) < N3P
ap^a ( J2 «>.(2ро) + N2 ) , (6.8) 

где iV3 определяется входящими в условие леммы параметрами. 

Эта лемма является частным случаем леммы из [4, с. 123, гл. IV, §3]. Множество, 
А(р) или В(р) может быть и пустым. 

Теорема 6.1. Пусть v e W^+^QT) и v^O в QT- Для любого н е (О,1] существуют 
постоянные (3 > 0 и с > 0 такие, что справедливы следующие утверждения: 

(1) если цилиндр Q2p = Q2P(x°,t°) принадлежит QT и для любого к > О 
mes{AknQp(x°,t0)} ^ xmesQp(x° ,t°), (6.9) 

то 
infv ^ pk-cp?fr\\(Lv)+\\n+ltQ2,. (6.10) 

Здесь и далее Qp = Qp(x°,t°) = {(*,*) \\ \х - *°| < р, t € (*° - p2,t0)}, Q2p = 
д 2 р (Л*°) = { ( М ) I I I * - Л < 2р, * е ( * ^ 
р, t e (to - V , * 0 - Зр2) },Ак = { (*, t) е QT || v(x,t) >k},aL = -dt + aijd2

XiX. -
параболический оператор с a,j, удовлетворяющими неравенствам (5.1). 

2) Если t° e (0,р2) и d"QTnQ2p(x°,t°) = 0, то для любого к, удовлетворяющего 
неравенству 

к^ inf v(s,0), (6.11) 
\х-х°\<2р 
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справедливо неравенство 
miQv >pk- cp^Ti||(Lv)+||n+ljg2,nQT. (6.12) 

3) Если (*V°) е d"Q = « J х [О, Г] и 
fc< inf v, (6.13) 

d'QnQ7p 

то верно (6.12). 
Постоянные /З и с в (6.10) и (6.12) в случаях 1) и 2) определяются числами п, 

I/, и /i из (5.1). Ими же определяются /? и с и в случае 3), если dfi — гладкая. 
Теорема 6.1 является частным случаем теоремы 1.1 препринта из [19] (он опу­

бликован в широкой печати в статьях [20] и [21]), только в [19] в условии (6.9) х 
взято равным 1/2. Но легко видеть, что данное в [16] доказательство остается в 
силу для любого другого значения *- из (0,1]. 

Теперь мы покажем, как используются лемма 6.2 и теорема 6.1 для оценки 
осцилляции функций иг, i G {l , . . . , iV}, по маленьким цилиндрам Q2p. Делается 
это по-разному в зависимости от расположения Q2p по отношению к QT. А именно 
различаются три возможности, перечисленные в теореме 6.1. 

Введем для каждого Qsp, s = 1,2, следующие числа 
rrii(sp) = mint/', Mi(sp) — max u\ 

Q.^QT (614) 
LJi{sp) = Mi(sp) - mt(sp) и fc = (1 - £)Mi(2p) + £пц(2р), 

где £ — достаточно малое число; возьмем £ равным \S(N + S)~l, где 8 — число 
из (6.5). 

Рассмотрим первый случай: 
1) Q2P С QT- ДЛЯ такого Q2p множество индексов {1,...,JV} разобьем на две 

части А(р) и В(р) = {I,...N) \ А{р) следующим образом: к А(р) отнесем те 
индексы г, для которых множества 

Г ,Ы = { z e QP || u\z) < (1 - £)М{(2р) + £ггы{2р) = £> } (6.15) 
имеют меру, не меньшую, чем 1/iV, т.е. 

Mp) = {i\\\Ti(p)\>jf\Qp\Y 
Здесь и далее |Г| означает меру множества Г в Rn+1. Следовательно, для г е В(р) 
верны неравенства 

-В(^) = {* II |Г*С̂ )1 < }- (6.17) 
Благодаря (6.17) ясно, что в Qp существует точка z(p), которая не принадлежит 
Г,(р) с Vi e В(р). В ней 

u\z(p))>£i щш\/геВ(р). (6.18) 
Пусть zj(p) есть точка Qwp, в которой uj достигает своего минимума, т.е. 

ti V M ) = т3(2р\ (6.19) 
Благодаря (6.18) и (6.19) для Vi e В(р) имеем 

N 

£ И * ( Р ) ) - «*(*''(/>))]+ > И*(/>)) - « V ( P ) ) ] + 
1=1 

^ fo - т ;(2р)] = (1 - №j(2p). 
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Отсюда и из (6.5) с z2 = z(p) и zx = z*(p) следует 
N 

s(i - ev>(2p) ^ $>ч*м) - u^ j w)i- + сз'а 

^ £ K i + M(2/>)]+ J ] w<(2p) + c3^ 
»€B(p) tGA(p) 

t€B(p) »6A(p) (6.20) 

Суммируя эти неравенства по j e B(p) и приводя подобные члены, получим 

[*(l-0-tff l J2 <*(2P) = f £ ^(2p)^JV 53 ^(2/>) + с4/>*. (6.21) 
>еВ(р) >€#(р) i€A(p) 

С другой стороны, для каждой из функций 
г;1 = Mi(2p) - и1 (6.22) 

с г е А(р) мы имеем 
| | ( £« t / )+ | |n+ i ,Q 2 , $ С ! 

(см. (6.1)) и при z G Г,(р) соотношения 
**(*) = М{(2р) - u\z) > М{(2р) - fc = fapp), 

причем \T{(p)\ ^ jj\Qp\. Благодаря им мы можем воспользоваться п. 1) теоремы 
6.1, взяв к = 1/N и к = £и>г(2р). Неравенство (6.10) будет иметь вид 

inf Vх ^ P£uJi(2p) - ссхр^. 
Qp 

Из него следует, что BQP и* ^ Mi(2p)- 0£и>г(2р) + ссхр^. Поэтому wi(p) = Л/,-(р),-
тгц(р) ^ Afi(2p)-j9€wi(2p)+ccip*-mi(p) = Wi(2p)(l-j80+ccip*+т*(2р)-т*(р) 
и, следовательно, 

«.•(p)^(l-)9()u;.-(2p) + c c i p * для Vi € А(р). (6.23) 
Теперь, имея (6.21) и (6.23) для функций Wi(p) = u;t(/o), г = 1,...,JV, мы можем 
воспользоваться леммой 6.2 и заключить, что для Qp с (?2ро Я QT справедливы 
оценки 

N N 

53 ̂ *ы-Y^°ocut^с*рароа> р^р<>> (6-24) 
i = i t= i p 

с некоторым а е (0, ^ т ) . 
Рассмотрим теперь второй случай, когда цилиндры Q2p = Q2P(x°,t°) пересекают 

нижнее основание цилиндра QT, НО не соприкасаются с &QT (точнее, см. п. 2) 
теоремы 6.1). Для них мы иначе разобьем множество {1 , . . . N] на А(р) и В(р). К 
А(р) отнесем те г, для которых 

ix ™*2/(*'°) ^ Ъ = d - 0Mi(2P) + fm.-(2p), e = г^Ддт) ( 6 2 5 ) 

(см. (6.14)). Используем для функций v\z) = М,(2/э) - ul(z\ г е А(р), п. 2) 
теоремы 6.1. Его условия выполнены для к = fu>;(2/?), ибо благодаря (6.25) 
inf|x_xo|<2pi;l(x,0) ^ £о>,(2р). Поэтому 

inf i;1 J> Ptu>i(2p) - cclP*Ti, V* €A(p). (6.26) 
Q p nQ 
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Отсюда, как показано выше, следуют неравенства (6.23) для рассматриваемых 
QpdQr к Qip П Qr- С другой стороны, для j e В(р) имеем 

max и3(х,6) > (j. (6.27) 
| х - х ° | < 2 р 

Так как oscjx_xoj<2puJ(a:,0) ^ с6р, то благодаря (6.26) 
uJ(x°,0) >(j-c6p wmjeB(p), 

и потому неравенство (6.5) и (6.20) с z2 = (x°, 0) и z\ = z^(p) — точкой минимума 
uj в Q2p П Q дает следующее: 

6(1 - №(2Ру 
= S[Cj -mj(2p)] < S[uj(z2) - uj(zJ(p))]+ + c6Sp 

N N 

< « $ > ' ( s 2 ) ~ u\z\p))]+c6Sp *£ 5 > ' ( * 2 ) ~ UMP)^~ + c*?a + <**? 
i = l i = l 

< J2 Ыг + Щ2Р)]+ J2 "г(2р) + С3ра + С66р 
ieB(p) i£A(p) 

^ ^ Y, wi(2p)+ ^ w,-(2p) + c7pe, p^po -
iGB(p) iGA(p) 

Суммирование этих неравенств по j e B(p) после приведения подобных членов 
дает неравенство (6.21), только с другим коэффициентов при ра. Таким образом, 
и в случае цилиндров Q2p, пересекающих нижнее основание QT, МЫ получили 
аналоги неравенств (6.21) и (6.23), из которых, в свою очередь, следует оценка 

N N 

У2^(р) = Y] osc и1 ^ с8раРоа, р < ро. (6.28) 

Осталось рассмотреть случай цилиндров Q2p = Q2p(x°,t0) с х° е сЮ, фигурирую­
щих в п. 3 теоремы 6.1. Для них мы разбиваем множество индексов {1,2,. . . ,iV} 
на А(р), содержащее те г, для которых 

m a x u ^ f i , (6.29.1) 

и оставшееся множество В(р) индексов г, где 
max ul > £,. ' 
ЪР 

Здесь Т2р есть пересечение Q2p с d'Qr. Благодаря результатам п. 5 мы знаем, 
что колебание функций и* на Т2р имеет порядок р а , и потому 

u V » * ° ) > 6 - C 9 P e , ieB(p). (6.30) 
Этот факт мы используем для получения аналога неравенства (6.21) из нера­
венства (6.5). Для этого (6.5) рассматривается в точке z2 = (x°,t°) и точке zu 
являющейся минимумом и* в Q2p П Qr-

Для и1 с г € А(р) берутся, как и выше, функции vx = М{(2р)-иг (см.(6.22)) и для 
них используется результат п. 3 теоремы 6.1 с к = £а;,(2р). Все дальнейшие рас­
суждения, приводящие к оценке (6.28), аналогичны изложенным выше для других 
расположений цилиндра Q2p в QT> 

Таким образом, доказано следующее предложение. 
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Теорема 6.2. Пусть имеется набор функций ик, к = 1,...,АГ, принадлежащих 
W^+^QT) П C(QT), и пусть для ик выполняются неравенства (6.1) и неравенство 
(6.5) при любых z\ и Z2 из QT С какими-либо положительными числами съ с3, S и 
а. Пусть, наконец, известно, что на d'Qr \uk\&QT ^ с k G {2, . . . , iV}. Тогда при 
любом к ик е HP*PI2(QT), и |W*|Q^ ^ С, где /3 и С положительны и определяются 
указанными выше параметрами, maxg r \uk\, k e {1,...<,N} и константами и и р из 
(5.1). 

Вспоминая начало параграфа, убеждаемся в возможности мажорирования 
(uxiXj/QT' г'-? ^ {1>--->п}» с некоторым а > 0, величинами, определяемыми лишь 
данными задачи (1), (2). 

Подытожим сделанное в форме теоремы: 

Теорема 6.3. Пусть' выполнены условия теоремы 1. Тогда для решения и класса 
К4 задачи (1), (2) можно мажорировать норму в пространстве #2 + / ? '1 + / ? /2(фт) с 
некоторым /3 > 0 величиной, определяемой лишь нормой g в пространстве С2,1((5т), 
нормой у в пространстве CA>2(QT), нормой dft в С4 и числами i>k, входящими в 
условия (3) или (4). 

Как отмечено во Введении, из такой априорной оценки для решения и задачи 
(1), (2) разрешимость задачи выводится известными методами. 
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