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ВЕСТН. .МОСК. УН-ТА. СЕР. 1, МАТЕМАТИКА. МЕХАНИКА. 1993. № 2 

:УДК 510.65 

П. Г. Наумов 

НЕРАЗРЕШИМОСТЬ ЛОГИКИ Г Е Д Е Л Я - Л Ё Б А С КВАНТОРАМИ 
ПО ПРОПОЗИЦИОНАЛЬНЫМ ПЕРЕМЕННЫМ 

В работе [1] была установлена разрешимость логики Гёделя—Лё
б а GL, известной своей доказуемостной интерпретацией. 

В настоящей работе доказывается неразрешимость этой логики, 
пополненной кванторами по пропозициональным переменным. При 
этом используется конструкция из работы [2]. 

1. Логика GL 2 . Язык логики GL2 состоит из пропозициональных 
переменных р, q9 логических связок &, V , П> П ; скобок и кван
торов V, 3 . 

Формулы языка логики GL2 определяются стандартно: если А и 
В — формулы, а р — пропозициональный символ, то р, ~|А, А&В, 
A\JB, Л-^В, П А , VpA, З р А — формулы. 

Логика GL2 задается аксиомами: 
1. пропозициональные тавтологии; 
2. VpA(р)->А(В), где А и В — формулы, р — пропозициональный 

символ и формула В свободна для р в А (р ) ; 
3 . V p ( A - > - 5 ) - ^ ( A - ^ V p B ) , если формула А не содержит свободных 

вхождений символа р; 
4. • (Л->В)->(пЛ-> •£ ) ; 5. • (•Л->Л)->-пЛ и правилами вывода: 

. — ; 7. ; 8. . 
В урА • А 

2. Модели Крипке для логики GL 2 . Моделью Крипке будем назы
вать {X, R, {Wx}xex, ih-), где X — непустое множество, называемое 
множеством миров, R — частичный иррефлексивный порядок на Ху 

{Wx} — семейство непустых множеств, индексированных элементами 
множества X (элементы Wx мы будем называть пропозициональными 
константами), такое, что Wx^Wy, если xRy; II бинарное отноше
ние вынуждения между элементами из X и формулами языка логики 
GL2y пополненного пропозициональными константами из WXy которое 
удовлетворяет следующим соотношениям: 

1. xih-~~l Л<^П(х1Ь-А), 2. x ib- А&В*=РХ\\— А и x i h - £ , 

3. XII— Л V Bt=>x\h-А или х\\—В, 4. XII— А-+В<=ьх\\—В или JC||— "~1Л, 

5. xii— \~\ A <=$V у (xRy =$у\\— Л), 6. х | Ь - У р Л ( р ) ^ > д л я любого р е ^ : 
хif— Л (р), 7. XII— 3 р Л (р) найдется p^Wx: xif—Л (р). 

Будем говорить, что модель фундирована, если всякая цепь вида 
a0RalRa2R... конечна. 

Будем говорить, что модель насыщена, если для любого Y^X 
найдется константа р е f] Wx, такая, что x ^ Y <=$х\\— р. 

^ У т в е р ж д е н и е 1. В любом мире фундированной и насыщен
ной модели вынуждаются все теоремы логики GL2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что достаточно убедиться в вы
полнимости схем аксиом 2 и 5 логики GL2. Схема 2 является следст
вием насыщенности, а схема Лёба 5 представляет собой хорошо из-
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вестное следствие фундированности модели Крипке (см., например,, 
[ I ] ) . 

Пусть <ХУ R> — множество с отношением порядка на нем. Кону
сом будем называть подмножество Y^X, такое, что Va , b ( а ^ У , aRb=^ 
=^b^Y). 

Конусом с вершиной назовем конус У, в котором найдется элемент 
а0 (вершина), такой, что Vb (b&Y=>aoRb). 

Корневой точкой конуса У назовем элемент а 0 , такой, что 
Vb(bzEY=>-\(bRa0)). 

Конусом над точками аи ат будем называть множество У== 
={ЬЕЕХ\ЯП anRb}. 

Будем писать • + А вместо А& []А, ф А вместо ~ 1 П ~ 1 Л и О+А 
вместо ПП+"ПЛ. Рассмотрим следующие формулы: 

C(q)= n+(q^nq)&[VuVv(n+(q-»D+u\J П + 

-+n+(q-+u)Vn + (q-+v))]9 

D(q)^C(q)&n + (q-+nDJ-)&<>+(q&<>T). 

У т в е р ж д е н и е 2. Пусть ЗЛ — насыщенная модель Крипке. Тог
да для любого мира х этой модели x\\—C(q) тогда и только тогда,, 
когда {y^X\yh-q и либо xRy, либо х=у} — конус с вершиной или пус
тое множество. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . (=^). Пусть xlh-C(q), тогда х If— D+(q-^Oq). 
Это означает, что область {y^X\y\\—q и либо xRy, либо х=у) — конус. 
Если он пуст, то требуемое доказано. В противном случае рассмотрим 
множество корневых точек этого конуса и предположим, что в нем 
найдутся хотя бы две различные точки ах и а2. Рассмотрим множество 
T={t^X\aiRt}[){aiy Согласно условию насыщенности найдется пропо
зициональная константа и, истинная в точности на этом множестве. 
Рассмотрим конус над множеством оставшихся корневых точек (оно не 
пусто, так как содержит а2). В силу условия насыщенности найдется 
пропозициональная константа v, истинная в точности на этом конусе. 
Легко убедиться, что найденные константы и и v опровергают второй 
конъюнктивный член С (q). 

(<=). Поскольку {у^Х\у и либо xRyy либо х=у} — конус, то 
xif— •+(<7->П<7). Предположим, что 

x\\--lVuVv(n+(q-+n+u\/ П + а ) - * D + ( q - + u ) \J D+(q-+v)). 

Тогда найдутся такие константы щ, v0^Wx, что 

x\\-n+(q-+n+u0\J D+vQ); 0 ) 

лги— I • + ( ? - > щ ) и л:11— i • + (q-+v0). 

Последнее означает существование миров аи a2^{y^X\xRy либо х= 

ai\V-~'q> ailb-~~la 0 > <hh-q, a2\h-~\v0. (2> 

Возьмем вершину a0 конуса {y^X\y\\—q и либо xRy, либо х=у}, кото
рый не пуст, так как содержит ах и а2. Поскольку xRa0 или лг=а 0 , то 
согласно (1) а0II— n+u0\/n+v0, что противоречит (2 ) . 

С л е д с т в и е. Пусть 9Л — насыщенная модель Крипке, тогда для 
любого мира х xh-D(q) тогда и только тогда, когда {у^Х \ у ||— q и 
либо xRy, либо х=у} есть конус с вершиной высоты 2. 
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3. Неразрешимость логики GL2. Т е о р е м а . Логика GL2 неразре
шима. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (М, *)—счетное множество с рефлексив
ным симметричным отношением *. Построим модель Крипке SR = ( X , R, 
{Wx}, и — ) , которую будем называть моделью, порожденной (М, * ) : Х = 
= {М} U М U {{я, Отношение # таково, что MRa тогда и только 

тогда, когда афМ\ aRx тогда и только тогда, когда х = {а, b}\ WM = 
=:Wa = W{atb} = {pY\YCZX} ДЛЯ всех а, Ь Е М . ПОЛОЖИМ x i b - p y « x « = Y . 

Очевидно, что отношение R является иррефлексивным порядком, a 
модель 9Л фундирована и насыщена. 

Пусть S — некоторое предложение в языке элементарной теории 
рефлексивного симметричного отношения *. Не теряя общности, мож
но считать, что S имеет вид 

(Qx ...)&(& (xk * yk) -> V ("к, * %•))> 
k i 1 1 i J 

где Qx... — н е к о т о р ы й кванторный префикс. 
Определим перевод S предложения 5 в язык логики GL2 как 

3 qD (q) & (Qx ...)&(& О & Уиг) V О (% & %)) 
/г i / 

где 0 означает ограничение кванторов префикса Q областью истинно
сти предиката D(x). 

Пусть RS — элементарная теория рефлексивного симметричного 
отношения *. Согласно работе [3] теория RS неразрешима. 1 

Как известно (см., например, [ 4 ] ) , всякая неразрешимая конечно 
аксиоматизируемая теория является наследственно неразрешимой. По
этому для доказательства неразрешимости логики GL2 достаточно убе
диться в справедливости следующей леммы. 

Л е м м а . Если GL2 |~ 5 , то RS |— i 
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы . Пусть ! |— IS), тогда найдется 

множество М с рефлексивным симметричным отношением * на нем, такое 
что (М, * ) ( = S . Покажем, что в модели Крипке 3R, порожденной моделью 
{М, *), в точке М опровергается формула S. Предположим противное: 
М\\— S. Легко видеть, что Mif—П Тогда 

М lh- П (Я qD (q)&(Qx...)&(&<> (xk. & yk) ->VO (% & vk.))). 
k i i 

Формула 3.qD(q) вынуждается в мире M в [силу следствия и насыщен
ности модели SK. Следовательно, 

M\^~~l(Qx...)&(&<>(xk& y h ) V О (uk] & % ) ) . (3) 
k i i 

Согласно следствию для каждого х, удовлетворяющего условию M i h - D ( x ) , 
найдется элемент ах^М, такой, что b\\— х тогда и только тогда, когда 
axRb или ах=-Ь. Чтобы вывести противоречие из (3) и свойства (М, * )N=S , 
достаточно показать, что для любого набора аХи , а« , аи , а у Ё М 

« г « г &7 fey 

(М, *) \= & (ах * ау ) - > V (flu.. * at,..) тогда и только тогда, когда М 
lb- & О {xk. & yk) H - V O (uk, & %.). Последнее в свою очередь следует из то-

i i 
го, что M i h - O ^ & y ) равносильно (М, * ) | = а л * а у . Лемма и, следователь
но, теорема доказаны. 

З а м е ч а н и е . Теорема и все рассуждения останутся в силе, если 
вместо GL2 рассматривать ее расширение формализованным принци-
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пом неподвижной точки З р & • ' (р <-* А (р)), где р — единственная 

свободная переменная формулы А и все вхождения р в А лежат в об
ласти действия модальности • , а • ' обозначает i-итерацию модально
сти. Выполнимость принципа неподвижной точки на модели 9Л ш 
утверждения 1 следует из фундированное™ и насыщенности модели. 
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С. Б. Козырев 

О ГАРАНТИРОВАННОЙ СКОРОСТИ УБЫВАНИЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ 
ФУРЬЕ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ 

Мы будем пользоваться следующими обозначениями: С и L — про
странства соответственно непрерывных и суммируемых по Лебегу функ
ций на отрезке [0, 1], cn(f, ср) — коэффициенты Фурье функции / по си
стеме ф; если А — отрезок, то | А | — его длина; если X — множество, 
то X — его замыкание, a int(X) — его внутренность; если р — пока
затель пространства LP, то q — сопряженный с ним показатель; со (б, / ) 
и о)р(б, / ) — соответственно модуль непрерывности и интегральный 
модуль непрерывности порядка р для функции f. 

3. Чешельский в работе [1] показал, что для коэффициентов 
Фурье—Хаара любой функции f^C[0, 1] справедлива оценка 

М, Х ) | < п - ^ ( 1 / л , / )• (1) 

Д л я функций g&L p (0 , 1), 1 < р < о о , аналогичный результат был 
получен П. Л . Ульяновым в [2]: 

X ) | < n l / p - i / 2 © p ( l / / i e g). (2) 

Таким образом, модули коэффициентов Фурье—Хаара для всех 
функций из LP, р > 2 , в целом имеют гарантированный порядок убыва
ния. В связи с этим П. Л . Ульяновым неоднократно ставился следую
щий вопрос (см., например, [3, 4 ] ) : являются ли оценки (1), (2) луч
шими для LP, р>2, среди всех полных ортонормированных систем? 
В настоящей статье мы дадим отрицательный ответ на этот вопрос, 
доказав следующую теорему. 
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