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Исследуем инвариантные эллиптические сис­
темы Дезина [1] в евклидовом пространстве, ис­
пользуя их матричные представления. Это позво­
лит получить ряд новых свойств этих систем. Для 
построения нужных представлений рассмотрим в 
пространстве W последовательность дифферен­
циальных матричных операторов, заданную ре-
куррентно формулой 

( \ 
Э 

кой системы Дезина [1] можно представить в виде 

кдх 

Ак,п\ ~ 
Э 
дх 

хк,п-\ д'х 0 

< - » ч . е *-•••-'Ш 
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где к = 1, ..., п - 2, г- дифференцирование по 
хх,..., хп _ J. Операторы 

' э ' 

^ 0 , п ~~ 

ЭХ] 

_э_ 
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Последние две блочные строки матрицы (2) в за­
висимости от четности п имеют вид 

( \ 
"•п-А,п "-п-Хп 0 о 

V 
если пчетно, 

О Ап-2,п ^п-\,п 
) 

V " ) 
заданы, в частности, 

* - ( & } 4 , 2 дх2' Ъхх 

о А А* 
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Матрица (1) является матрицей оператора внеш­
него дифференцирования dkn, действующего на 
дифференциальную форму степени к, записанную в 
системе координат (хх хп) при условии естествен­
ного упорядочивания ее коэффициентов [2]. 

Обозначим: А*п I ^- I - дифференциальный ма-

тричныи оператор, имеющий матрицу ~Акп =j- и 
являющийся формально сопряженным к операто­
ру dkn. Тогда матрицу инвариантной эллиптичес-

если пнечетно. 
Структура характеристических матриц инва­

риантных эллиптических систем Дезина доволь­
но своеобразна. Рассмотрим ряд примеров. 

При п = 2 имеем 

A(Ç) = Ч ъл 

ъ ч 1 ) 

что соответствует системе Коши-Римана. 
При п = 3 находим, что 

f Si Ъ & 0 Л 
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что соответствует системе Моисила-Теодорес-
ку-Бицадзе. 

При п = 4 получаем, что 
( \ 

I * • -

A(Ç) = 
^ 0 , 4 -^1,4 0 

о А 2 , 4 -^3,4 

Éi k £з 0 £ 

Е2Ч1 0 Ç3 

решениями которой являются так называемые 
голоморфные формы [1], справедливы многие 
свойства, аналогичные свойствам голоморфных 
функций. В частности, для этих систем верны 
аналоги интегрального представления, теорем 
Коши и Морера, полученные при помощи иного 
подхода Б.В. Пальцевым [3]. Отметим также, что, 
используя наше матричное представление (2), для 
системы (5) можно установить, применяя методы 
работы A.B. Бицадзе [4], формулы для скачка 
аналога интеграла типа Коши, аналог формулы 
Пуанкаре-Бертрана для перестановки соответст­
вующих многомерных сингулярных интегралов, а 
также исследовать краевую задачу линейного со­
пряжения и систему сингулярных интегральных 
уравнений с ядром, порожденным оператором (2), 
так, как это сделано нами в [5] для канонических 
эллиптических систем. 

Особое строение матрицы системы (5) позво­
ляет, кроме упомянутых выше вопросов, изучить 
также краевую задачу Дирихле для этой системы 

тт щи в полупространстве. Пусть f(x) = (f{(х), ...,/2m(x)), 
Индукцией по размерности п пространства Ire . „ „ , , - , * л А- г^ 

г 2т = 2" - \ Следуя A.A. Дезину [6], назовем компо­

ненту/ нормальной, если оператор дифференци­

рования ^— , находящийся в /-м столбце матрицы 

0 
0 
о 
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можно показать, что матрицы (1) обладают еле 
дующими свойствами: 
А-к,п"-к-\,п = "> "-к-\,п"-к,п = 0, К = 1 , . . . , И - 1 , 

•̂ о.п^о,и = ЕАп, А^пАкп + Ак+]пАк + }п = -ЕАп, 

к = 0, ...,п- 1, 
< A U - , содержится в некоторой матрице А2ку „, 0 

< 2к < п - 1, см. (2). В этом случае пишем / е IN, где 

,4+1 мера, £ - единичная матрица порядка С„- , А„ = 

Эх; 
, а Л„ „ полагаем равным нулю. 

где 0 - нулевая матрица соответствующего раз- //у _ множество индексов нормальных компонент, 
В противном случае называем компоненту _/} 
тангенциальной и пишем / е 1Т, где /^ - множе­
ство индексов тангенциальных компонент. Та­
кое разделение компонент носит, естественно, не­
инвариантный характер, ибо связано с выбором 
координатной системы. Число m = 2п~2 нормаль­
ных компонент равно числу тангенциальных ком­
понент fix). Для решений системы (5) справедлив 
следующий принцип симметрии. 

Т е о р е м а . Пусть граница области D a 1R 
содержит часть S гиперплоскости {xj = 0 } и 
Z)* - симметричная с D область относительно 
гиперплоскости {х{ = 0}, причем D n D* = 0 . Ес­
ли Дх) удовлетворяет системе (5) в D, непрерыв­
на на S и удовлетворяет там условию 

/ ,(0,х2 , ...,х„) = 0, I G 1N, (6) 

то f(x) продолжается как решение системы (5) 
через S из D в область D*. Полученное продол­
жение дается равенством 

Г/(х), хе D, 
F(x) = \ _ г _ „ (7) 

Используя эти свойства матриц (1), нетрудно 
доказать, что оператор A Nr- I, определенный ра­
венством (2), эллиптический, так как его харак­
теристическая матрица удовлетворяет соотно­
шению 

А'&)А&) = А&)А\%) = £(ÇÎ+ . . . + & . (3) 

где Е - единичная матрица порядка 2" - 1 , A 4 ) -
транспонированная к А(£) матрица. 

Легко видеть, что инвариантную эллиптичес­
кую систему Дезина в евклидовом пространстве 

можно записать в виде 

A{fx)f{x) = Н(Х)' (4) 

где А\ =р I определена равенством (2). Для одно­

родной эллиптической системы Дезина в IR" / / (**) , / е 1Т; -/,•(**), / e IN, xe D*, 

А Ы / М - »• (5) где х* = (-хь х2, ..., х„) - точка, симметричнаа 
х= (хь ..., х„) относительно {xj = 0}, и является 
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решением системы (5) класса Cl(D u S и D*) в об­
ласти ö u S u D*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Действуя в духе работы 
A.A. Дезина [6, с. 40], можно непосредственно 
убедиться в том, что F(x), определенная равенст­
вом (7), удовлетворяет (5) в D и D* и непрерывна 
на общей части 5 их границы. В самом деле, рас­
смотрим строку системы (5), соответствующую 
нормальной компоненте, т.е. строку, в которой 

оператор дифференцирования ^— находится в 
OXj 

столбце, соответствующем нормальной компонен­
те. Иными словами, =г— находится в некоторой ма-

ох, 

трице А2к<п, 0<&<га -1 , - блоке матрицы А =- (2). 

Тогда при изменении знака у хх каждое слагаемое 
в уравнении, соответствующем этой строке, либо 
не меняет знака (если оно не содержит диффе­
ренцирования по хх, так как если в строке есть 
дифференцирование по хх и в этой же строке есть 
дифференцирование по другому переменному хк, 
к Ф 1, то в столбце, содержащем это дифференци­
рование по хк, нет дифференцирования по хх в ма­
трице Агкп, 0 <2к<п- 1, ибо этот столбец соот­
ветствует компоненте при дифференциальной 
форме, уже имеющей дифференциал dx^, либо 
меняет знак два раза, если оно содержит диффе­
ренцирование по хх. 

Аналогично, рассмотрим строку системы (5), 
соответствующую тангенциальной компоненте, 
т.е. строку, в которой оператор дифференцирова-

не находится в столбце, соответствую-ния Эх, 
щем нормальной компоненте, т.е. не находится в 
матрице А2кп, 0 < 2к < п - 1. Тогда при изменении 
знака у хх каждое слагаемое в этой строке меняет 

Э знак и тогда, когда оно не содержит =—, а содер-
ОХ\ 

жит дифференцирование по другой переменной 
кк,кФ\, так как в этом случае оператор диффе­

ренцирования Эх, находится в столбце, соответ­

ствующем нормальной компоненте, т.е. в некото­
рой матрице А2к_„, 0 < 2к < п - 1 (в силу определе­
ния оператора внешнего дифференцирования и 
соответствующей ему матрицы А2кп), и тогда, 
когда оно содержит дифференцирование по Xj. 

Таким образом, в силу устранимости особен­
ностей коразмерности один решений системы (5), 
что доказывается таким же способом, как это 
сделано нами в [5] для канонических систем, по­

лучаем, что F(x) будет решением системы (5) и в 
области D u S u D * . 

З а м е ч а н и е 1. Если на плоской части S гра­
ницы области D вместо условия (6) выполняется 
условие 

/;(0, х2, ...,х„) = 0, i e 1Т, (8) 
то при тех же предположениях на /(х) и D, как в 
теореме,/(х) продолжается как решение системы 
(5) из D в D* через S. Это продолжение дается ра­

венством 

F(x) = 

/ (х ) , х е D, 

(9) 

и является решением системы (5) класса Cl(D u S и 
и D*). Доказательство то же, что и выше. 

З а м е ч а н и е 2. Доказанная теорема и заме­
чание 1 справедливы и в случае, если гиперплос­
кость {xi = 0} заменить любой гиперплоскостью 
{х, = 0}, i = 2,..., га. 

Используем полученные результаты для на­
хождения интегрального представления для ре­
шений системы (5) в полупространстве. Обозна­
чим D+ = {хх > 0}, D~ = {xY < 0} и S - гиперплос­
кость {xi = 0} в пространстве JS". Решение fix) 
системы (5) в D+ доопределим в D~ равенствами 

[/,•(•**). i e IT, 
/,•(*) = XGD~. (10) 

Так же как и при доказательстве теоремы, устанав­
ливаем, что Дх), определенный равенствами (10), 
удовлетворяет системе (5). Разность предельных 
значений решения Дх) в о + и доопределенного ра­
венствами (10) решения в D~ на гиперплоскости 5 

f\t)-f{t) = g(t), t = (0,t2,...,tn)eS, (11) 

8i(t) = 

где 
0, ie IT, 
2fi(t), i e IN. 

Вектор Дх), удовлетворяющий системе (5) в 
M.n\S краевому условию (11) и обращающийся в 
нуль на бесконечности, определяется в силу уст­
ранимости особенностей коразмерности один ре­
шений системы (5) единственным образом фор­
мулой 

/ W - ^ 1 < Г ^ - . ) А М < > 8 < < > , (12) 
2тг J Mf-x ' 
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где g(t) - вектор класса 0°-h\S), удовлетворяю­
щий при больших \t\ условию 

Ш\<± £ > 0 , с > 0 , t= (0,t2,...,tn). (13) 
kl 

Используя формулы для скачка аналога интегра­
ла типа Коши, можно показать выполнение усло­
вия (11). Обращение Дх) в нуль на бесконечности 
следует из вида (12), см., например, [7, с. 128]. 

Из интегрального представления (12) видно, 
что решение /(х) системы (5) в D+, исчезающее в 
бесконечности, определяется однозначно через 
граничные значения его 2"~2 нормальных компо­
нент класса Ö°'h\S), удовлетворяющих условию 
(13) на гиперплоскости S = {х, = 0} . 

Применяя формулу (12), находим решение сле­
дующей краевой задачи Дирихле: найти решение 
fix) системы (5) в полупространстве D+ класса 
C(0Jl)(D+ и S), исчезающее в бесконечности, по 
краевому условию 

/ , . | s = Y, . (0 , i 6 IN, (14) 

где 7,(0, i 6 IN, - заданные на S = {x} = 0} функции 
класса Ö°'h)(S), удовлетворяющие (13) при боль­
ших \t\. 

В силу (12) искомое решение дается формулой 

/00 = ̂  Ы ^ W ) y ( 0 , (15) 
S ' ' 

где 

З а м е ч а н и е 3. Аналогично находится инте­
гральное представление для решений системы (5) в 
полупространстве D+ через граничные значения 
их 2"~2 тангенциальных компонент класса C-0'h\S) 
на гиперплоскости S. Оно позволяет решить кра­
евую задачу, аналогичную (14), когда условие (14) 
заменяется условием 

/ ; | , = у,.(0, ieIT. (16) 

З а м е ч а н и е 4. Если вместо ( 14) рассмот­
реть более общее условие на S: 

где det||a,-,-|| Ф 0, то такая краевая задача сводится 
к задаче (14) и, значит, имеет единственное ре­
шение. Аналогичным образом обобщается и за­
дача (16). 

Пусть теперь п > 2. Рассмотрим в ограничен­
ной области D с: R" краевую задачу: найти реше­

ние Дх) системы (5) в D класса C(D и dD) по кра­
евому условию: 

AL = Y«-C0. i = h . . . , m , 
(18) 

l<jl<...<jm<2m (m = 2n-2). 

Отметим, что решение этой задачи в много­
мерном случае имеет ряд принципиальных разли­
чий. В частности, в отличие от плоского случая 
задача (18) не является нётеровой. 

Действительно, в силу принципа максимума 
модуля и так как п • 2"~2 > 2п~ ' при п > 2, любое 
решение, принадлежащее ядру этой задачи, удов­
летворяет системе уравнений, имеющей матрицу, 
у которой существует минор, определяющий сис­
тему Коши-Римана. В самом деле, в этом случае 
в любых 2"~2 столбцах характеристической мат­
рицы системы (5) всегда найдется строка, содер­
жащая не менее двух ненулевых элементов, так 
как в каждом из этих столбцов находится п раз­
личных ненулевых элементов. Поэтому ядро дан­
ной задачи содержит часть, изоморфную прост­
ранству голоморфных функций от одного ком­
плексного переменного хк + ixp в области, 
являющейся проекцией D на плоскость Ох^Хр, не­
прерывных в ее замыкании. Следовательно, ядро 
задачи (18) бесконечномерно, и, значит, она не 
нётерова. 

З а м е ч а н и е 5. Если вместо (18) рассмот­
реть более общее условие на dD: 

m 

i = 1, ..., га, 1 < k\ < ... < km< 2m, 

где det||ay|| Ф 0, то такая краевая задача сводится к 
задаче (18) и, следовательно, также не является 
нётеровой. 

Автор выражает глубокую благодарность 
A.B. Бицадзе, A.A. Дезину и В.А. Ильину за об­
суждение работы и ценную поддержку. 
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