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В настоящей работе мы изучаем задачу распространения тепла в со­
ставном стержне, составленном из двух различных кусков, при неидеаль­
ных теплоконтактных условиях на границе смыкания составляющих ча­
стей. 

1°. Предположим, что составной стержень заполняет отрезок (О, Z), 
точка х = 112 — точка смыкания, поверхность стержня теплоизолирована, 
в теле отсутствуют источники и стоки и на концах есть теплообмен с окру­
жающей средой. 

Обозначим через си ри К\, к\ = К\ / ар\ и с2, Р2, К2, х2 = К2/ с2р2 — 
теплоемкость, плотность, теплопроводность и температуропроводность ча­
стей стержня, заполняющие соответственно (0, 1/2) и (I / 2, / ) . Тогда зада­
ча распространения тепла в таком стержне будет формулироваться следу­
ющим образом: требуется найти в области 

-5^ = {(ж, 0 , 0 < > < / / 2 ; / / 2 < ^ < Z ; 0 < * < Г } (i = l , 2 ) (1) 

такое распределение температуры щ(х, t) (i = 1, 2), чтобы 

дщ I dt = у.гд'2щ I да*, (х, t) е= ST^ (i = 1 ,2 ) ; (2) 
ui(x,0) =Fi(z), 0 ^ x ^ 1 / 2 ; u2(x, 0) = F2(z), 1/2^x^1; (3) 

дщ(0, t) /дх — fi(t); дщ{1, t) /dx = f2(t), O ^ t ^ T ; (4) 
—Kidm(U2, t) Idx=h[m(ll2, t) — u2(l/2, t)], 0 < * < 7 ; (5) 

Kidm(l/2, t) / дх = K2du2(l 12, t) J dx, O ^ t ^ T ; (6) 

при этом выполняются условия согласования 

F/(0) = / . ( 0 ) ; F2'(I) = / 2 (0 ) ; / 2) = h[F2(l/2) - F& / 2 ) ] ; 

KxFx'UIZ) = K2F2'(l/2), (7) 
где h = i IR — контактная проводимость, R — контактное сопротивление, 
U(t) e=C*\Fi(x) GEC<2) ( i = l , 2 ) . 

Задачу (1) —(6) называем второй неидеальной одномерной теплокон­
тактно-краевой задачей, в отличие от того, что мы имеем для бесконечно 
больших значений /г, при которых имеет место непрерывный переход тем­
пературы через теплоконтактную границу. Последнюю называем идеаль­
ной теплоконтактно-краевой задачей. Идеальная задача рассматривалась в 
( 1 _ 4 ) для параболических уравнений и в (5~7) для эллиптических уравне­
ний. 

Решение задачи (1) — (6) будем представлять в виде 

щ(х, t) = vi(x, t) + Wi(x, t) (i = 1, 2), (8) 

где Vi(x, t) (i= 1, 2) являются решением задачи (1) —(6) с однородны­
ми граничными условиями (4), a Wi(x, t) (i = 1, 2) — решением задачи 
(1) —(6) с однородными начальными условиями (3). Ради краткости 
о последних задачах будем говорить как о задачах I и II. Легко доказы­
вается единственность решения задачи I. 
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2°. Для нахождения единственного решения задачи I применяется ме« 
тод Фурье, что приводит к функции 

00 

» м ( М = 2 Dnv^(x,t) --- (9) 
??.=О 

2 ад« (̂) г™ (о = 2 c o s yf) e x p l~ 0 < ж ^ / / 2 ' 
?7=0 

CO OQ . 

2DnX,n(x)Tn(t)= ^ i > n ( ^ n C o S ^ + s m ^ j e x p [ - ^ ] , > Ч У"х2/ 

1/2^x^1, 0 < * < ^ 

где ain, «2n (и = 0, 1 , 2 , . . . ) — известные величины, а Я п (n = 1, 2 , . . . ) 
являются корнями трансцендентного уравнения 

sm — — — /г cos — = sin 
У"-/! 2 Ухх 2 / 2 / х 2 

_ l L l / ^ i /г s i n _ N cos " = О, (Ю) 
К2 Г YI 2 / X ! 2 /иа 

и функции Zin(g), Х 2 п(г) (и = О, 1, 2 , . . . ) , будучи умноженные соответ­
ственно на "|/cipi и У<?2Р2, становятся ортогональными в смысле 

112 I 

CiPi J Х щ (х) Xlm (х) dx + с2р2 J Х 2 п (ж) Х 2 т п (ж) = 0 при п ф т. ( 1 1 ) 
О */2 

Удовлетворяя начальным условиям ( 3 ) , в силу (И) находим: 
г/2 ^ 

1 Я х J F[ (Х) Xlk (х) dx + К2 J F2' (Ж) X2k (x) dx] (k = 1,2, . . . ) , (12) 
0 /̂2 

из чего видно, что ряды в (9) при t = О сходятся абсолютно и равномер­
но, и начальные условия (3) действительно удовлетворяются, если ампли­
туды Dh (k = 1, 2 , . . . ) определить по формуле (12). 

3°. Очевидно, что (9) удовлетворяет однородным граничным усло­
виям (4) и теплоконтактным условиям (5) —(6). Для доказательства того, 
что (9) в области (1) удовлетворяет (2), принимая во внимание особен­
ность задачи 1 (Ао = О является собственным значением с собственными 
функциями Хю(х) = 1, Х2о(х) = 1), мы строим обобщенную функцию 
Грина G*(x, s) и полученную при разделении переменных задачу Штур­
ма—Лиувилля для X ф О, как и в ( 5~ 7), заменяем эквивалентным интег­
ральным уравнением 

{I 

Х(х) + р jj G9(x, s) X (s) ds = 0, \x= X2, 
0 

а это дает возможность доказать равномерную сходимость рядов, получен­
ных из (9), один раз почленным дифференцированием по t и два раза по х. 

4°. Задачу II решаем применением принципа Дюамеля ( 8), что требует 
предварительного решения некоторой теплоконтактно-краевой задачи с по­
стоянными граничными данными, которую получаем из задачи II «замо­
раживанием» граничных данных fi(t) и f2{t) для некоторого значения 
t = т). Задача II является задачей со стационарной неоднородностью, и по­
этому целесообразно сначала выделять стационарное решение, а затем ис­
кать отклонение от этого решения. 

Оказывается, что в данном случае этого сделать непосредственно 
нельзя, в отличие от первой и третьей теплоконтактно-краевых задач, ибо 
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при этом в силу граничных условий (4) исчезают две постоянные интег­
рирования, которые не удается определить. Во избежание такой неопреде­
ленности, обозначая через т°(х, t) (i = 1, 2) решение замороженной за­
дачи, вводим функцию 

/) = -К{ди>£(х, t) / дх (i = 1, 2), (13) 

и без особого труда преобразуем замороженную задачу к следующей, наз­
ванной нами сопутствующей, задаче, которая является первой идеальной 
теплоконтактно-краевой задачей, со стационарной неоднородностью: 

dqjdt = xi^gi W , 0<х<1/2; 
dq2/dt = К2д2д2/дх*, 1/2<х<1; 

ffifo.O) = 0 , 0 < a < Z / 2 ; q2(z,0) = 0, 1/2<х<1; 
fft(0, *) = —ЛГ±/1<т|); g2(Z, t) = -Яг/ 2 (т) ) ; 0 < * < Г; (14) 

q i t ) = g 2 (112, 0 ; dqx{ll2,l)/dx = Aq2{ll2,t)) 0 < * < Г, 
где Л — известная постоянная. 

5°. Полагая *) = Ф г(я) + 9г-(я, t) (г = 1, 2), задачу (14) делим 
на стационарную задачу с неоднородными граничными условиями и неста­
ционарную с неоднородными начальными, но с однородными граничными, 
условиями. Решая стационарную задачу непосредственно, а нестационар­
ную, как и задачу I, применением метода Фурье, найдем 9* (ж, t) и постро­
им решение «сопутствующей» задачи qi{x, t) (i = 1, 2); внося ее в (13), 
находим Wi°(x4 t) (i= 1, 2), которые содержат произвольные функции 
С{{1)жС2{1). 

6°. Для определения этих произвольных функций, следуя ( 9), вводим 
средние 

12 I 

КМ =^г\уРг(х^)йх\ w\Jt) = A jj и%(х, t)dx\ 0 < * < 7 \ (15) 
1/2 

для которых справедливы соотношения 

l dw\(t) 
С л ­ ей 

г Г d w l (0 
Мл); C ^ - Y I J 2 - W -

h (ч). (16) 

Интегрируя (16) и подставляя выражения Wi°(x, t) (i = 1, 2) в (15), 
находим четыре выражения, из которых определяются C\(t) и C2(t). Под­
ставляя найденные значения Ci(t) (i = 1, 2) в Wi°(x, t), находим после 
перехода к безразмерным величинам решение замороженной задачи в виде 

| w\ Иь *i) = Lu (?i. ^i) /i 00 + L12 (g l f т х) / , (r|); 0 < ^ < | 1 ; 

I w\ (Es» t 2) = L 2 1 (ga, т 2) Д (TJ) + L 2 2 (£2, т 8) / 2 (r)); 1 < £2 < 2 T 

где Lij(lk, т/t) (г, /, к = 1, 2) имеют определенные явные выражения. 
7°. Теперь из последнего выражения по принципу Дюамеля (8) реше­

ние задачи II, соответствующее переменным граничным данным f\(t) и 
h(t), можно записать в виде 

^ 1 

Щ (1ъ ti) = ^ {/i ( у ) 5£ L n ( Ь , Тх — у ) + 

о 

г^2 (Ба. t a) - J {/i ( у ) ^ Lai ( 6 2 , t a — Г) + 
о 

+ /i(Y)ai-£»«G.*«-Y)}<*Y. 1 < 6 I < 2 . 

^i ,2 (I, т) = < (17) 
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Приводя (9) к тем же безразмерным величинам, что и (17), складывая 
но принципу суперпозиции с последним, получим решение задачи (1) — (7). 

З а м е ч а н и е . Отметим, что задача ( 1 ) —(7) исследована и для об­
ласти 

$ } = {(*,*); X i W < » < X i + i ( 0 ; 0 < * < Г } (i = l f 2 ) , (18) 

где %i(t) (i = 1, 2 , . . . ) не имеют общих точек и удовлетворяют условию 
Гёльдера с показателем а(7г < а ^ 1), а также в случае, когда боковые 
поверхности стержня не теплоизолированы и внутри тела имеется источ­
ник или сток обильности Qi(x, t) (i— 1, 2). Показано, что количество 
составных частей можно увеличить. 

Азербайджанский государственный университет 
им. С. М. Кирова 
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