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ПРОЕКТИВНЫЕ МОДЕЛИ УНИТАРНЫХ ПРОСТРАНСТВ 
ПОСТОЯННОЙ КРИВИЗНЫ НАД АЛГЕБРОЙ 

ДУАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ 

В статьях [ 5, 6 1 были введены два типа унитарных про­
странств постоянной кривизны над алгеброй дуальных чисел: ри-
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мановы симметрические пространства нулевой сигнатуры, раз -
мерность которых кратна 4 , и четномерные симметрические 
пространства аффинной связности с полем ковариантно постоян­
ного бивектора, И те, и другие обладали голоморфно-проектив -
но-евклидовой связностью по отношению к основному структур -
ному аффинору £ ^удовлетворяющему уравнению -$ =0 -
Покажем, что оба указанные типа пространств можно получить 
единообразным способом, если воспользоваться понятием норма­
лизованного проективного пространства:с заданным расслоением 

[7] . В качестве такого пространства следует взять бипланар-
ное пространство параболического типа Bzn+i » линей -
ная конгруэнция особых прямых которого служит вещественной 
моделью п -мерного проективного пространства над алгеб -
рой дуальных чисел (см. £ 1, 3 , 4 J ) . Прямые этой конгруэнции 
образуют нужное расслоение пространства 6jz*7-ff ^в н е т о ч е к 

абсолютной У\ -мерной плоскости). 
Нормализацию пространства 6J?*?+Y будем понимать как 

дифференцируемое соответствие специального вида, относящее 
каждой особой прямой особую плоскость £3*7-*/ i не пере -
секающуюся с этой прямой. Указанное соответствие зададим с 
помощью косого поляритета, определяемого С-тензором, т.е. та­
ким нуль-сопряженным тензором второй валентности CL ^ а 
(см. [13 ), для которого 

*0 , &*АГО /где ^ * = fle4tf//8 

Здесь $£ - аффинбр абсолютной инволюции параболическо­
го типа, матрица которого в адаптированном репере имеет вид 

ДО= 1 ° 
[о 

Т1 
0 

(<Х,Й, - • • = 0,1, • • >И; и+0, и+.-л • •, Я и ) . 
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Матрица С-тензора имеет строение 

( % ) 

0 

[-9 
q>\ 

XI 
где и - симметрический, 4с -антисимметрический 
блоки. Вводя величины 

R„n = -&i+£^e Ш~ол~,п)* 48 

получим эрмитову билинейную форму 

Таким образом, если ХВ " дуальные координаты произ­
вольной точки х особой прямой, а У - дуальные 
координаты произвольной точки ^ особой плоскости 
Bzn-i » полярно сопряженной осрбой прямой относи -
тельно рассматриваемого косого поляритета, то должно выпол­
няться условие 

КА-вУАХв=0, 
эквивалентное двум вещественным условиям 

tnf*U, (Ьт/Х**0. (1 ) 

Рассмотрим общую эрмитову билинейную форму_над алгеб­
рой дуальных чисел, у которой коэффициент при У°Х° равен 
1; - 1 0 5 -



Соответствующий этой форме С-тензор определяет в Б^^у 
косой поляритет, для которого условия ( l ) принимают вид 

-fx"+0+f+0X0+C(s (-$0Xn+s+^0Xs-fxh+°+ftsX°)+ (2) 
+kl% °*-fx°)+$nfx*+ % LfW-$ px"+*)=0. 

Для введения локальных координат в пространстве Бхп+i ' 
согласованных с заданным расслоением, возьмем вспомога -
тельную гиперплоскость LL ^Q , точку X ко­
торой зададим координатами 

3C^:XL:0'.X"+i). 
Тогда точка X общего положения в 6 . ? ^ / может 
быть задана локальными координатами $i- , xn*L ,Х : 

х=х+х"*°4х, 
• ° . ( з ) 

X (-/'• X1:Т»+0: Х™+ Хя'°Х1Х/х(0-0^'- Xе). 

Обозначив tfn+O —jX » свяжем с точкой X проек­
тивный репер 

{*,$>№ .ц™}, 
где точки 4i , $n+L принадлежат особой плоско -
сти Bxtj^f .определяемой уравнениями ( 2 ) . Полагая 

(4 ) 
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потребуем выполнения условий (2 ) , подставляя в них координа­
ты точек X , frn+о вместо X* и точек U,i , 
[Ln+i вместо " и* . Тогда получим 

л -п Р - Р - ш+ааьэс-

L ~ i+2(XbX*+oip%xpx<t 

(5) 

Вводя с этого момента новое соглашение, что греческие 
индексы пробегают значения от 1 до 2 л , а большие латин­
ские индексы помимо этого могут принимать еще значение п + 07 
запишем разложения 

М*-^*Ф+^*Х 
Тогда (см. [ 7 J ) в многообразии слоев (особых прямых) прост­
ранства bznH возникает связность (в общем случае за -
висящая от слоевых координат) с компонентами 

О* ^LP* -X^J - У * fn*° ( 6 ) 

Подсчеты с использованием формул ( 3 ) , (4 ) и (5 ) показывают, 
что в действительности связность (6) не зависит от слоевых ко­
ординат и обладает следующими отличными от НУЛЯ компонентами: 

(7 ) 
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Из величин vdk отличны от нуля лишь 

Из формул (7 ) и (5) следует, что полученная связность в 
общем случае та самая, которая использовалась в статье £бД . 
Однако сюда же (при OLi^Opo ^ 0 ) включается и 
связность, рассматривавшаяся в статье £5J . 

Если обозначить If* У + 2 а $ * $ + < % tf^ , 
ввести величины 

%-~щ +^£Г+¥Г= 

+ ЪУЬУ-ъПлЦ г*+* 

и заметить, что 

то можно построить бивектор С^А > ковариантно постоян­
ный в связности ( 7 ) ; компоненты этого бивектора таковы: 

Cirfli> ci.»4=PLi> (8) 
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В связности (7) ковариантно постоянен также структурный аф­
финор. §л с отличными от нуля компонентами ft = 

= Si • Поэтому наряду с ковариантно протоянньшгС-тен-
зором (8 ) возникает ковариантно постоянный присоединенный 
симметрический тензор -£,£•:?* -f^ C^p с отличными 
от нуля компонентами * *&tis~PlA * 

Тензор кривизны связности (7) имеет строение 

его тензор Риччи равен 

При Cli* OLpfy^O 9 когда If* -/ , связность 
(7) имеет отличные от нуля компоненты 

Эта связность является специальным синектическим расширени­
ем полного лифта естественной связности И -мерного аф­
финного пространства с декартовыми координатами %L в 
его касательное расслоение (см. Г&1 ) . Бивектор Сдл те ­
перь вырождается, но зато возникает ковариантно постоянный 
симметрический тензор QsAfc c компонентами 

^-~лк-к?хЩ-^уц, ̂ rhr (9) 

где (Xij = QjL - . - произвольные постоянные. Если ¥\ 
четно и матрица ( bll) невырождена, то тензор Q^fi £ 
тоже невырожден. Заметим, что хотя в координатах ( X > 

ОС n*L ), т.е. по отношению к структуре fA , мет*-
рика (9) не является синектическим расширением полного лиф­
та какой-либо римановой метрики, но если в случае 
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ввести новые переменные 

то линейный элемент и S -Qdfi OlOC Ofx примет вид 

ds^ttd^df41 +fo d% 4f . 
Этот линейный элемент определяет специальный тип синектиче-
ской метрики в касательном расслоении Y\ -мерного евкли­
дова пространства с прямоугольными координатами Ц 
(см. f2j ). ^ 
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