
ТРУДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА ИМ. В.А. СТЕКЛОВА, 2011, т. 274, с. 329–342

УДК 510.6

Интерполяционные свойства
логик доказуемости GL и GLP1

c©2011 г. Д. С. Шамканов2

Поступило в марте 2011 г.

Исследуются интерполяционные свойства логик доказуемости. Доказаны интерполяционное свой-
ство Линдона для логики GL и равномерное интерполяционное свойство для логики GLP.

Данная работа посвящена изучению интерполяционных свойств логик доказуемости GL
и GLP. Напомним, что логика L обладает интерполяционным свойством Крейга, если для
любых формул ϕ, ψ таких, что L � ϕ → ψ, найдется формула θ, составленная из общих
для ϕ и ψ переменных, для которой L � ϕ → θ и L � θ → ψ. Более сильным является
интерполяционное свойство Линдона, добавляющее требование, чтобы переменные, которые
входят позитивно в θ, входили бы позитивно как в ϕ, так и в ψ и аналогично для переменных,
которые входят негативно.

Интерполяционное свойство Крейга для логики GL впервые было установлено К. Сморин-
ским [14] и независимо Дж. Булосом [5]. Вопрос об интерполяционном свойстве Линдона для
логики GL, насколько нам известно, оставался открытым [1]. В данной работе мы доказываем
интерполяционное свойство Линдона для логики GL и свойство равномерной интерполяции
для логики GLP.

Полимодальная логика доказуемости GLP введена Г. Джапаридзе [11]. Она обладает точ-
ной арифметической семантикой [11] и играет важную роль в области изучения формальной
арифметики средствами модальной логики. Свойство интерполяции Крейга для логики GLP
установлено К. Игнатьевым [10], однако его доказательство не формализуемо в арифметике
Пеано. По этой причине Л. Беклемишев предъявил другое (финитное) доказательство того
же факта [3]. Устанавливая свойство равномерной интерполяции для логики GLP, мы тем
самым отвечаем на вопрос, поставленный Л. Беклемишевым в [3].

Свойство равномерной интерполяции — одно из существенных усилений интерполяционно-
го свойства Крейга. Впервые оно было сформулировано А. Питтсом, установившим свойство
равномерной интерполяции для интуиционистской пропозициональной логики [12]. Незави-
симо то же понятие сформулировал В. Шавруков, доказавший аналогичный результат для
логики доказуемости GL [13]. Изучение равномерного интерполяционного свойства было про-
должено С. Гилярди и М. Завадовски [8] и А. Виссером [16]. С тех пор это свойство было
изучено для многих модальных логик. Например, такие логики, как K, Grz, T, обладают
этим свойством, в то время как K4, S4 им не обладают.

Через υ(ϕ) обозначим множество пропозициональных переменных ϕ. Пусть p — произволь-
ная пропозициональная переменная. Формула θ называется p-проекцией формулы ϕ в логи-
ке L, если υ(θ) ⊂ υ(ϕ)\{p} и для всякой ψ, не содержащей p, имеем L � ϕ → ψ ⇐⇒ L � θ → ψ.

1Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований, гранта
Президента РФ для поддержки ведущих научных школ и Российско–Швейцарской программы научно-
технической кооперации STCP–CH–RU (проект “Вычислительная теория доказательств”).
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государственный университет им. М.В. Ломоносова, Москва, Россия.
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Отметим, что p-проекция ϕ единственна с точностью до отношения эквивалентности в ло-
гике L. Если в L существуют p-проекции для всех формул и для всех пропозициональных
переменных p, то говорят, что L обладает свойством равномерной интерполяции.

Напомним, как обычное интерполяционное свойство Крейга следует из свойства равно-
мерной интерполяции. Допустим, L � ϕ → ψ и υ(ϕ) ⊂ {p0, . . . , pn−1} ∪ υ(ψ), причем мно-
жества {p0, . . . , pn−1} и υ(ψ) не пересекаются. Рассмотрим последовательность формул: θ0 —
p0-проекция ϕ, θ1 — p1-проекция θ0, θ2 — p2-проекция θ1, . . . , θn−1 — pn−1-проекция θn−2.
Имеем υ(θk) ⊂ υ(ϕ) \ {p0, . . . , pk} и L � ϕ → θk, L � θk → ψ. Следовательно, υ(θn−1) ⊂
⊂ υ(ϕ) \ {p0, . . . , pn−1} ⊂ υ(ϕ) ∩ υ(ψ) и θn−1 — интерполянт Крейга импликации L � ϕ → ψ.

В процессе доказательства свойства равномерной интерполяции для логики GLP мы спер-
ва сведем рассмотрение к фрагментам GLP, а затем интерпретируем их в модальном µ-исчис-
лении. Далее мы покажем, что равномерное интерполяционное свойство логики GLP следует
из аналогичного свойства для модального µ-исчисления.

Интерполяционное свойство Линдона будет доказано с помощью несложной модификации
стандартного семантического доказательства свойства Крейга.

В разд. 1 дано определение GLP, сформулирована теорема о сведении логики GLP к
логике J, кроме того, говорится о модальном µ-исчислении.

В разд. 2 изучается логика M — другой фрагмент GLP. Вначале речь идет о его семан-
тике Крипке и усилении интерполяционного свойства Линдона. Отсюда выводится свойство
Линдона для GL. Далее устанавливаются теоремы о неподвижной точке и об элиминации
µ-оператора. Затем доказывается теорема о сведении GLP к M. В заключение в этом разделе
фрагменты логики M с конечным числом модальностей интерпретируются в µ-исчислении.

Раздел 3 непосредственно посвящен доказательству свойства равномерной интерполяции
для логики GLP.

В разд. 4 мы докажем, что логика J — один из фрагментов GLP не обладает равномерным
интерполяционным свойством.

1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

Логики GLP и J. Полимодальная логика доказуемости GLP является пропозициональ-
ной модальной логикой в языке со счетным числом модальностей [0], [1], [2] и т.д. Символ 〈n〉
означает двойственную к [n] модальность, т.е. 〈n〉ϕ ≡ ¬[n]¬ϕ. Система GLP задается следу-
ющими схемами аксиом и правилами вывода.

Схемы аксиом:

(i) классические тавтологии;

(ii) [n](ϕ → ψ) → ([n]ϕ → [n]ψ);

(iii) [n]([n]ϕ → ϕ) → [n]ϕ (аксиома Лёба);

(iv) 〈m〉ϕ → [n]〈m〉ϕ при m < n;

(v) [m]ϕ → [n]ϕ при m < n (аксиома монотонности).

Правила вывода: modus ponens, ϕ/[n]ϕ.

Мы отсылаем читателя к введению в работе [4] за описанием понятий шкалы и модели
Крипке, определением важного фрагмента логики GLP, называемого J, и описанием семан-
тики Крипке для этого фрагмента.

Отметим теорему, связывающую выводимость в логике GLP и в логике J. Пусть m(ψ) —
номер максимальной модальности, входящей в формулу ψ. Если ψ не содержит модальностей,
то m(ψ) = −1.
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Для данной формулы ϕ обозначим через M(ϕ) формулу∧
i<s

∧
mi<j≤n

([mi]ϕi → [j]ϕi),

где [mi]ϕi при i < s — это все подформулы ϕ вида [k]ψ. Положим

M+(ϕ) ≡ M(ϕ) ∧
∧

i≤m(ϕ)

[i]M(ϕ).

В работе [3] доказано, что система GLP сводится к J в следующем смысле.
Утверждение 1.1. J � M+(ϕ) → ϕ ⇐⇒ GLP � ϕ.
Другое доказательство этой теоремы на основе арифметической семантики см. в работе [4].

Модальное µ-исчисление. Удобно считать, что булевы связки нашего языка — это �,
⊥, ∧, ∨, ¬. Вхождение переменной p в формулу ϕ называется позитивным, если оно находится
в области действия четного числа отрицаний, и негативным иначе.

Рассмотрим обогащение языка модальной логики новым конструктором для формул, на-
зываемым µ-оператором. Если ϕ — формула и все свободные вхождения p в ϕ позитивны, то
µp. ϕ — тоже формула, причем µp связывает все свободные вхождения переменной p. Формулы
этого расширенного языка называются µ-формулами.

Пусть M — модель Крипке; определим интерпретацию µ-оператора в M. В мире x мо-
дели M истинна формула µp. ϕ, если и только если для любого отношения вынуждения �′,
совпадающего с исходным на всех переменных, кроме, возможно, переменной p, верно следу-
ющее:

∀y (y �′ ϕ(p) ⇒ y �′ p) ⇒ x �′ p.

Иными словами, если зафиксировать отношение вынуждения для всех переменных, кроме p, то
формуле ϕ(p) будет соответствовать оператор, отображающий множество миров — положим в
этих мирах p истинной — в множество миров, в которых при таком определении ϕ(p) окажется
истинной. Поскольку переменная p входит в формулу ϕ(p) позитивно, то данный оператор
обладает наименьшей неподвижной точкой. Множество миров, в которых верна формула µp. ϕ,
и является наименьшей неподвижной точкой оператора ϕ(p). Заметим, что при добавлении в
язык оператора наименьшей неподвижной точки µp. ϕ(p) оказывается выразим и оператор
наибольшей неподвижной точки νp. ψ(p), а именно νp. ψ(p) = ¬µp.¬ψ(¬p).

Множество модальных формул (µ-формул), истинных во всех мирах шкалы W при любом
отношении вынуждения, называется модальной логикой (µ-логикой) данной шкалы. Понятие
модальной логики (µ-логики) класса шкал определяется аналогично. Если L является модаль-
ной логикой какого-либо класса шкал, то µL означает µ-логику класса всех таких шкал W,
модальная логика которых содержит L.

Напомним, что Kn — это логика всех шкал Крипке в языке с n модальностями. Следующий
нетривиальный результат доказан в работе Дж. Д’Агостино и М. Холленберга [7].
Утверждение 1.2. µKn обладает свойством равномерной интерполяции.

2. ЛОГИКА M

Семантика Крипке и интерполяционное свойство. Перед тем как доказать свой-
ство равномерной интерполяции для системы GLP, мы рассмотрим логику M — фрагмент
GLP, получающийся отбрасыванием схемы аксиом (iv). Сначала мы опишем класс шкал
Крипке, относительно которого логика M полна, сформулируем теорему о полноте и теорему
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об интерполяционном свойстве Линдона. Оставшаяся часть пункта посвящена доказательству
этих результатов.

Напомним, что бинарное отношение R на множестве W называется нётеровым, если не
существует бесконечной последовательности элементов W вида xRx1Rx2 . . .

Шкалу Крипке (W ;R0, R1, . . .) назовем M-шкалой, если она удовлетворяет условиям
• Rn нётерово и транзитивно для любого n ≥ 0;
• Rn ⊂ Rm при m ≤ n.

Теорема 2.1. Логика M корректна и полна относительно класса всех (конечных)
M-шкал.

Для формулы ϕ обозначим через υ+(ϕ) множество пропозициональных переменных, име-
ющих позитивное вхождение в формулу ϕ, через υ−(ϕ) множество переменных, имеющих
негативное вхождение. Отметим υ(ϕ) = υ+(ϕ) ∪ υ−(ϕ).

Следующее утверждение является вариантом интерполяционного свойства Линдона.
Теорема 2.2 (интерполяционное свойство). Если M � ϕ → ψ, то существует форму-

ла θ такая, что υ+(θ) ⊂ υ+(ϕ) ∩ υ+(ψ), υ−(θ) ⊂ υ−(ϕ) ∩ υ−(ψ), m(θ) ≤ min{m(ϕ),m(ψ)} и

M � ϕ → θ, M � θ → ψ.

Проведем доказательство этих двух теорем, следуя обычному семантическому доказатель-
ству свойства Крейга. Для этого в процессе доказательства будем считать, что формулы стро-
ятся из �, ⊥, ∧, ∨, [0], [1], . . . , 〈0〉, 〈1〉, . . . , пропозициональных переменных pi и их отрицаний p̄i.
Переменную или ее отрицание будем называть литералом. Символы всех остальных булевых
операций рассматриваем как сокращения.

Отрицание ϕ̃ формулы ϕ определим по правилам де Моргана: p̃i ≡ p̄i, ˜̄pi ≡ pi, ⊥̃ ≡ �,
�̃ ≡ ⊥, ˜(ϕ ∧ ψ) ≡ ϕ̃ ∨ ψ̃, ˜(ϕ ∨ ψ) ≡ ϕ̃ ∧ ψ̃, (̃[i]ϕ) ≡ 〈i〉ϕ̃, (̃〈i〉ϕ) ≡ [i]ϕ̃.

Конечные множества формул этого языка будем называть теориями. Теории будут обо-
значаться Γ, ∆ и т.д., множества литералов ξ, ξ1 и т.д. Положим Γ̃ =

⋃
{ϕ̃ : ϕ ∈ Γ}.

Для формулы ϕ определим τ(ϕ) = υ+(ϕ) ∪ ˜(υ−(ϕ)). Другими словами, τ(ϕ) — это мно-
жество литералов формулы ϕ. Положим τ(Γ) =

⋃
{τ(ϕ) : ϕ ∈ Γ}, m(Γ) = max{m(ϕ) : ϕ ∈ Γ},

m(∅) = −1.
Для любых формул ϕ, ψ и θ следующие условия эквивалентны:
(i) υ+(θ) ⊂ υ+(ϕ) ∩ υ+(ψ) и υ−(θ) ⊂ υ−(ϕ) ∩ υ−(ψ);
(ii) τ(θ) ⊂ τ(ϕ) ∩ τ(ψ).
Пару теорий (Γ;∆) назовем (ξ, k)-отделимой, если существует формула θ такая, что τ(θ) ⊂

⊂ ξ, m(θ) ≤ k и
Γ � θ, ∆ � θ̃.

В этом случае формулу θ будем называть (ξ, k)-интерполянтом (Γ;∆). Если такая формула
не существует, то (Γ;∆) будет (ξ, k)-неотделимой.

Конечное множество формул Φ назовем подходящим, если оно замкнуто относительно от-
рицания и перехода к подформулам. Каждое конечное множество Ψ может быть расширено
до подходящего Φ ⊃ Ψ таким образом, что υ(Φ) = υ(Ψ). Теория Γ называется Φ-насыщенной,
если Γ ⊂ Φ, Γ непротиворечива и для всякой формулы ϕ ∈ Φ либо ϕ ∈ Γ, либо ϕ̃ ∈ Γ.
Лемма 2.3. Если Γ является Φ-насыщенной, то
• (ϕ ∧ ψ) ∈ Γ ⇒ ϕ ∈ Γ и ψ ∈ Γ;
• (ϕ ∨ ψ) ∈ Γ ⇒ ϕ ∈ Γ или ψ ∈ Γ;
• ⊥ /∈ Γ.
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Лемма 2.4. Если (Γ;∆) (ξ, k)-неотделима, ϕ — любая формула, то (Γ, ϕ;∆) (ξ, k)-неот-
делима или (Γ, ϕ̃;∆) (ξ, k)-неотделима. Аналогичное утверждение верно и для второй ком-
поненты.
Доказательство. Если (Γ, ϕ;∆) и (Γ, ϕ̃;∆) (ξ, k)-отделимы, то дизъюнкция их интерпо-

лянтов будет (ξ, k)-отделять (Γ;∆). Противоречие.
Для случая второй компоненты все аналогично. �
Пару теорий (Γ1; Γ2) назовем (Φ1; Φ2)-насыщенной, если это верно покомпонентно.
Лемма 2.5. Любую (ξ, k)-неотделимую (Γ1; Γ2), Γ1 ⊂ Φ1, Γ2 ⊂ Φ2, можно расширить до

(Φ1; Φ2)-насыщенной (ξ, k)-неотделимой пары теорий (∆1;∆2) такой, что Γ1 ⊂ ∆1, Γ2 ⊂ ∆2.
По подходящим множествам Φ1, Φ2, множествам литералов ξ1, ξ2, натуральным числам

m1 и m2 определим шкалу Крипке W. Мирами W являются пары теорий (Γ1; Γ2) такие, что
(Γ1; Γ2) — (Φ1; Φ2)-насыщенная (ξ1 ∩ ξ̃2,min{m1,m2})-неотделимая пара.

Отношение достижимости (Γ1; Γ2)Rk(∆1;∆2) имеет место, если и только если существует k′

такое, что
• для всякой ϕ, любого i ∈ {1, 2} и любого j ≤ k′

(j ≤ mi ∧ [j]ϕ ∈ Γi) =⇒ ϕ, [j]ϕ ∈ ∆i;

• для некоторого i ∈ {1, 2} существует [k′]ϕ такая, что

[k′]ϕ ∈ ∆i, [k′]ϕ /∈ Γi

и k ≤ k′ ≤ mi.

Лемма 2.6. W является M-шкалой.
Определим отношение вынуждения

(Γ1; Γ2) � p ⇐⇒ p ∈ (ξ1 ∩ Γ1) ∪ (ξ2 ∩ Γ2).

Лемма 2.7. Для каждого i ∈ {1, 2} имеем(
τ(ϕ) ⊂ ξi, m(ϕ) ≤ mi, ϕ ∈ Γi

)
⇒ (Γ1; Γ2) � ϕ.

Доказательство. Индукция по построению ϕ.
Для ϕ = p утверждение следует из определения �.
Случай ϕ = p̄. Предположим (Γ1; Γ2) � p. Из определения � следует, что или p ∈ (ξ1 ∩ ξ̃2),

p ∈ Γ1 и p̄ ∈ Γ2, или p̄ ∈ (ξ1 ∩ ξ̃2), p̄ ∈ Γ1 и p ∈ Γ2, или p, p̄ ∈ Γi для некоторого i ∈ {1, 2}.
В первом случае p отделяет пару (Γ1; Γ2), во втором случае p̄ отделяет эту пару, в третьем
теория Γi противоречива. Значит, (Γ1; Γ2) � p̄.

Для связок ⊥, �, ∧, ∨, [k] доказательство стандартное: надо использовать предположение
индукции, лемму 2.3 и определение отношения достижимости.

Случай ϕ = 〈k〉ϕ0. Для i ∈ {1, 2} пусть ∆i = {ψ, [j]ψ : [j]ψ ∈ Γi, j ≤ k, j ≤ mi}. Тогда для
каждого i ∈ {1, 2} имеем Γi � [mi]∆i. Пусть 〈k〉ϕ0 ∈ Γ1, m(〈k〉ϕ0) ≤ m1 и τ(〈k〉ϕ0) ⊂ ξ1. Заме-
тим, что в этом случае k ≤ m1. Рассмотрим (∆1, ϕ0, [k]ϕ̃0;∆2) и докажем ее неотделимость.

Предположим, что θ отделяет (∆1, ϕ0, [k]ϕ̃0;∆2). Если k ≤ m2, то 〈k〉θ будет отделять
(Γ1; Γ2), что невозможно. Если k > m2, то

Γ1 � 〈k〉θ, � 〈k〉θ → 〈m2〉θ, Γ1 � 〈m2〉θ,

Γ2 � [m2]∆2, ∆2 � θ̃, Γ2 � [m2]θ̃.

Значит, 〈m2〉θ отделяет (Γ1; Γ2). Противоречие.
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Пара (∆1, ϕ0, [k]ϕ̃0;∆2) неотделима, и ее можно расширить до насыщенной неотделимой
пары (∆′

1;∆
′
2). Имеем (Γ1; Γ2)Rk(∆′

1;∆
′
2). По предположению индукции (∆′

1;∆
′
2) � ϕ0. Полу-

чаем (Γ1; Γ2) � 〈k〉ϕ0.
Случай 〈k〉ϕ0 ∈ Γ2, m(〈k〉ϕ0) ≤ m2 и τ(〈k〉ϕ0) ⊂ ξ2 разбирается аналогично. �
Назовем теорию совместной, если она истинна в некотором мире какой-либо M-модели.

Лемма 2.8. Если пара теорий (Γ;∆) (ξ, k)-неотделима, ξ = τ(Γ) ∩ τ̃(∆) и k =
= min{m(Γ),m(∆)}, то теория Γ ∪ ∆ совместна.

Доказательство. Пусть (Γ;∆) (τ(Γ) ∩ τ̃(∆),min{m(Γ),m(∆)})-неотделима. Положим
m1 = m(Γ), m2 = m(∆), ξ1 = τ(Γ), ξ2 = τ(∆), и пусть Φ1 — адекватное множество, со-
держащее Γ, Φ2 — адекватное множество, содержащее ∆.

Расширим (Γ;∆) до (Φ1; Φ2)-насыщенной (ξ1 ∩ ξ̃2,min{m1,m2})-неотделимой (Γ′;∆′) и рас-
смотрим модель (W,�). В ней (Γ′;∆′) �

∧
(Γ∪∆), следовательно, теория Γ∪∆ совместна. �

Доказательство теоремы 2.1. Корректность очевидна. Докажем полноту. Если M � ϕ,
то пара (¬ϕ; ∅) неотделима, а значит, теория {¬ϕ} совместна. �
Доказательство теоремы 2.2. Если M � ϕ → ψ, то теория {ϕ,¬ψ} несовместна, а

значит, для ξ = τ(ϕ) ∩ τ(ψ), k = min{m(ϕ),m(ψ)} пара (ϕ;¬ψ) (ξ, k)-отделима. �
Отметим, что из теоремы 2.1 вытекает консервативность логики M над GL.
Следствие 2.9. Для всякой ϕ, m(ϕ) ≤ 0, имеем

M � ϕ ⇐⇒ GL � ϕ.

Теорема 2.10 (свойство интерполяции Линдона для GL). Если GL � ϕ → ψ, то суще-
ствует θ такая, что υ+(θ) ⊂ υ+(ϕ) ∩ υ+(ψ), υ−(θ) ⊂ υ−(ϕ) ∩ υ−(ψ) и

GL � ϕ → θ, GL � θ → ψ.

Доказательство. Используя интерполяционное свойство для логики M, находим интер-
полянт формул ϕ и ψ в M. По предыдущему утверждению он будет искомым интерполянтом
ϕ и ψ в логике GL. �

Свойство Линдона для логики J легко доказать, действуя аналогично случаю M. Из кон-
струкции доказательства надо убрать все ограничения на модальности и следить только за
вхождениями пропозициональных переменных. Что касается GLP, то вопрос о наличии для
нее свойства Линдона, по-видимому, пока открыт.

Теорема о неподвижной точке и элиминация µ-оператора. Сейчас мы покажем,
что несколько важных свойств логики доказуемости GL, касающихся неподвижных точек,
верны и в случае логики M. Начнем со свойства определимости Бета — стандартного следствия
теоремы об интерполяции.
Утверждение 2.11 (свойство Бета). Если q не входит в ϕ(p) и

M � ϕ(p) ∧ ϕ(q) → (p ↔ q),

то существует формула ψ такая, что υ(ψ) ⊂ υ(ϕ) \ {p}, m(ψ) ≤ m(ϕ) и

M � ϕ(p) → (p ↔ ψ).

Доказательство. Достаточно взять в качестве ψ интерполянт импликации

M � ϕ(p) ∧ p → (ϕ(q) → q). �

Теперь обратимся к теореме о существовании и единственности неподвижной точки для
логики M. Пусть �ψ означает формулу ψ ∧ [0]ψ.
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Теорема 2.12 (о неподвижной точке). Если каждое вхождение переменной p в ϕ(p) на-
ходится в области действия какой-либо из модальностей, то существует формула ψ такая,
что υ(ψ) ⊂ υ(ϕ) \ {p}, m(ψ) ≤ m(ϕ) и

M � �(p ↔ ϕ(p)) ↔ �(p ↔ ψ).

Доказательство этой теоремы полностью аналогично случаю GL, поэтому здесь мы его
опустим (см., например, [1, 3]).

Теорема об элиминации µ-оператора для логики GL была доказана Й. ван Бентемом в
работе [15]. Следуя его плану, вкратце докажем это утверждение и для логики M.
Лемма 2.13. µM � (µp. ((p ∧ ϕ) ∨ ψ)) ↔ (µp. ψ).
Доказательство. Напомним, что µ-логика любой шкалы замкнута относительно следу-

ющего правила:
ψ(α) → α

µp. ψ → α
,

здесь α и ψ(p) — произвольные формулы, разумеется, ψ(p) содержит p только позитивно.
Теперь обозначим через α формулу µp. ((p∧ϕ(p))∨ψ(p)), через β формулу µp. ψ и докажем

µM � α ↔ β. Имеем

µM �
(
(α ∧ ϕ(α)) ∨ ψ(α)

)
↔ α, µM � ψ(β) ↔ β,

µM � ψ(α) →
(
(α ∧ ϕ(α)) ∨ ψ(α)

)
, µM � ψ(α) → α.

Применив приведенное выше правило, получаем

µM � β → α.

С другой стороны,

µM �
(
(β ∧ ϕ(β)) ∨ ψ(β)

)
→

(
(β ∧ ϕ(β)) ∨ β

)
, µM �

(
(β ∧ ϕ(β)) ∨ ψ(β)

)
→ β.

Следовательно,

µM � α → β. �

Теорема 2.14 (об элиминации µ-оператора). µM = M, т.е. каждая µ-формула ϕ экви-
валентна в µM формуле ψ, не содержащей µ-операторов, причем m(ψ) ≤ m(ϕ).
Доказательство. Назовем формулу, не содержащую µ-операторов, простой и рассмот-

рим простую формулу ϕ(p), содержащую только позитивные вхождения переменной p. Для
доказательства теоремы достаточно установить, что µp. ϕ будет эквивалентна какой-нибудь
простой формуле θ, причем υ+(θ) ⊂ υ+(µp. ϕ) = υ+(ϕ) \ {p}, υ−(θ) ⊂ υ−(µp. ϕ) = υ−(ϕ)
и m(θ) ≤ m(ϕ). Из леммы 2.13 следует, что существует простая формула ϕ′ такая, что
все вхождения p в ϕ′ находятся в области действия модальности, µM � (µp. ϕ) ↔ (µp. ϕ′),
υ(ϕ′) ⊂ υ(ϕ) и m(ϕ′) ≤ m(ϕ). Применяя теорему о неподвижной точке к формуле ϕ′(p),
находим простую формулу ψ, υ(ψ) ⊂ υ(ϕ′) \ {p}, m(ψ) ≤ m(ϕ′), которая является един-
ственной неподвижной точкой ϕ′(p). Следовательно, µp. ϕ′ эквивалентна формуле ψ. Таким
образом, µM � (µp. ϕ) ↔ ψ, υ(ψ) ⊂ υ(µp. ϕ) и m(ψ) ≤ m(µp. ϕ). Кроме того, используя
интерполяционное свойство Линдона для логики M, можно считать, что υ+(ψ) ⊂ υ+(µp. ϕ) и
υ−(ψ) ⊂ υ−(µp. ϕ). �
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Сведение GLP к M. В этом пункте мы докажем, что логика GLP сводится к M.
Считаем, что формулы строятся из �, ⊥, ∧, ∨, [0], [1], . . . , 〈0〉, 〈1〉, . . . , переменных pi и их
отрицаний p̄i. Через A(ϕ) обозначим наименьшее подходящее множество, содержащее ϕ. По-
ложим

C(ϕ) ≡ �
∧
i<s

(
〈mi〉ϕi → [mi + 1]〈mi〉ϕi

)
;

здесь 〈mi〉ϕi при i < s — это все формулы из A(ϕ) вида 〈k〉ψ, k < m(ϕ). Система GLP сводится
к M в следующем смысле.
Теорема 2.15. M � C(ϕ) → ϕ ⇐⇒ GLP � ϕ.
На самом деле, в определении C(ϕ) достаточно взять конъюнкцию не по всем формулам

вида 〈k〉ψ из A(ϕ), где k < m(ϕ), а лишь по подформулам ϕ. Это можно доказать, используя
арифметическую семантику GLP и вариант конструкции Соловея, действуя, как в [4]. Мы же
приведем доказательство, связанное со стандартной техникой построения моделей из насы-
щенных подмножеств подходящего множества, опираясь на известное сведение логики GLP
к логике J.

Множество Γ назовем ϕ-непротиворечивым, если теория Γ∪{C(ϕ)} непротиворечива в M.
Теория Γ называется ϕ-насыщенной, если Γ ⊂ A(ϕ), Γ ϕ-непротиворечива и для всякой фор-
мулы ψ ∈ A(ϕ) либо ψ ∈ Γ, либо ψ̃ ∈ Γ.
Лемма 2.16. Если Γ является ϕ-насыщенной, то
• (ζ ∧ ψ) ∈ Γ ⇒ ζ ∈ Γ и ψ ∈ Γ;
• (ζ ∨ ψ) ∈ Γ ⇒ ζ ∈ Γ или ψ ∈ Γ;
• ⊥ /∈ Γ.

Лемма 2.17. Любую ϕ-непротиворечивую теорию Γ, Γ ⊂ A(ϕ), можно расширить до
ϕ-насыщенной теории ∆.

По заданной формуле ϕ определим шкалу Крипке Fϕ со следующим множеством миров:

{Γ: Γ ϕ-насыщенная}.

Отношение достижимости ΓRk∆ имеет место, если и только если
• для всякой ψ и любого j ≤ k

[j]ψ ∈ Γ =⇒ ψ, [j]ψ ∈ ∆;

• для всякой ψ и любого j < k

〈j〉ψ ∈ Γ =⇒ 〈j〉ψ ∈ ∆;

• существует [k]ψ такая, что
[k]ψ ∈ ∆, [k]ψ /∈ Γ.

Лемма 2.18. Fϕ является J-шкалой.
Определим отношение вынуждения:

Γ � p ⇐⇒ p ∈ Γ.

Лемма 2.19. ψ ∈ Γ ⇒ Γ � ψ.
Доказательство. Индукция по построению ψ.
Для ψ = p утверждение следует из определения �.
Случай ψ = p̄. Предположим Γ � p. Тогда из определения � следует, что p, p̄ ∈ Γ. В этом

случае теория Γ ϕ-противоречива. Значит, Γ � p̄.
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Для связок ⊥, �, ∧, ∨, [k] доказательство стандартное: надо пользоваться предположением
индукции, утверждением 2.16 и определением отношения достижимости.

Случай ψ = 〈k〉ψ0. Пусть ∆ будет объединением множеств
• {ζ, [l]ζ : [l]ζ ∈ Γ, l ≤ k};
• {〈l〉ζ : 〈l〉ζ ∈ Γ, l < k}.
Рассмотрим теорию ∆ ∪ {ψ0, [k]ψ̃0} и докажем ее ϕ-непротиворечивость. Имеем Γ, C(ϕ) �

� 〈k〉(ψ0 ∧ [k]ψ̃0) ∧ [k]
(∧

∆
)
∧ [k]C(ϕ), т.е. Γ, C(ϕ) � 〈k〉

(∧
∆ ∧ ψ0 ∧ [k]ψ̃0 ∧ C(ϕ)

)
. Если теория

∆ ∪ {ψ0, [k]ψ̃0} ϕ-противоречива, то Γ, C(ϕ) � 〈k〉⊥, т.е. Γ, C(ϕ) � ⊥, что невозможно. Значит,
∆∪{ψ0, [k]ψ̃0} ϕ-непротиворечива и ее можно расширить до ϕ-насыщенной ∆′. Имеем ΓRk∆′.
По предположению индукции ∆′ � ψ0. Получаем Γ � 〈k〉ψ0. �
Следствие 2.20. [l]ϕ0 ∈ A(ϕ), l ≤ k =⇒ Γ � [l]ϕ0 → [k]ϕ0.
Доказательство теоремы 2.15. Слева направо утверждение очевидно. В обратную сто-

рону проведем доказательство от противного. Пусть M �� C(ϕ) → ϕ. Теория {¬ϕ} ϕ-непро-
тиворечива, расширим ее до ϕ-насыщенной теории ∆. Рассмотрим модель (Fϕ,�), в ней
∆ � M+(ϕ)∧¬ϕ. Теория {M+(ϕ),¬ϕ} J-совместна, а значит, J � M+(ϕ) → ϕ. Следовательно,
GLP � ϕ. �
Интерпретация в µ-исчислении. Символом Mn обозначим фрагмент логики M, содер-

жащий лишь первые n модальностей. Естественным образом определяется понятие Mn-шкалы
и верна теорема о полноте для Mn относительно этого класса шкал. Сейчас, следуя методу
Дж. Д’Агостино [6], мы построим интерпретацию логики Mn в системе µKn, где n — произ-
вольное натуральное число.

Пусть α означает произвольную замкнутую µ-формулу. Рассмотрим множество термов,
строящихся из символов для натуральных чисел 0, 1, . . . , n− 1 и символов вида α? с помощью
бинарных операций ·, ∪ и унарной (·)∗. Такие термы будем в дальнейшем называть програм-
мами.

Индукцией по построению программы pr определим сокращение [pr]ϕ, где ϕ — произволь-
ная µ-формула:

1) [k]ϕ для k ∈ {0, . . . , n − 1} уже определено;
2) [α?]ϕ ≡ α → ϕ;
3) [pr1pr2]ϕ ≡ [pr1][pr2]ϕ;
4) [pr1 ∪ pr2]ϕ ≡ [pr1]ϕ ∧ [pr2]ϕ;
5) [pr∗]ϕ ≡ νp. (ϕ ∧ [pr]p), где p не входит свободно в ϕ.

На шкале Крипке (W ;R0, R1, . . . , Rn−1) каждой программе соответствует бинарное отноше-
ние Rpr, задаваемое следующим образом:

1) Rk уже определено;
2) Rα? = {(w,w) ∈ W 2 : w � α};
3) Rpr1pr2 = Rpr1 ◦ Rpr2 ;
4) Rpr1∪pr2 = Rpr1 ∪ Rpr2 ;
5) Rpr∗ = (Rpr)∗.

Утверждение 2.21. Для любой модели Крипке M имеем

M, x � [pr]ϕ ⇐⇒ ∀y (xRpry ⇒ M, y � ϕ).

Для произвольного отображения π из множества {0, . . . , n − 1} в множество программ
обозначим через π(ϕ) формулу, получающуюся из ϕ заменой всех [k] на [π(k)]. Для шкалы
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Крипке W = (W ;R0, R1, . . . , Rn−1) определим Wπ = (W ;Rπ(0), Rπ(1), . . . , Rπ(n−1)). Аналогично
для модели M определим Mπ так, чтобы оценка пропозициональных переменных в каждом
мире оставалась неизменной, а шкала трансформировалась соответствующим образом.
Утверждение 2.22. Для любой модели Крипке M имеем

Mπ, x � ϕ ⇐⇒ M, x � π(ϕ).

Положим pr+ = pr(pr)∗ и k̄ = k ∪ (k + 1) ∪ . . . ∪ (n − 1). Имеем R0̄ ⊃ R1̄ ⊃ . . . , Rpr+ —
транзитивное замыкание Rpr.

В мире x шкалы W верна замкнутая формула µp. [pr]p, если и только если не существу-
ет бесконечного пути, выходящего из x по отношению Rpr, т.е. не существует бесконечной
последовательности xRprx1Rprx2 . . .

Теперь определим отображение π(k) = (µp. [0̄]p)?(k̄)+.
Лемма 2.23. Для данного π имеем

1) Wπ является Mn-шкалой для любой W;
2) W — Mn-шкала ⇒ Wπ = W.

Доказательство. Действительно, Rπ(0) ⊃ Rπ(1) ⊃ . . . ⊃ Rπ(n−1). Кроме того, отношение
Rπ(k) нётерово и транзитивно, поскольку xRπ(k)y означает, что из x не выходит никакого
бесконечного пути по R0̄ и из x существует путь по отношению Rk̄ в y.

Если же W уже была Mn-шкалой, то Rπ(k) = Rk. �
Следствие 2.24. Для данного π имеем

(1) Mn � ϕ ↔ π(ϕ);
(2) Mn � ϕ ⇔ µKn � π(ϕ).

Доказательство. (1) Рассмотрим произвольную Mn-модель M. В ней

Mπ, x � ϕ ⇐⇒ M, x � π(ϕ).

Кроме того, Mπ = M. Отсюда

M, x � ϕ ⇐⇒ M, x � π(ϕ).

Следовательно, Mn = µMn � ϕ ↔ π(ϕ).
(2) Допустим, µKn � π(ϕ). Поскольку µKn ⊂ µMn = Mn и Mn � ϕ ↔ π(ϕ), то Mn � π(ϕ)

и Mn � ϕ.
Допустим, Mn � ϕ. Рассмотрим произвольную модель Крипке M. Поскольку Mπ —

Mn-модель, в любом мире Mπ верна формула ϕ. Из утверждения 2.22 получаем, что в любом
мире исходной шкалы верна π(ϕ). Отсюда заключаем, что µKn � π(ϕ). �

3. РАВНОМЕРНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ДЛЯ ЛОГИКИ GLP

Напомним определение свойства равномерной интерполяции. Формула θ называется p-про-
екцией формулы ϕ в логике L, если υ(θ) ⊂ υ(ϕ) \ {p} и для всякой ψ, не содержащей p, имеем

L � ϕ → ψ ⇐⇒ L � θ → ψ.

Последнее условие можно эквивалентно записать так:

(i) L � ϕ → θ;
(ii) если L � ϕ → ψ и p /∈ υ(ψ), то L � θ → ψ.
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Такую формулу θ, если она существует, будем в дальнейшем обозначать (∃p ϕ)L. Если в L су-
ществуют p-проекции для всех формул и для всех пропозициональных переменных, то говорят,
что L обладает свойством равномерной интерполяции.
Теорема 3.1. GLP обладает свойством равномерной интерполяции.
Лемма 3.2. Для любого натурального числа n система Mn обладает свойством равно-

мерной интерполяции.
Доказательство. В качестве (∃p ϕ)Mn выступает формула (∃p π(ϕ))µKn . Здесь π — ин-

терпретация Mn в системе µKn из предыдущего раздела. Имеем

µKn � π(ϕ) → (∃p π(ϕ))µKn , Mn � ϕ ↔ π(ϕ), µKn ⊂ µMn = Mn.

Получаем
Mn � ϕ → (∃p π(ϕ))µKn .

Если Mn � ϕ → ψ, где p /∈ υ(ψ), то

µKn � π(ϕ) → π(ψ), µKn � (∃p π(ϕ))µKn → π(ψ).

Следовательно,
Mn � (∃p π(ϕ))µKn → ψ. �

Лемма 3.3. M обладает свойством равномерной интерполяции.
Доказательство. Проверим, что формула (∃p ϕ)Mm(ϕ)+1

— p-проекция ϕ в M.
Из того что Mm(ϕ)+1 � ϕ → (∃p π(ϕ))Mm(ϕ)+1

, следует, что M � ϕ → (∃p π(ϕ))Mm(ϕ)+1
.

Допустим, что M � ϕ → ψ, где p /∈ υ(ψ). Применив утверждение об интерполяционном
свойстве логики M, найдем формулу θ такую, что p /∈ υ(θ) и

Mm(ϕ)+1 � ϕ → θ, M � θ → ψ.

Получаем
Mm(ϕ)+1 � (∃p ϕ)Mm(ϕ)+1

→ θ.

Следовательно,
M � (∃p ϕ)Mm(ϕ)+1

→ ψ. �

Доказательство теоремы 3.1. Положим

C(ϕ) ≡ �
∧
i<s

(
〈mi〉ϕi → [mi + 1]〈mi〉ϕi

)
;

здесь 〈mi〉ϕi при i < s — это все формулы из A(ϕ) вида 〈k〉ψ (условие k < m(ϕ) не требуем).
Проверим, что (∃p (C(ϕ) ∧ ϕ))M — p-проекция ϕ в GLP. Имеем

M � (C(ϕ) ∧ ϕ) → (∃p (C(ϕ) ∧ ϕ))M, GLP � C(ϕ).

Следовательно,
GLP � ϕ → (∃p (C(ϕ) ∧ ϕ))M.

Если GLP � ϕ → ψ, где p /∈ υ(ψ), то

M � C(ϕ → ψ) → (ϕ → ψ), M � (C(ϕ) ∧ C(ψ)) → C(ϕ → ψ),

M � (C(ϕ) ∧ ϕ) → (C(ψ) → ψ), M � (∃p (C(ϕ) ∧ ϕ))M → (C(ψ) → ψ).
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Тогда

GLP � (∃p (C(ϕ) ∧ ϕ))M → ψ. �

Сформулируем еще одно усиление свойства Крейга для GLP. Доказательство легко ском-
бинировать, используя приведенные выше идеи, поэтому здесь мы его опустим.

Утверждение 3.4 (интерполяционное свойство GLP). Если GLP � ϕ → ψ, то суще-
ствует θ такая, что υ(θ) ⊂ υ(ϕ) ∩ υ(ψ) и

GLP � ϕ → θ, GLP � θ → ψ.

Кроме того, если m(ϕ) = m(ψ), то m(θ) ≤ m(ϕ). Если же m(ϕ) �= m(ψ), то m(θ) ≤
≤ min{m(ϕ),m(ψ)} + 1.

4. РАВНОМЕРНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ И ЛОГИКА J

В этом разделе мы докажем, что логика J не обладает свойством равномерной интерполя-
ции. Перед тем как приступить к доказательству, мы напомним понятия характеристической
формулы и отношения бисимуляции.

Фиксируем произвольное конечное множество пропозициональных переменных PVar и про-
извольное конечное множество натуральных чисел (номеров модальностей) Mod. Пусть M
и M′ — модели Крипке. Бинарное отношение ρ между мирами первой и второй модели на-
зывается отношением бисимуляции (в языке с пропозициональными переменными PVar и мо-
дальностями Mod), если для любых xρx′ выполнены следующие условия:

(а) в x и x′ вынуждаются одни и те же пропозициональные переменные из множества PVar;
(б) если xRny и n ∈ Mod, то существует мир y′ модели M′ такой, что x′Rny′ и yρy′;
(в) если x′Rny′ и n ∈ Mod, то существует мир y модели M такой, что xRny и yρy′.

Миры x и x′, связанные отношением бисимуляции ρ (xρx′), будем называть ρ-эквивалентными
(в языке с переменными PVar и модальностями Mod).

Утверждение 4.1. Пусть даны модели M и M′, миры x и x′ и бисимуляция ρ. Если
миры x и x′ ρ-эквивалентны, то в них вынуждаются одни и те же модальные формулы,
все переменные которых лежат в PVar, а модальности — в Mod.

Скажем, что мир x модели M имеет конечный ранг, если длины всех последовательностей
вида xRm1x1Rm2x2 . . . для mi ∈ Mod ограничены конечным числом. В этом случае rk(x)
означает длину наибольшей последовательности такого вида.

Характеристическая формула ранга n для данного мира x модели M определяется следу-
ющим образом:

χ0
[M,x] :=

( ∧
pi∈PVar, x�pi

pi

)
∧

( ∧
pi∈PVar, x�pi

¬pi

)
,

χn+1
[M,x] := χ0

[M,x] ∧
( ∧

m∈Mod

∧
(x,y)∈Rm

〈m〉χn
[M,y]

)
∧

( ∧
m∈Mod

[m]

( ∨
(x,y)∈Rm

χn
[M,y]

))
.

В случае бесконечного ветвления в модели M конъюнкция и дизъюнкция в определении
характеристических формул остаются конечными с точностью до логической эквивалентности,
так как характеристических формул фиксированного ранга конечное число.

Очевидно, что формула χn
[M,x] истинна в мире x при любом n.
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Рис. 1. а — модель M; б — модель N ; в — модель K

Утверждение 4.2 (см. [9]). Пусть даны модели M и M′, миры x и x′, и пусть мир x
модели M имеет конечный ранг. Тогда следующие условия эквивалентны:

1) существует отношение бисимуляции ρ, для которого миры x и x′ ρ-эквивалентны;

2) в мире x′ модели M′ истинна формула χ
rk(x)+1
[M,x]

.

Для мира конечного ранга x назовем χ
rk(x)+1
[M,x] характеристической формулой x в языке с

переменными PVar и модальностями Mod.

Теорема 4.3. Логика J не обладает свойством равномерной интерполяции.

Доказательство. Допустим, что J обладает свойством равномерной интерполяции, и
рассмотрим модель Крипке M (рис. 1а). Вершины графа обозначают миры модели Крип-
ке, слева от вершины указано ее название, справа — список пропозициональных переменных,
которые вынуждаются в этом мире. Каждое отношение достижимости изображается стрелка-
ми с соответствующим номером. Другими словами, отношение Rm изображается стрелками с
номером m. Как легко проверить, шкала Крипке модели M является J-шкалой.

Обозначим через ϕ характеристическую формулу корня этой модели в языке с двумя
пропозициональными переменными {q, r} и двумя модальностями {[0], [1]}. Положим k =
= max{m((∃r ϕ)J) + 1, 2}.

Обозначим через ψ характеристическую формулу корня модели N (рис. 1б ) в языке с
пропозициональной переменной {q} и модальностями {[0], [1], [k]}. Шкала Крипке этой модели
является J-шкалой.

Установим, что формулы ϕ и ψ несовместны в J, т.е. J � ϕ → ¬ψ. Если это не так,
то существует модель Крипке K (над J-шкалой), в корне которой вынуждаются формулы ϕ
и ψ. Тогда существуют отношения бисимуляции ρ и ρ1 такие, что корень K ρ-эквивалентен
корню M и ρ1-эквивалентен корню N в соответствующих языках, при этом сама модель K
содержит миры, изображенные на рис. 1в. Мир a2 модели K ρ-эквивалентен миру a модели M
и ρ1-эквивалентен миру a1 модели N , b2 ρ-эквивалентен b и ρ1-эквивалентен b1 и т.д. Посколь-
ку шкала модели K является J-шкалой, то мир b2 видит мир d2 по отношению R1. Но это
противоречит тому, что миры b2 и b ρ-эквивалентны, так как из b недостижим мир, в котором
вынуждается переменная r. Следовательно, ϕ и ψ несовместны в J.

Поскольку формула ψ не содержит переменной r, то формулы (∃r ϕ)J и ψ тоже должны
быть несовместны в J, т.е. J � (∃r ϕ)J → ¬ψ. Но эти формулы совместны, так как между
моделями M и N существует очевидная бисимуляция в языке с переменной {q} и модаль-
ностями {[0], [1], . . . , [k − 1]}, в смысле которой их корни эквивалентны. Поскольку формула
(∃r ϕ)J верна в корне M, то она верна и в корне N . Противоречие. Следовательно, в J не
существует r-проекции формулы ϕ. �
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Заметим, что логики вида Jn обладают свойством равномерной интерполяции. Мы не бу-
дем приводить детальное доказательство этого факта, поскольку оно во многом аналогично
приведенному нами доказательству теоремы 3.1. Здесь мы изложим лишь схему рассуждения.
Рассмотрим фрагмент логики J, получающийся отбрасыванием схемы аксиом (iv) (обозначим
этот фрагмент через Y). Неформально говоря, логика Y играет по отношению к J такую же
роль, как логика M по отношению к GLP. Аналогично случаю M можно описать класс шкал
Крипке, относительного которого логика Y полна, установить для нее теоремы о неподвижной
точке и элиминации µ-оператора. Это позволяет интерпретировать логики Yn в модальном
µ-исчислении и установить для них свойство равномерной интерполяции. Логика J может быть
сведена к Y (Jn к Yn), в результате чего равномерное интерполяционное свойство для Yn пере-
носится на Jn. Это доказательство аналогично случаю M и GLP, за одним исключением. Для
логики M существует обобщение интерполяционного свойства Линдона (теорема 2.2), которое
позволяет перенести равномерное интерполяционное свойство логик Mn на M (лемма 3.3).
В случае логик Y и J подобный переход от фрагментов логик к самим логикам невозможен,
поскольку обе эти логики не обладают свойством равномерной интерполяции.
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