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ТАУБЕРОВСКАЯ ТЕОРЕМА ДЛЯ МАЖОРИРУЕМО
МЕНЯЮЩИХСЯ ВОЗРАСТАЮЩИХ ФУНКЦИЙ

Б. А. Рогозин

Аннотация: Óñòàíàâëèâàåòñÿ òàóáåðîâñêàÿ òåîðåìà äëÿ ìàæîðèðóåìî ìåí ÿþùèõ-
ñÿ âîçðàñòàþùèõ â 0 ôóíêöèé. Áèáëèîãð. 6.

Ïóñòü F (x) � ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ íà [0; 1 ) ôóíêöèÿ, lim
x ! 0

F (x) =

F (0) = 0 è F (x) > 0 ïðè x > 0. Ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ íàäñòåïåííîé â 0 âîç-
ðàñòàþùåé ôóíêöèåé , åñëèlim inf

x ! 0
F (�x )=F(x) > 0 ïðè íåêîòîðîì � (0 < � < 1).

Åñëè F � íàäñòåïåííàÿ â 0 âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, òî ôóíêöèÿ G(t) = F (1=t)
íàçûâàåòñÿ íàäñòåïåííîé íà áåñêîíå÷íîñòè óáûâàþùåé ôóíêöèåé .

Ýòè êëàññû ìîíîòîííûõ ôóíêöèé ïîä íàçâàíèåì ìàæîðèðóåìî ìå íÿþùèõ-
ñÿ â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé ââåäåíû â [1, 2]. Ñâÿçàííûå ñ ýòèìè ô óíêöèÿìè
ðåçóëüòàòû è äàëüíåéøèå ññûëêè ïðèâîäÿòñÿ â [3]. Áëèçêèå ê ýòîìó êëàññó
ôóíêöèè èñïîëüçîâàëèñü â [4] ïîä íàçâàíèåì íàäñòåïåííûõ, ý òî íàçâàíèå íàìè
è èñïîëüçóåòñÿ çäåñü.

Öåëü ðàáîòû � äîêàçàòü òàóáåðîâñêóþ òåîðåìó äëÿ íàäñòåïåíí ûõ â 0 âîç-
ðàñòàþùèõ ôóíêöèé. Ïóñòü ïðè t > 0 êîíå÷åí èíòåãðàë Ëàïëàñà

F̂ (t) =

1∫

0

expf� tx gdF1(x);

ãäåF1(x) = sup
0� y<x

F (y) ïðè x > 0, F1(0) = 0 .

Теорема. Следующие утверждения эквивалентны.
1. F (x) — надстепенная в 0 возрастающая функция.
2. F̂ (t) — надстепенная на бесконечности убывающая функция.
3. При некоторых (всех) c > 0

0 < lim inf
x ! 0

F (x)

F̂ (c=x)
� lim sup

x ! 0

F (x)

F̂ (c=x)
< 1 :

Àíàëîãè÷íîå òåîðåìå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî è ïðè x, ñòðåìÿùeìñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè (ñì. òåîðåìó 1 â [5]).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè êëàññ ïî äñòåïåííûõ
â 0 âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé. Ôóíêöèþ F áóäåì íàçûâàòü ïîäñòåïåííîé â 0
âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé , åñëèlim sup

x ! 0
F (�x )=F(x) < 1 ïðè íåêîòîðîì � (0 < � <

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîí äà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé (êîäû ïðîåêòîâ 99�01�01130 è 00�15�96178) è INT AS (ïðîåêò 00�265).
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1). Ñâîéñòâà ôóíêöèé G, äëÿ êîòîðûõ G(t) = 1 =F(1=t) è F � ïîäñòåïåííàÿ â 0
âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, îáñóæäàþòñÿ â [6]. Ôóíêöèþ G â ýòîì ñëó÷àå áóäåì
íàçûâàòü íàäñòåïåííîé íà áåñêîíå÷íîñòè âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé . Äëÿ íåå
ïðè íåêîòîðîì � (� > 1) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî lim inf

x !1
G(�x )=G(x) > 1.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ íàäñòåïåííîé â 0 âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè F âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå

lim inf
x ! 0

F1(�x )=F2(x) > 0 (1)

ñ íåêîòîðûì � (0 < � < 1) è àíàëîãè÷íî äëÿ ïîäñòåïåííîé â 0 âîçðàñòàþùåé
ôóíêöèè F � ñîîòíîøåíèå

lim sup
x ! 0

F2(�x )=F1(x) < 1; (2)

ãäåF1(0) = F2(0) = 0 , F1(t) = sup
0� y<t

F (y), F2(t) = sup
0� y � t

F (y).

Âûáåðåì x0 (0 < x 0 < 1 ) � òî÷êó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F , è F (x0) <
F (1 ). Îáîçíà÷èì f 1(t) = l (x : F (x) < t ; 0 � x � x0) ïðè 0 � t � t0 = F (x0) è
f 2(t) = l (x : F (x) � t, 0 � x � x0) ïðè 0 � t � t0, ãäål � ìåðà Ëåáåãà íà ïðÿìîé.
Òîãäà

F1(f 2(t)) � t � F2(f 1(t)) ; 0 � t � t0; (3)

f 1(F2(x)) � x � f 2(F1(x)) ; 0 � x � x0: (4)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè F (x) = F1(x) = F2(x) ïðè 0 � x � x0 è f 1(t) = f 2(t) = f (t)
ïðè 0 � t � t0, òî F è f ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûìè ôóíêöèÿìè. Â äàëüíåéøåì áóäåì
íàçûâàòü ëþáóþ ôóíêöèþ f , äëÿ êîòîðîé f 1(t) � f (t) � f 2(t) ïðè 0 � t � t0,
îáðàòíîé äëÿ F (x) ïðè 0 � x � x0.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó íàäñòåïåííûìè è ïîä-
ñòåïåííûìè ôóíêöèÿìè.

Лемма 1. Если F — надстепенная (подстепенная) в 0 возрастающая функ-
ция, то любая монотонная функция f , для которой f 1(t) � f (t) � f 2(t) при
0 � t � t0, является подстепенной (надстепенной) в 0 возрастающей функцией.

Доказательство. Ïóñòü F � ïîäñòåïåííàÿ â 0 âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ.
Òîãäà ïðè íåêîòîðûõ x0, � è c (x0 > 0, 0 < � < 1, 0 < c < 1) áóäåòF (�x ) � cF(x)
äëÿ 0 � x � x0. Ñëåäîâàòåëüíî,

f 2(ct)=� = l (x : F (�x ) � ct; 0 � x � x0) � l (x : F (x) < t; 0 � x � x0) = f 1(t)

äëÿ 0 � t � t0. Îòñþäà ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (2) ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáàÿ
ôóíêöèÿ f , äëÿ êîòîðîé f 1(t) � f (t) � f 2(t) ïðè 0 � t � t0, áóäåò íàäñòåïåííîé
â 0 âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé.

Ïóñòü òåïåðü F � íàäñòåïåííàÿ â 0 âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ïðè
íåêîòîðûõ x0, � è c (x0 > 0, 0 < � < 1, 0 < c < 1) èìååì F (�x ) � cF(x) äëÿ
0 � x � x0. Ñëåäîâàòåëüíî,

f 1(ct)=� = l (x : F (�x ) � ct; 0 � x � x0) � l (x : F (x) � t; 0 � x � x0) = f 2(t)

äëÿ 0 � t � t0, îòêóäà ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (1) ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå
ëåììû è â ýòîì ñëó÷àå.

Ïðèâåäåì óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ñîäåðæèò íåðàâåíñòâà äëÿ íà äñòåïåííîé
è ïîäñòåïåííîé â 0 âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé. Ýòè íåðàâåíñòâà â îïðåäåëåííîé
ìåðå îïðàâäûâàþò èõ íàçâàíèå êàê íàäñòåïåííûõ è ïîäñòåïåíí ûõ ôóíêöèé.
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Лемма 2. Если F — надстепенная в 0 возрастающая функция, то при
некоторых x0 > 0, � > 0, m > 1 при 0 � y � x � x0

F (y) � (y=x)� F (x)=m; (5)

и если F — подстепенная в 0 возрастающая функция, то при 0 � y � x � x0

F (y) � (y=x)� F (x)m: (6)

Доказательство. Íåðàâåíñòâî (5) âûòåêàåò èç àíàëîãè÷íûõ íåðàâåíñòâ
äëÿ íàäñòåïåííîé íà áåñêîíå÷íîñòè óáûâàþùåé ôóíêöèè, êîòî ðûå ñîäåðæàòñÿ
â [3, ñ. 88�89] è [4, ñ. 172]. Íåðàâåíñòâî (6) ñëåäóåò èç àíàëîãè÷íîãî íåðàâåíñòâà
äëÿ íàäñòåïåííûõ íà áåñêîíå÷íîñòè âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé, ñ îäåðæàùåãîñÿ
â [6].

Лемма 3. При любой постоянной c > 0

lim sup
x ! 0

F (x)=F̂ (c=x) < 1 :

Доказательство. Ïðè c > 0 è t > 0

F̂ (t) �

c=t∫

0

expf� tx gdF1(x) � e� cF2(c=t);

îòêóäà è ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Доказательство теоремы. Ïóñòü F � íàäñòåïåííàÿ â 0 âîçðàñòàþùàÿ
ôóíêöèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f îáðàòíóþ ê F íà [0; x0] ôóíêöèþ. Òîãäà

F̂ (u) =

1∫

0

e� ux dF1(x) �

t 0∫

0

expf� uf 2(t)gdt + F̂ (u=2)e� ut 0=2:

Âûáåðåì t1 òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ ïîäñòåïåííîé â 0 âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè
f 2(t) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî f 2(t)=f 2(w) � (t=w)� =m ïðè 0 < w < t < t 1 â ñèëó
ëåìì 1 è 2. Îòñþäà

t 1∫

F1(c=u)

expf� uf 2(t)gdt � F1(c=u)

t 1=F1(c=u)∫

1

exp
{

� c
f 2(vF1(c=u))
f 2(F1(c=u))

}
dv

� F1(c=u)

1∫

1

expf� cv� =mgdv = F1(c=u)c1:

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì u0 ïðè u � u0

F̂ (u) � F1(c=u)(c1 + 1) + e� ut 1(t0 � t1) + F̂ (u=2)e� ut 0=2 � c2F1(c=u):

Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ íåðàâåíñòâî F1(x) � c3x � , âûòåêàþùåå èç ëåììû 2 ïðè
0 < x < x 0 è íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ c3 > 0 è � > 0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàäñòåïåííîé â 0 âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè F ñ ïîìîùüþ
ëåììû 3 ïîëó÷àåì, ÷òî óòâåðæäåíèå 3 òåîðåìû èìååò ìåñòî ïðè â ñåõc > 0.

Ïóñòü âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå 3 òåîðåìû ïðè íåêîòîðîì c > 0. Äîêàæåì,
÷òî èç íåãî âûòåêàåò óòâåðæäåíèå 1. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü F (x) � c1F̂ (c=x)
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ïðè 0 < x � x0, äàëåå, ñ ïîìîùüþ ëåììû 3 âûâîäèì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ c1 > 0
è � (0 < � < 1) áóäåò F (�x ) � c2F̂ (c=x) ïðè 0 < x � x0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
F � íàäñòåïåííàÿ â 0 âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è
óòâåðæäåíèå 2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F̂ (u) � íàäñòåïåííàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè óáûâàþùàÿ
ôóíêöèÿ, è äîêàæåì, ÷òî lim sup

u!1
F̂ (u)=F(c=u) < 1 ïðè ëþáîì c > 0, ò. å. âû-

ïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå 3 òåîðåìû. Ïóñòü f 1(t) ïðè 0 � t � t0 � îáðàòíàÿ äëÿ
F (x) ïðè 0 � x � x0 ôóíêöèÿ. Òîãäà äëÿ u � u0, 0 < v < 1 è íåêîòîðîé
ïîñòîÿííîé c1 > 0

c1 � F̂ (2u)=F̂ (u) �
∫

A (v;u )

e� 2uf 1( t ) dt=F̂ (u) +
∫

B (v;u )

e� 2uf 1( t ) dt=F̂ (u) + e� ux 0

� l (A(v; u))=F̂ (u) + v + e� ux 0 ; (7)

ãäå A(v; u) = f t : expf� uf 1(t)g > v; 0 � t � t0g, B (v; u) = f t : expf� uf 1(t)g �
v; 0 � t � t0g. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ïðè ëþáîì v (0 < v < 1)

lim inf
u!1

l (A(v; u))=F̂ (u) = 0 ;

òî èç íåðàâåíñòâà (7) âûòåêàåò0 < c 1 � v, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò
v0 (0 < v 0 < 1) òàêîå, ÷òî lim inf

u!1
l (A(v0; u))=F̂ (u) > 0. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè

íåêîòîðûõ c2 > 0, c3 > 0 è u > u 0 èìååì

l (t : f 1(t) < c 2=u; 0 � t � t0)=F̂ (u) � c3;

ò. å. F (c2=u)=F̂ (u) � c3. Îòñþäà, òàê êàê F̂ � íàäñòåïåííàÿ íà áåñêîíå÷íî-
ñòè óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, è âûòåêàåò âûïîëíåíèå óòâåðæäåíèÿ 3 òåîðåìû ïðè
âñåõc > 0.

Àâòîð ïðèçíàòåëåí ðåöåíçåíòó çà èíôîðìàöèþ î ðàáîòå [5].
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