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ОЦЕНКИ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ СУММ 
МЕТОДОМ И. М. ВИНОГРАДОВА И ИХ ПРИМЕНЕНИЯ 

Обозначения. В статье используются обычные теоретико-числовые 
обозначения; символы <^ и О имеют один и тот же смысл; е > 0 — 
сколь угодно малое число; постоянные в знаках <^ и О — абсолютные; 
| в | < 1 . 

Введение 

В 1934—1937 гг. И. М. Виноградов создал новый метод в аналити­
ческой теории чисел, который стал называться методом тригонометри­
ческих сумм. Многие задачи аналитической теории чисел можно сформу­
лировать на языке конечных сумм следующего вида: 

2 e*KiF&»'--»*b\ (1) 
ХХ, .... Xfr 

где F (xv . . ., хк) — некоторая действительная функция xv . . ., хк, a x v . . . 
. . ., хк принимают значения целых чисел в количестве Р. Для решения 
этих задач необходимы оценки сверху модуля таких сумм. Так как модуль 
каждого слагаемого суммы (1) есть единица, то тривиальная оценка мо­
дуля суммы (1) есть число слагаемых этой суммы, т. е. Р. Проблема 
состоит в том, чтобы найти возможно более точные оценки сверху мо­
дуля суммы (1). 

Таким образом, центр тяжести целого ряда проблем теории чисел 
(распределение значений различного вида функций целочисленного аргу­
мента, аддитивные проблемы, т. е. проблемы о представлении целых чисел 
суммой слагаемых определенного вида и /др.) переносится на проблему 
оценки сумм (1). 

И. М. Виноградов создал метод, позволяющий очень точно оценить 
суммы (1) в случае, когда F — многочлен или функция, в определенном 
смысле близкая к многочлену, a xv .. ., хк принимают значения последо­
вательных целых чисел или последовательных простых чисел. Эти оценки 
позволили ему решить целый ряд фундаментальных проблем аналитиче­
ской теории чисел. 

Подробное изложение истории возникновения метода тригонометри­
ческих сумм и основные результаты, полученные этим методом, можно 
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найти в монографии [1]. Здесь мы остановимся лишь на проблеме оценок 
сумм Г. Вейля, т. е. сумм вида 

р 
2 < W \ (2) 

где / (x) = апхп -f- . . . + а^ , а я , . . ., аг — действительные числа, n J> 2. 
Первые нетривиальные оценки таких сумм при определенных арифмети­
ческих свойствах старшего коэффициента многочлена f(x) были получены 
Г. Вейлем, которому они понадобились при решении проблемы распре­
деления дробных долей f(x). Эти оценки оставались нетривиальными и 
тогда, когда могла вместе с Р расти и степень многочлена п; но рост 
этот ограничивался сверху очень медленно растущей функцией Р; грубо 
говоря, величина п не могла расти быстрее, чем log log Р . Оценки сумм 
Г. Вейля применил Литтлвуд к совсем иной задаче, чем та, из которой 
возникли эти суммы, — к задаче уточнения остаточного члена в асимпто­
тическом законе распределения простых чисел, полученном Балле—Пус­
сеном: 

X 

2 

где тс (х) — число простых чисел, но превосходящих х, и с^>0 — некото­
рая постоянная. 

В 1934 г. И. М. Виноградов получил значительно более сильные оценки 
сумм (2), чем Г. Вейль; эти оценки оставались нетривильными и тогда, 
когда п росло как некоторая фиксированная степень log Р . Метод, со­
зданный И. М. Виноградовым для оценок сумм Г. Вейля, и полученные 
этим методом новые оценки позволили ему получить близкие к предельно 
возможным результаты в ряде классических проблем теории чисел (про­
блема Виринга, проблема распределения дробных долей многочленов и др.). 
Кроме того, эти оценки были применены к целому ряду проблем, связан­
ных с асимптотическим поведением теоретико-числовых функций (Чуда­
ков, Вальфиш, Корпут, Хуа и др.). 

Основной идеей новой оценки явилась идея «сглаживания» модуля 
суммы (2) путем возведения в степень. Главную роль при этом играет 
теорема об оценке сверху среднего значения суммы (2), т. е. величины 

i i 

'=S-S 2 g27Ct(a wa; w + . . .+a 1 ^) 

2ft 
da.n. . .dav 

Эта теорема стала называться «теоремой о среднем» (см. [1, 5]). Теорема 
о среднем (лемма 1 гл. I) является основной в методе И. М. Виногра­
дова оценок сумм Г. Вейля; новый упрощенный и самый точный вариант 
этой теоремы см. в [1]. 

В настоящей статье получена новая оценка тригонометрической суммы 
с функцией f(x), в определенном смысле близкой к многочлену (гл. I). 
В этой же главе рассмотрен пример оценки тригонометрической суммы 
с функцией F(x), растущей с ростом х значительно быстрее, чем много­
член; следствием этой оценки является равномерная распределенность 
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дробных долей F (х) на интервале (0, 1). Кроме того, в главе I получена 
оценка дзета-функции Римана в критической полосе; эта оценка (точнее, 
оценка суммы, из которой уже тривиально следует основной результат) 
была получена раньше И. М. Виноградовым [3] и приведена здесь лишь 
как пример применения теоремы 1. В главах II и I I I получены новые 
результаты в проблеме среднего значения дзета-функции Римана и в про­
блеме делителей Дирихле. Мы существенно пользуемся идеями, методами 
и результатами работ [1—6]. 

Г л а в а I 

ОЦЕНКА ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ СУММЫ 

Основным результатом главы является теорема 1 об оценке опреде­
ленного класса тригонометрических сумм, которые возникают при решении 
ряда задач аналитической теории чисел; теорема 1 может быть доказана 
и для более широкого класса тригонометрических сумм, что, однако, 
связано со значительным усложнением ее формулировки. 

§ 1 . Леммы 

Утверждения этого параграфа известны и формулируются без доказа­
тельств; они нужны будут в § 2 при доказательстве теоремы 1, а также 
в § 4. Первые три леммы принадлежат И. М. Виноградову (лемма 1 — 
знаменитая теорема о среднем); лемма 4 — неравенства Гёльдера; лемма 5 — 
простейшее приближение дзета-функции Римана в критической полосе. 

Л е м м а 1 [1]. При целом неотрицательном t положим 

Dt = (20n) 2 , Ь< = Щ + [ п { п + 1 } + 1J, лг > 12. 

Тогда при I > 0 и целом b^bl будем иметь 

i - i 9 b - n(n+l^ +

 n(n+V 

Л е м м а 2 [2]. Пусть m и P— целые положительные, 
р 

5 = 2 e2%imHx\ 

где f (x) = an+1xn+l + . . . + агх, n^l, г — одно из чисел n -f- 1, 

a r = 7 + 7 " {а> g ) = = i ' 1<ч<рг-
Тогда, полагая 

1. q = Px, если 1 < д < Р , 
2. т = 1, если P<q^Pr~\ 
3. q = Pr'\ если Pr-1<q<Pr, 

и вводя для кратности обозначения 
î2n{n + \) 

Z = log : 

2, 

ЪпЧ 
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будем иметь 
2р 

\S\<.{ßnf'*lm'*Pv-*. 

Л е м м а 3 [2]. Если £ / > 0 , 

т о 

2 т К ^ ( ^ i

F F ) ) < 6 ( f / + ç i o g g ) ( ^ - i + i ) , 

где (у) — рассмотрение от у ближайшего целого числа, т. е. наименьшее 
из чисел {у} или 1 — {f}. 

Л е м м а 4. Пусть и^ и vv — неотрицательные числа при v = 1, . . Р. 
Тогда при целом имеем 

/ Р \к р а) (2«,) <^12"?; 
Г V \к I Р \k-lP 

б) 2 < 2 И J 2 W*. 
\ v = l / \ v = l / v = l 

Л е м м а 5 [6J. Оценка 

имеет место равномерно в области а ^ а 0 ^>0 , | £ | <" 2кх/с, при фиксиро­
ванном с. 

§ 2. Оценка тригонометрической суммы 

Т е о р е м а 1. Пусть N и Р — целые, Р > О и в интервале N ^ х <^ 
^TV + P вещественная функция f(x) имеет непрерывную производную 
f{n+v (х), п^2. Предположим, что существуют абсолютные положитель­
ные постоянные с0, с19 с2, с 3 , с 4 , с 0 < ^ 1 , с х <^ 1, с 2 + с 4 < ^ Cj, целое число г, 
с0п^г^п, числа Sj^2, / = 1, . . ., г, //в превосходящие п, такие, что 
при N ^ х - \ - Р выполняются следующие неравенства: 

а) | T ^ ^ / ( , I + 1 , W | < ^ ( - + 1 ) ; 

б) Р - ^ < | - ^ / ( ^ ( ^ ) | < Р - С ^ , / = 1, г. 

Тогда при целом Рг с условием 0 < ^ Р 2 ^ Р для суммы 

s = 2 e 2 * * V U ) 

имеем оценку 

| 5 | < Л Р 1 _ ^ , 

где Л > О u у > О — абсолютные постоянные. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно рассмотреть случай Р^есп\ где 
с ^ > 0 — некоторая абсолютная постоянная. Прежде всего докажем утвер­
ждение теоремы при n ̂  п0, где 

Возьмем 

р 2 =[р 0 , 5 с ' - ^Г) ] . 

Сдвигая интервал суммирования в сумме S на yz и суммируя затем по г/ 
и 2 в пределах от 0 до Р 2 , получим 

S = (P.2 + l)-**I>1W(a) + №, (3) 

где 

Займемся оценкой величины | W (а) |, N ^ а ̂  N + Р х — 1. Для этого 
разложим / (а + по степеням г/z; применяя формулу Тейлора, найдем 

f(a + yz) = B0 + Biyz+ . . . + Bny»z« + R, 
где 

В , = ±Г(а), s = 0 , 1, . . . . п, 

Из условий теоремы следует, что 
i 

Далее, так как при действительном <р 
1 * " - 1 | < 1 Н 

то 
__L 

W (а) = ( а ) + 2я ( Р 2 + 1 f- ^Р'»', (4) 
где 

P Р 

Будем теперь оценивать величину 1^(^)1 . Определим целое число I 
из условий 

n ( n + i ) ( i _ l ) ' < p ( S l + . . . + , f ) < „ ( n + i ) ( i _ i y - 1 , 

где через р обозначено наименьшее из чисел с3, с 4. Из определения 

величин s v . . ., s r следует, что s 1 - \ - ... + s r ^ 0,25фг 2. Поэтому I не превос­
ходит с5тг, где через с5 обозначено положительное число —2 log 0,125с|р. 

Возьмем к = raZ -f- p - ^ - i ü -]- 1J , возведем W1 (а) в степень 2к и при­

меним лемму 4а); будем иметь 
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2к 

= ( Р 2 + 2 2 • • xj e

2 "' ( B ' x -^- + w < 

<(p 2 +i ) î f c - 1 2 ••- \.) 

где через Jk(\, . ..., XJ обозначен интеграл 
i i. 

2* 2 i c * ( f i 1 X 1 y + . . . + ß J t X f J y » ) 

I -S 
о о 

2 е 2 1 С * ( А 1 ^ + . - . + а я У я ) 

2fc 
^те^а ^ ч - . . . +^n)da1. . . doLn. 

Возведем обе части последнего неравенства в степень 2к и применим 
лемму 46); будем иметь 

W Г < ( Р . + 1 ) ^ 7 2 / Л ( Х 1 в XjY*"1 

Vi» • • •> / 
X 

х 2 JAK •••> К) s* 
у = 0 

2 i c t ( Ä 1 X 1 y + . ..+5иХиУи) 

Из определения интеграла / & ( Х Х . . ., Х и ) следует, что 

б) ^ JAK • • - ^ ) = ( Р 2 + 1 ) 2 * ; 

в) | X V I < Ä ^ , | Х 2 | < Ш , . . . . \К\^кР'1 
Поэтому 

I Ж, (а) |« 2 < (Р 2 + 1 (0, . . ., 0) X 

х 2 
Xi, .... Хи 

Р 2 

2 eaic.c^iy+.-.+AnX,,^) =о 

2 к 
= ( Р 2 + 1 Г - « / , ( 0 , 

о) 2 i х 
Xj, . . . , х й 

X 2 • • •> р. я )е 2 1 С 'СА 1 х 1 1 Ч + . . .+д | | х я р. я )_ (5) 

Легко доказать, что п р и целом U ̂  1 

Применяя это неравенство к (5), получаем 
I W1 ( а ) | « ' < (Р 2 + l ) № 2 - ^ / f t ( 0 , 0)Х 

X 2 7 » ( « * 1 ' . . . . ft,)min(2AP2+l, ) . • 

где 

. . . min (2&Р1 + 1, ( -JLj . ) < (Р 2 + i r - 4 t / l (0, . . . . 0) - 6 , (6) 

б = Пб„ 
*=1 

S s = 2 min ( 2 / c P I + 1 , 7 7 Г ^ Т

Ч ) . 
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При 5, равном sv . . ., s r , суммы S e оценим, пользуясь леммой 3; при 
остальных значениях s суммы Qs оценим тривиально: 

6 в < ( 2 А : Р 1 + 1 ) 2 < 5 А : 2 Р 1 в . 

Пусть s — одно из чисел s19 . . ., sr. Тогда из определения В8 следует 

в =±+^ 

X 

где 

- 1 < Q. = [в:1] < Р0г\ s = S l , ..., s,. 
Применяя лемму 2, найдем 

6 8 = 2 min(2/cP! + l, _ l _ r ) < ; 6 ( 2 A P S + l + Ç 3 l o g Ç . ) 

X ((2kPi + 1) + 1) < (ÇJ1 + Р Г log Qs + P / s <? 4 log Qt). 

Для S получаем оценку 

S < (ЗОА2)" Pf" + 1 ) П Щ + ^ log Ç. y + PfiQtJ log (7) 

Далее, из определения величин QSj и Р 2 находим 
i 

- — d <£; < 2 Р - И ' , P i l < 2 P " 3 

Ps^'Ç.y < (P?PC2)aj < 2Р- С ,^" ; 

отсюда следуют неравенства 

(<?7) + РГ^ log Q.j + P i 2 8 ^ 8 i log Q.j) < 

< 3n [p-C3SJ + P 3 ° l S J + Р ~ ^ у log P < 9дР log P, 

где величина p определялась равенством 

p = m i n ^ c 1 , с а, с 4 ) . 

Из (7) и последнего неравенства получим 

6 < (Ш2)п (9>г)я (log Р)п
 i>»'«H - i )р -р(«1+ . . - + . г ) в 

Из (6), оценки Q и леммы 1 следует 

j И М * ) Г Ч 2 8 ^ ^ X 
X (30k2)^^nogP)nP2(n+1)P~?iSl+'''+Sr) < BPf2P~°'°?iSi+--+Sr\ 

где 
Б = (30/с2)я (9/г) я(20тг) м ( я + 1 ) ' (log Pf. 

Отсюда 
p Q i + . . . + g r ) 

\W1(a)\<tBlP\P~ w , (8) 



Так как 
! L l ± ^ < k < n l + l l ! ^ 1 < С г о П у 

c 5 = -2logO,125cg P ; P(Sl+ . . . + ^ ) > 0 , 2 5 р ф 2 , 

то из формул (8), (4), (3) и простых вычислений получаем утверждение 
теоремы при n ^ щ. 

Рассмотрим теперь случай 2 ^ тг <^ п0. По условиям теоремы с1<^1, 
с2~{- cé<^cv Возьмем положительные постоянные у5 и у 2 настолько ма­
лыми, чтобы было 

С 2 + ? з < с 1 < 1 - Й , 

и положим 

Тогда при г/==0, . . ., Р 2 и N ^ x ^ N + Р г — 1 будем иметь 

f(x + y) = B0 + Biy+ ... + ВяУ* + Я, 
где 

В=Ва{х)=±Г(х), 8 = \ , п. 

и 

| / ? | < р - С 1 ( и + 1 ) Р . Г 1 < 2 Р " ^ . 

Следовательно, 

5 = 2 в2"'"-0 = (Р 2 + I ) ' 1 2! Т (х) + 29Р 2, 

tf=JV x—N 

где 
-f*2 -^2 Ï2 

T (X) = 2 е 2 * ' / ^ ) = 2 #%Чво+в«*-+в*'п> + 4 ^ (Р 2 + 1) Р~ 
У—О у—{) 

К последней тригонометрической сумме можно применить лемму 2, так 
как по условиям теоремы существует s, 2 ^ $ ^ д , такое, что 

Р - С 2 ' < | 5 , ( : г ) |<р- С з *, 
т. е. 

Легко видеть, что т из этой леммы — некоторое положительное постоян­
ное число; применяя эту лемму и вспоминая, что п<^щ, мы для суммы S 
и в этом случае получаем оценку вида 

\S\^AP1~*9, 

где А 0 и Y > 0 — абсолютные постоянные. Теорема полностью дока­
зана. 
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§ 3. Пример 

В качестве примера на применение теоремы 1 докажем следующее 
утверждение. 

Т е о р е м а 2. Пусть с0 ^> О — произвольное фиксированное число, у — 
3 

постоянная, 1 < С т < у , 
F (х) = ес°(1о%х)У. 

Рассмотрим при целом т=^=0 сумму 

р 
Tm=^e^imFW. 

Х—\ 

Если I m I ^ e C i o g P ) 3 - 2 ? - ^ где S q — фиксированное число из интервала (0, 3 — 
— 2-[), то имеет место следующая оценка: 

\Тт\^АРе-^р^--\ (9) 

где Aua. — некоторые абсолютные положительные постоянные. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно получить оценку (9) для суммы 

2Р 

т a?=P-fl 

Кроме того, не нарушая общности, будем предполагать, что P ^ Р 0 > 0 , 
где Р 0 — достаточно большое постоянное число. Возьмем теперь в тео­
реме 1 f(x) = mF(x), п = [4с0(logP)*"1], c ^ J , с2 = ~, с3 = ~, Ъ = ^ 9 

5 

— целые числа s из интервала с 0 (log Pf'1 ^ s ̂  -^с0 (log P ) r _ 1 . 

Легко проверить, что при сделанных предположениях выполняются 
все условия теоремы 1. Следовательно, 

\Tm\^APe-«0ogP)S-2\ 

где А и а — положительные абсолютные постоянные. Теорема доказана. 

С л е д с т в и е . Из теоремы 2 следует, что дробные доли функции F(х) 
равномерно распределены на интервале (0, 1). Проводя дословно рассу­
ждения из [1] главы V и пользуясь в нужном месте теоремой 2, получим 
следующее утверждение: 

Пусть D ( а ) — число тех x = 1, . . ., Р, для которых 0 < {F (x)} ^ о <^ 1. 
Представим D ( а ) в виде 

D ( а ) = а Р + X ( а ) . 

Тогда для величины X (а ) справедлива оценка 

Х ( а ) ^ 0 ( Р е - а ( 1 о ^ р ) 3 ~ 2 т ) , 

где а > О — некоторая константа, зависящая только от у . 
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§ 4. Оценка дзета-функции Римана 
в окрестности прямой Re s = 1 

Оценку в теореме 3 этого параграфа можно несколько уточнить, 
однако это уточнение не дает существенных улучшений в тех приложе­
ниях, которые рассмотрены ниже (гл. II и III) . Для доказательства 
теоремы 3 нам нужна будет следующая лемма. 

Л е м м а [3]. Пусть P ^ 2 и Рг — целые числа, i ^ Р г ^ Р и \ t \ ^ Р. 
Рассмотрим сумму 

p-fp, 
S= 2 хи. 

Тогда существуют абсолютные положительные постоянные Aua такие, 
что 

1 * К " « Р Н & ] 7 Г ) -

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно рассмотреть случай t > 0. Обозна­

чим через f (х) выражение log х. Возьмем, далее, 2тс 

_ IL — iL — — — J -
c i — "12 ' С 2 — 6 ' с з — 4 » c i — 200» 

5^ — все целые числа s отрезка 

о l ° g * ^ 0 ^ q l og* 

Легко проверить, что при выбранных значениях параметров выполняются 
все условия теоремы 1, в которой следует заменить N на Р . Применяя 
эту теорему к сумме S, получим утверждение леммы. 

Т е о р е м а 3. При 0,5 ^ Re s 1, \ t \ ^ 2 справедлива следующая 
оценка: 

c(S) = o ( u r ( 1 - I ) 2 i o g | 4 ) , 

где а ^> 0 — некоторая абсолютная постоянная. 
Д о к а з а т е л ь с т в о , Возьмем в лемме 5 с = ъ , x—\t\, сумму по п 

в этой лемме разобьем на <^ log 11 | сумм вида 

2 п \ 

Далее, применяя преобразование Абеля, будем иметь 

2 »-/*-" < 2 ( « - - ( п + 1 Г ) | 5 , | + ̂ -' | 2 п-1 

где 
Su= _ sn = 2 
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К каждой из сумм Sn применим оценку леммы; после суммирования по п 
найдем 

з 

2 п~ 
N<n^2N 

j«(l-<0 

где a- 3 V 3 a 
утверждение теоремы 

и а > 0 — абсолютная постоянная. Отсюда уже следует 

Г л а в а II 

СРЕДНИЕ ЗНАЧЕНИЯ ДЗЕТА-ФУНКЦИИ РИМАНА 

В этой главе рассматривается проблема порядка среднего значения 
к^>2, в критической полосе. Историю вопроса, основные резуль­

таты и литературу по этой проблеме можно найти в [6], гл. VII . Мы 
будем пользоваться некоторыми утверждениями и определениями из этой 
книги. 

Простейшим утверждением о среднем значении Z,k (s) является следую­
щее предложение (см. [6], стр. 148): 

П р е д л о ж е н и е 1. Для любого целого к^>2 

lim-lJ|C(a + «)r̂  = 24^. В > 4 - Т -

1 П=1 

Проблема состоит в том, чтобы доказать это соотношение при возможно 
меньших значениях о. Для того чтобы сформулировать классические 
результаты в теории среднего значения дзета-функции, введем два опре­
деления. 

О п р е д е л е н и е 1. Для целого к^>0 и для каждого а функция рк(°) 
означает нияшюю грань положительных чисел S таких, что 

т 
± \ \ Ц а + и)\* dt = 0(Tt). 

1 

О п р е д е л е н и е 2. Для целого к^>О функция ок означает нижнюю 
грань чисел а таких, что 

т 

±\\U? + lt)\*dt = 0{\). 
1 

Следующие две леммы устанавливают связь величин ак и р к (а) с пробле­
мой среднего значения. 

Л е м м а 6 [6]. Для любого целого к^>2 

Л е м м а 7 [6]. Для любого ос, 0 < а < 1, и целого к^>1 

a f c < m a X ( l - T i ^ _ , 1 , а ) . 
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Последняя лемма принадлежит Карлсону (доказательство ее см., напри­
мер, в [ 6 ] , стр. 1 5 1 ) . 

Следующее утверждение, принадлежащее Г. Дэвенпорту, улучшает 
результат предложения 1 . 

П р е д л о ж е н и е 2 . Пусть к^>1 — целое число, a v определено равен­
ством 

(v — 1 ) 2 V ~ 2 + 1 < к < v 2 v - ! + 1 . 

Тогда 
-л • v + 1 

А; * 2Ar + 2 v — 2 в 

При больших к последняя оценка может быть записана так: 

а л со log & 

где с 0 ^>0 — постоянная. Ниже мы докажем значительно более точный 
результат при больших значениях к. 

Т е о р е м а 4 . При & > 1 имеем 

к" 

где с1"^>0 — абсолютная постоянная. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определения 1 функции р к (а) и теоремы 3 
следует 

где с 2 > 0 — абсолютная постоянная. Возьмем в лемме 7 

/ < 3 

Тогда 
ftt ( а) < 2 с 2 

и 

a ^ m a x A ^ , у , 1 — = 1 — -Ц-, 
\ (1 + 2 с 2 ) Ä:3 к 3 / Ä 3 

где 

с, = 1 1 + 2 с 2 ' 

Теорема доказана. 

С л е д с т в и е . Для любого целого к^>2 

l im| i |C(a + ^ l 2 f c ^ = 2 4 ^ ' G > ! 2_ 

1 я=1 Ä 3 

Это утверждение следует из теоремы 4 и леммы 6 . 
252 



Г л а в а III 

ПРОБЛЕМА ДЕЛИТЕЛЕЙ ДИРИХЛЕ 

Проблемой делителей называют задачу об асимптотической формуле 
для суммы 

п^х 

где zk (п) — число представлений п в виде произведения к сомножителей. 
Впервые эту задачу рассмотрел Дирихле, и она стала называться ^проб­
лемой делителей Дирихле». Элементарные соображения позволяют полу­
чить следующую формулу: 

Dk(x) = xPk(logx) + Ak(x), (10) 

где Рк — многочлен степени к — 1 и 

A*(«) = o(a; 1 "*]og*- 2 ar) , Ä = 2, 3, . . . 

Проблема состоит в том, чтобы найти возможно лучп!уго оценку остатка 
àk(x) в асимптотической формуле (10). 

О п р е д е л е н и е 3. Наименьшее из чисел а, для которых 

Ак{х) = 0{х^), 

обозначим через сик и назовем порядком А/с (х). 
Г. Ф. Вороной для ак получил оценку 

2 

S < 1 — Т + Т ' Л = 2, 3, 4, 

которую при к J> 4 улучшили Харди и Литтлвуд: 

Уточнения этих оценок для частных значений к даны ван дер Корпутом 
и др. (литературу по этому вопросу см. в [6] и [7]). Кроме того, Харди 
доказал, что 

ак^~2 ~2к 9 к = 2 , 3, . . . 

В этой главе будет доказана 
Т е о р е м а 5. Существует абсолютная положительная постоянная с0 

такая, что 

* = 2, 3, . . . 

Для доказательства теоремы нам понадобится следующая хорошо 
известная из теории рядов Дирихле лемма (см., например, [6], стр. 66). 

Л е м м а 8. Пусть 
ОО 

/(«)=2£« R e s > i , 
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где 
а. = 0(ф(я)), 

причем ф (п) не убывает и 
оо 

п° — W \ ( а — 1 ) а J 

1 

тгр̂ г о - > 1 + 0 . Тогда если с > 1 , я = 7V + у , /V — число,-то 

2 «• = Тй- T ' « £ * + 0 (n^ljr) + 0 ( ^ Щ ^ 
п^х с—гТ 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . Возьмем в лемме 8 
an = zk(n)> ф(л) = л в, 

I 

а = А1, с ~ : 1 H—: . 
1 log X 

Тогда будем иметь 
с-\-гТ с— iT 

Пусть теперь 0 <^с1<^\ и рассмотрим интеграл 

7 = - M ç * (s) — Л , 

где Г — прямоугольник с вершинами с -j- IT, сг-\- iT, сг — iT, с — iT. 
Очевидно, 

/ = xPk(\og x), 

где Pk — многочлен степени к— 1. Отсюда и из (11) находим 

Dk (х) = хРк (log х) + О (I 7 1 i + I 7 21 + I 731) + О ( a w * ) , (12) 
где 

7 i = i S s*(*)-f<fa, 

с—iT 

Ci— iT 

c+iT 

Выберем теперь cx и T такими, чтобы 0-член в последней асимптоти­
ческой формуле был возможно меньше. Из теоремы 3 следует суще­
ствование абсолютной постоянной а > 1 такой, что при 0,5 ̂  а < ; 1, 
\t\>2, 

Z(o + tt) = o(\t\«1-*',ilog\t\) . (13) 
2 5 4 



Положим 
с - i £ç_ с t М2з 

__ -
Г = хс°к 3 = х1~ск 

Имеем 
2 

JK(Cj + « ) |* ^^-^dtJr j | C ( C l + H ) l * - T - ^ -
О 2 

Первый интеграл в этой оценке есть 

1—Со* 3 0(хС1) = 0 [х1^ 

разбивая второй интеграл на <^ log Т интегралов вида 
22\ 

f |С (с1 + *01*-т-Л 

и применяя (13), будем иметь 

f \Цсг + t t ) \ * ^ d t <41og T . max f |C(q + i t ) \ k ^ - d t < 

Итак, получили оценку для 7г: 

7Г = 0 (х1-0*5^3 log k + 1 x). 

Интегралы / 2 и / 3 оцениваются одинаково. Опять, применяя (13), по­
лучим 

J2 = o(^\^(G + iT)\kÇ da j = О (хТ-1!^-^1'2 logk T) = 

= o{x1-°>*c°k~/3logk x); 

J3=0 {x1-"^"2'* log* x) . 

Из (12) и оценок интегралов / 1 ? / 2 , / 3 следует утверждение теоремы. 
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