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Д о к л а д ы А к а д е м и и н а у к СССР 
1966. Том 167, № 4 

УДК 518.61 МАТЕМАТИКА 

Б. М. БУДАК, Н. Л. ГОЛЬДМАН, А. Б. УСПЕНСКИЙ 

РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ С ВЫПРЯМЛЕНИЕМ ФРОНТОВ 
ДЛЯ РЕШЕНИЯ МНОГОФРОНТОВЫХ ЗАДАЧ ТИПА СТЕФАНА 

(Представлено академиком А. А, Дородницыным 17 VII 1965), 

Мы рассматриваем применение разностных схем с выпрямлением фрон
тов в одномерном случае для одного параболического уравнения. Переход 
к многомерному случаю и системе уравнений не вызывает существенных 
затруднений. 

§ 1 . З а д а ч и с п о с т о я н н ы м ч и с л о м ф а з о в ы х ф р о н т о в . 
В качестве основной области изменения независимых переменных {х, t) 
возьмем область 

D: {y(t)^x^(t),t>0}, (1) 

где х = у (t) и х = y(t) — левая и правая границы области — могут быть 
либо заданными кривыми, либо искомыми фазовыми фронтами. Пусть 
внутри области D имеется N фазовых фронтов х = y%(t), i = 1, 2, . . . , iV, 
где 

y ( t ) =Uo(t) < y i ( t ) < . . . < y N ( t ) < y N + t ( t ) =y(t)y t^O. J 2 ) 
Предположим сначала, что граничные кривые x = y(t\ и х = y(t) 

являются заданными. Тогда задачу типа Стефана можно сформулировать 
следующим образом. Требуется найти функции щ(х, t ) , щ(х, t), ... 
..., uN(x, t) и функции х = yi(t), . . . , х =' ум{t), удовлетворяющие усло
виям 

, , ч дщ д ( г . . ч дщ\ 
а(х,Ъщ)-^ = ж[к(х^,щ)ж) 

при ^ ( 0 < « < У ш ( 0 . ^ > 0 , 1 = 0 , 1 , .,ЛГ; (3) 

\iik (х, t, и0) ди0/дх \x=~(t) = — q(t, щ) \x^{t), t > 0; (4) 

\ink (x, t, uN)duN/dx I « = — q(t, uN) I , t > 0; (5) 
\x=y (0 \x=y (t) 

m-i(yi(t),t) = ui(yi(t),t) = yi(yi(t),t), * > 0 , г = 1 , 2 , . . . , TV; (6) 

T{ (Mi (*)»*• % {Vi (0» 0) dy,/d* = k(x,t, щ) дщ/дх \ x = y . ( 0 + 0 — 
— k(x,t, и Ь 1 ) дщ-г/дх | ж = и . ( 0 _ 0 + Ф, (у. (t), t, (y. (t), t)), 

* > 0 , « = 1,2 iV; (7) 

YI(0)=li, i = 0, 1, N, iV + 1; (8) 

и* (ж, 0) = ф (x), U < я < i = 0, 1, . . . , JV. (9) 

Параметры щ и цп могут принимать значения 0 или 1, а функции 
q{t, щ) и q(t, uN) могут обращаться в нуль или быть отличными от нуля; 
в соответствии с этим условия (4) и (5) могут быть граничными условия
ми 1-го. 2-го или 3-го рода или нелинейными условиями типа излучения. 
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Если левая граница области D, х = y(t) = yo(t), является фазовым 
фронтом, то граничное условие (4) заменяется условиями 
к (х, t, и0) ди0/дх \x=~(t) = — q (t, и0)\х==~Ц) + Го (Уо (*), t, (y0 (*), t)) dy0/dt + 

+ Фо (Уо (*). t, Ц0 (yQ (*), t)), t > 0; (4') 
Щ Ц ? ( 0 = V E ( 0 = Ь (Уо (*), 0. * > О-

Аналогично поступаем в случае, когда правая граница области Д х =< 
= У (*) = J/iv+i(0? является фазовым фронтом. 

Выполним замену независимых переменных х и £, приводящую к вы
прямлению фронтов и внешних границ области. Именно в каждой области 

Dn {yi(t) ^x^yi+i(t), t>0}, i = 0, 1, N, (10) 

перейдем соответственно к новым независимым переменным 
Ь = (* - у* (*)) / (ут (t)-yi(t)), t = t,i = 0,l,...,N*. (11) 

При этом область преобразуется в область 

Di*: {0 ^ U < 1, t > 0}, i = ; 0 , 1, . . . , N, (10*) 

ограниченную полупрямыми £i = 0 и = 1 при t ^ 0 и отрезком оси 
абсцисс 0 ^ ^ 1, t = 0; фронт я = z/i(£), являющийся общей границей 
областей Di-i я Di в области Z>i->i*, выразится уравнением = 1, а в 
области Di* — уравнением = 0. Выражение любой функции f(x, t) 
в координатах (£*, t) обозначим через / (^, t): 

/ (* ,*) + Ь [ » ж ( * ) = / ( Ь , « ) . ( I 2 ) 
Не составляет труда записать задачу (3) —(9) в координатах (£, t) 

(ср. (*)). Мы, однако, сразу напишем разностные схемы для решения за
дачи (3) — (9)' в этих координатах. Для этого в каждой из областей Di* 
введем разностную сетку, разбив отрезок 0 ^ ^ 1 на Mi равных частей 
длины hi = 1 / Mi и обозначив точки деления через 

UP = (р ~ Pi) К Ы —Ц Ми < р < Pi = • Pi + Afrf, 
р 0 = 0, i = 0, 1 Л\ (13) 

и разбив полуось £ ^ 0 точками деления 
h — /т> у = 0, 1, . . . , т = const. (14) 

В результате в каждой Di* определится сетка Лчн% узлов (£i P , t?). 
N 

Задачу (3) —(9) на сетке 2 = IJ 2гЛт будем решать в координатах 
г =0 

(£, t) с помощью неявной разностной схемы. Если коэффициенты разност
ных уравнений вычислять на том же временном слое, что и искомые ве
личины, то получаются нелинейные разностные уравнения, которые мож
но решать, сочетая прогонку с итерациями; такую схему мы будем назы
вать и т е р а ц и о н н о й . Если же коэффициенты разностных уравнений 
вычислить на предыдущем временном слое, то неявные разностные урав
нения получатся линейными; для их решения достаточно прогонки; такую 
схему мы будем называть б е з ы т е р а ц и о н н о й . 

И т е р а ц и о н н а я схема для определения величин на у-м временном 
слое имеет вид 

+ {ИГ + ( Р - £ У ' Й Й - и ' П х 

х [уШ1] - у^Г1 (2йгГ [tfU - ii 'Ul > (3i*) 
P = Pi» P i + 1» • • • » * = 0 , 1 , . . - ,iV, / > 0 ; 

* Аналогичная замена в сочетании с методом интегральных соотношений приме
нялась А. А. Дородницыным. 
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М $ [УТ) - Уо,']-1 hu&f = - ? (*,, й$), / > 0 ; (4 i } 

M-n îVpjvi i — У Ш ^ Г 1 ^M/Jp^j = — q (tj, U(NINJ), j > 0 ; (5j) 

й ^ ^ й Й ^ ^ ^ Ы Г ' , ^ ) , i=l,2,...,N, / > 0 ; (6«) 

Ti (2$ , «i, 4>i (y(if. s/1f+1) = te& i - J/if]"1 Ш V i i p.} -
— [y^v —у\~ц] 1^\pijb^u\pij-\-0\f, (7j) 

г = 1 , 2 , . . . , Л ' ; 

y i 0 = i = 0 , 1 , . . . , N + 1; ^ + 1 > = Уi i-i + Îf̂ . 
i = l , . . . , i V f / > 0 ; (8») 

и ю = ф ( £ « р ) . Pi<P<Pui, i = 0, 1 , . . . , 2 V , p_ 1 = 0, (9i) 
причем 

й г % = a (SiP, й$), 0\f = ф, f,, if, (y\f, i = 1, . . . , N, / > 0; 

k\pj = = V 2 (£i p - l » * 4 p- l j ) "~f~ & (£ip» ^ » ^ip^")]» 

гр; —- ^ L / i p + i j / i p j b °£ ^7 I / i p ; / i p - i j b 

Все величины на (/ — 1)-м временном слое считаются известными. При 
итерировании прежде всего находятся величины у^^ по формулам (7*)', 
затем величины y^f^ по формулам ( 8 г ) , после чего вычисляются коэффи
циенты и свободные члены уравнений (З г ) , ( 4 г ) , (5*) и прогонкой нахо
дятся значения u{sf^ на каждом отрезке pi^ р ^ Pi+i i = 0, 1 , , . . ^ , 
Ро = 0. 

Если левая граница области D (или правая, или обе эти границы) яв
ляется фазовым фронтом, то разностные аппроксимации соответствующих 
условий (4') и (4") на левой границе (или аналогичных условий на правой 
границе) пишутся аналогично (7г)ч 

Итерирование для отыскания величин на /-м временном слое ведется 
до совпадения двух последовательных приближений с заданной степенью 
точности г. 

Б е з ы т е р а ц и о н н а я схема получается из (Зг) —*(9г), если величи
ны на предыдущей итерации заменить величинами на предыдущем вре
менном слое, опустив индексы s и s + 1. 

§ 2. З а д а ч и с м е н я ю щ и м с я ч и с л о м ф а з о в ы х ф р о н 
т о в . Рассмотрим сначала случай, когда возникает новый фронт. Пусть, 
например, для определенности, фронты x = y2(t), x=yN(t) уже 
имеются и границы области х = yo(t) и х = yN+i(t) не являются фазо
выми фронтами. Пусть, далее, в момент t = 0 от левой границы слоя от
щепляется и движется затем внутрь области D новый фронт х = z/i (t), 
t > 0. Положим £о = (х — yo(t)) I (yz(t) — yo(t)) и разобьем отрезок 
0 ^ £0 ̂  1 на Mi равных частей длины hi — 1 / Mi. После того как новый 
фронт х = г/i (t) продвинется внутрь D на некоторое число М 0, 1 < М0 < 
< Ми шагов, можно, вводя замену 

&> == (x-yo(t))J (yi(t) 0 < £о < 1; 

Ь = (х - yi(t))!(y2(t) - Уг(1)), 0 < Ь < 1, (15) 

и, разбивая отрезки 0 < £о < 1 и 0 < £i < 1 на М0 и Mi = Mi — M0 

частей соответственно, вести вычисления по схеме, описанной в § 1. Рас
чет начального этапа, когда новый фронт еще не прошел М0 шагов внутрь 
D, можно вести с ловлей этого фронта в узел сетки, находя шаги т;- по оси t 

2 ДАН, т. 167, JVfi 4 737 



итерированием. Именно, в части слоя, заключенной между левой границей 
х = y0(t) и фронтом х = г/г(*)» расчет ведем по формулам: 

иЛЗ ̂  - УоР W = ~я (*,. < ) ; (16) 

И ^ Г 1 - v м ] - u,gf - у о р Ьк (%Д<«) + 

Р = Р0, ••',] — 1» /?0 = ( 1 7 ) 

/> = / + 1 , . . . , А Г 1 - 1 ; (18) 

r{s+1)i= РА(У$- У*) + (1 + PiA?) xf, (19) 
где ^ , ) = [ % ^ 1 Й ? у - ^ А й ^ ( г , ; у - У о , 0 " 1 - Ф 2 . а параметр Л выби

рается так, что 11 - j - PjAf^l < С 1 

т!5) = т 1 ( У Й Ц . ^ ( 2 / ^ . 9 ; 
v v / у v v 

aopV *ор* — значения слева от x = y1(t); afy, kt&. — значения справа от 
этого фронта. Итерирование при каждом фиксированном / ведется до 
совпадения двух последовательных приближений с заданной точ
ностью 8 . 

Рассмотрим теперь случай, когда один из фронтов исчезает: например, 
фронт х = y N ( t ) , двигаясь монотонно слева направо, «впадает» в правую 
границу х = yN+i(t) области D в некоторый момент t =it*. В этом случае 
отрезок 0 ^ IN ^ 1 будем делить на 2т равных частей, где т — некоторое 
натуральное число. При уменьшении в два раза расстояния между фрон
том х — ук{Ъ) и границей х = yN+i(t) нужно сетку узлов на отрезке 
О ̂  IN ^ 1 разредить в два раза и т. д. Когда на отрезке 0 ^ ^ 1 
останется три узла, фронт х — yN(t) продолжаем до встречи с границей 
х = ?/jv+i(£), экстраполируя по времени. 

§ 3 . С х о д и м о с т ь и о ц е н к а п о г р е ш н о с т е й . Пусть 
и(£гр, tj) и yi(tj) —значения точного решения исходной дифференциаль
ной задачи (3), (9) в узлах сетки, а uipj и уц — значения в тех же узлах 
точного решения соответствующей безытерационной разностной задачи. 
Тогда справедлива _ _ 

Т е о р е м а . Если да\ / дй, дк\ / е>£*, ду\ / дФг / dt, дщ I dt, д*щ/д&М7 

d2ui I д£Д d3Ui I d%i3, dy{ / dt, d2yi / dt2 существуют и ограничены, то при 
h -> 0 и х -> 0 выполняются оценки 

| Uipi - и ( & р , t}) \=0{h)+0{%), I y{j - у {(t3) I = О (h) + О (%), 
(20) 

Из оценок (20) вытекает сходимость безытерационной схемы при 
h-+0 и т - > 0 ; практические расчеты показывают, что итерационная схе
ма при тех же шагах сетки h и т дает более точные результаты. 

Московский государственный университет Поступило 
им. М. В. Ломоносова 12 VII1965 
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