
ретов, следует принять равенство 
d = a [X ( e x p ( - ' , P ) - 1 >( [nX) 1 - f c / p b 

Формулы для отображений, подобных (7) и (9), несколько усложняются, но в 
качественном плане изменения оказываются несущественными. 
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УДК 517.9 М А Т Е М А Т И К А 

А,Ю, КОЛЕСОВ, Ю,С, КОЛЕСОВ, 
академик Е,Ф. МИЩЕНКО, Н.Х.РОЗОВ 

ПЕРЕМЕШИВАЮЩИЙ АТТРАКТОР В РЕЛАКСАЦИОННЫХ СИСТЕМАХ 

1. Объектом нашего анализа будет система 
(1) ex=f(x,y), xGR1, 0 < е < ^ 1 ; 
(2) y=g(x,y), y&R\ 

с гладкими правыми частями. Как обьино [1], считаем, что уравнение/(JC, y) = 0 
определяет в R3 гладкую поверхность Г, распадающуюся на части Г х _ , Г+ , Г 2 _ , 
которые разделяют гладкие кривые Г щ , Г 2 0 . Напомним, что (х, у) G F j _ + Г 2 _ , 
если /* < 0; (х, у) G Г+ , если/* > 0; на Г 1 0 + Г 2 0 имеем/* = 0. Предполагаем, 
4 1 0 f"xx ^ 0 при (х, у) G Г ю + Г2о- Наконец, считаем, что "полотенца" Г х _ , Г 2 _ 
задаются соответственно гладкими функциями х = Ф i(y), х = Ф2(у) • 

В работе [2] показано, что релаксационную систему (1), (2) можно рассмат­
ривать как специальное малое возмущение релейной системы 

(3) y=g(.Hy),y), ФО) = 

конструктивное определение понятия решения которой приведено в [2]. Краткая 
суть соответствующего определения такова: если, скажем, ($i(yo)> У о) е Г'1_, 
сначала решение системы (3) совпадает с решением задачи Коши 

(4) y=g(bi(y),y), у\{ = о=Уо> 
когда в первый момент времени t0 > 0 вектор (Ф1 (y.(t))> У(0)^ Г к ь происхо­
дит переключение и при t>t0 решение системы (3) совпадает с решением задачи 
Коши 

(5) y=g(<è2(y),y), y\t = tlt>=y(t0); 

считаем, что при дальнейшем увеличении t снова происходит переключение и т.д. 
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Рис. 2. Нижняя прямая условно изображает кривую падения, штриховыми прямыми показан 
характер движений на Г2_ 

О п р е д е л е н и е . Пусть положительные числа t0 < 11 < . . . — последо­
вательные моменты переключения некоторого решения у (t) релейной системы (3), 
причем 

где р = 0, 1, . . . Введем касательные плоскости к Г в этих точках и рассмотрим пря­
мые, получающиеся из них путем пересечения с плоскостями х = Ф1(у(?)2р)), х = 
= Фг (.y(/2p+i))- Будем говорить о н о р м а л ь н о м п е р е к л ю ч е н и и , если 
векторы в R2 

• g(*i(.HhPy), y(hp)), я(Рг(.У(?2р+1У)> Я ' гр+i ) ) 
не параллельны построенным прямым соответственно. 

На "полотенце" r j _ проведем глобальную секущую /, на которой зададим 
параметризацию и рассмотрим отрезок — 1 < i < 1 . 

У с л о в и е 1. Траектории с начальными данными на / удовлетворяют усло­
вию нормального переключения и при полной "прокрутке" пересекают кривую / 
общим образом. 

Сформулированное условие гарантирует существование непрерывно диффе­
ренцируемой функции последования Пуанкаре 
(6) s H-F0(s). 

У с л о в и е 2. Считаем, что отображение (6) преобразует отрезок — 1 <s < 
< 1 строго в себя и имеет единственный аттрактор, обладающий свойством пере-
мешиваемости [3]. 

Заметим, что условие 2 может выполняться только в случае немонотонного 
отображения (6). Оно и будет таковым (см. рис. 1), если на Гг_ характер поведе­
ния траекторий имеет показанный на рис. 2 вид, а на Г 2 _ либо траектории, грубо 
говоря, параллельны, либо же изогнуты соответствующим образом. (Существование 
немонотонных функций последования вытекает также из построений работы [2], 
где описан способ линеаризации релейной системы на периодическом движении, из 
которого следует возможность прохождения мультипликатора через нуль.) 

2. Из общей теории интегральных многообразий [4] следует существование 
у релаксационной системы (1), (2) гладкой инвариантной поверхности х =Н(у, е), 
отстоящей от Г х_ на расстояние, не превосходящее е, и определенной вне некото­
рой окрестности Г 1 0 . Построим затем гладкую поверхность Гс, пересекающую об­
щим образом T i _ по /. Введенную выше инвариантную поверхность она пересекает 
по некоторой гладкой кривой / (е), параметризацию на которой обозначим той же 
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буквой,s. Через а будем обозначать координату вдоль некоторой гладкой кривой, 
принадлежащей Г с и пересекающей / (е) общим образом. Из условий 1, 2 вытекает 
существование такого прямоугольника —1 < s < 1, — с^ < а < а 2 , который оператор 
П последования Пуанкаре по траектории релаксационной системы (1), (2) преоб­
разует в себя. 

Т е о р е м а 1. При условиях 1,2 имеем 
S ** Fl(ß' °' б) + А ̂ S' °' ̂  6ХР ̂  " ^ 
a w Д г (s, а, е) ехр ( - а\ /е), 

где а\, а2 Ф 0, функции F\, Ai, Ь.2 непрерывно дифференцируемы по s, a и их 
производные равномерно пое ограничены, Fx (s, 0, е) в С1-метрике отличается от 
F0(s) на величину порядка е. 

Из этого утверждения вытекает, что с экспоненциальной точностью динамика 
релаксационной системы (1), (2) определяется одномерным отображением 
(8) s->Fi(s, 0,е). 

Таким образом, при сделанных в предыдущем пункте ограничениях движения по 
траекториям релаксационной системы (1), (2) весьма близки к перемешивающим. 
Нужно, правда, отметить, что даже мало различающиеся одномерные отображения 
(6) и (8) с формальной точки зрения не обязательно имеют одинаковую динами­
ку [3]. Однако при дополнительном ограничении, имеющем характер общности по­
ложения, сложное поведение решений системы (1), (2) сохраняется. 

У с л о в и е 3. У отображения (6) есть грубый неустойчивый цикл с гомокли-
нической траекторией [3], сохраняющейся при малых в метрике С1 возмущениях. 

Т е о р е м а 2. При условиях 1, 3 релаксационная система (1), (2) имеет счет­
ное число дихотомичных циклов. 

Это предложение — почти непосредственное следствие результатов из [5]. 
Подчеркнем еще раз, что теоремы 1, 2 целиком базируются на следующих 

двух фактах: немонотонности гладкого отображения (6) и установленной в [2] 
С1-близости между соответствующими решениями релейной и релаксационной сис­
темы. 

3. При условии 1 наши утверждения обеспечивают максимальную сложность 
аттрактора, возможного в релаксационных системах типа (1), (2). При его наруше­
нии возникает дополнительная сингулярность, позволившая авторам заметки [6] 
на описательном уровне объяснить сложное поведение решений в одной конкретной 
релаксационной системе вида (1), (2). Ее частичный математический анализ прове­
ден в статье [7]. 
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