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1. Введение

Пусть Ω— произвольная область пространства Rn = {x = (x1, x2, . . . , xn)}, Ω ( Rn, n > 2.
Рассмотрим задачу Дирихле для уравнения

n∑

i=1

(ai(x, u,∇u))xi = a0(x, u), x ∈ Ω, (1.1)

с неоднородным краевым условием

u(x)
∣∣∣
∂Ω

= ψ(x)
∣∣∣
∂Ω
. (1.2)

С 80-х годов прошлого столетия ведутся активные исследования нелинейных эллиптических
уравнений второго порядка

n∑

i=1

(ai(x, u,∇u))xi − a0(x, u,∇u) = f(x) (1.3)

с f ∈ L1 и мерами в качестве правых частей. Слабые решения уравнений вида (1.3) со степенными
нелинейностями во всем пространстве Rn с f ∈ L1,loc(Rn) исследовались в работах Х. Брезиса [17],
Л. Боккардо, Т. Галуэт и Ж. Васкеза [16], М. Бендамана, К. Карлсена [10] и др. Существование
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слабого решения задачи Дирихле в ограниченной области Ω с функцией f ∈ L1(Ω) установлено
Л. Боккардо, Т. Галуэт [14], Л. Боккардо, Т. Галуэт, П. Марчелини [15].

В работах Ф. Бенилана, Л. Боккардо, Т. Галлуэт, Р. Гарьепи, М. Пьера и Ж. Л. Васкеза [11],
Л. Боккардо [13] для эллиптических уравнений со степенными нелинейностями с L1-правой ча-
стью было предложено понятие энтропийного решения задачи Дирихле и доказаны его существо-
вание и единственность. Авторы указывают, что вместо энтропийного решения, введенного впер-
вые С. Н. Кружковым [5] для уравнений первого порядка, можно рассматривать также ренор-
мализованное решение. Такие решения являются элементами того же функционального класса,
которому принадлежат энтропийные решения, но в отличие от последних удовлетворяют друго-
му семейству интегральных соотношений. В ряде случаев понятия энтропийного и ренормализо-
ванного решения эквивалентны. Вопросы существования и единственности ренормализованных
решений эллиптических задач в пространствах Орлича исследовались в [9, 20].

Свойства суммируемости и оценки энтропийных решений задачи Дирихле в ограниченных
областях для нелинейного эллиптического уравнения (1.3) с условием вырождающейся коэрци-
тивности установлены А. А. Ковалевским [1].

Изучению существования энтропийных решений задачи Дирихле в пространствах Орлича для
эллиптических уравнений с нестепенными нелинейностями второго порядка с f ∈ L1(Ω) (Ω –
ограниченная область) посвящена статья А. Бенкиране и Дж. Бенноуна [12].

Следует заметить, что в известных автору работах результаты установлены для энтропийных
и ренормализованных решений эллиптических задач в ограниченных областях (за исключением
статьи [11]) с однородными граничными условиями. В настоящей статье доказано существование
энтропийных решений задачи Дирихле (1.1), (1.2) в анизотропных пространствах Соболева—
Орлича без предположения ограниченности области Ω.

2. N-функции и пространства Орлича

В этом разделе приведены необходимые сведения из теории N -функций и пространств Орлича
(см. [7]. Неотрицательная непрерывная выпуклая вниз функция B(z), z ∈ Rб называется N -

функцией, если она четна и

lim
z→0

B(z)

z
= 0, lim

z→∞

B(z)

z
= ∞.

Отметим, что B(εz) 6 εB(z), z ∈ R, при 0 < ε 6 1.
N -функция

B(z) = sup
y>0

(y|z| −B(y)), z ∈ R,

называется дополнительной к N -функции B(z). Очевидно неравенство Юнга:

|zy| 6 B(y) +B(z), z, y ∈ R. (2.1)

Кроме того, имеет место равенство

zB′(z) = B(B′(z)) +B(z), z ∈ R, (2.2)

где B′(z) — правая производная N -функции B(z).
Для N -функций B(z), M(z) записывают B(z) ≺ M(z), если существуют такие числа l > 0,

z0 > 0, что

B(z) 6M(lz), |z| > z0.

N -функция B(z) растет cущественно быстрее N -функции M(z) (обозначение M(z) ≺≺ B(z)),
если для любого числа l > 0

lim
z→∞

M(z)

B(lz)
= 0.

Говорят, что N -функция B(z) удовлетворяет ∆2-условию при больших значениях z, если су-
ществуют такие числа c > 0, z0 > 0, что

B(2z) 6 cB(z) для любых |z| > z0.
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∆2-условие эквивалентно выполнению при |z| > z0 неравенства

B(lz) 6 c(l)B(z), (2.3)

где l— любое число, большее единицы, c(l) > 0.
N -функция B(z) удовлетворяет ∆2-условию тогда и только тогда, когда существуют такие

числа c > 1, z0 > 0, что при |z| > z0 справедливо неравенство

zB′(z) 6 cB(z) (2.4)

(см. [7, гл. I, § 4, теорема 4.1]). В дальнейшем в работе предполагается, что ∆2-условие для
рассматриваемых N -функций выполняется при всех значениях z ∈ R (т.е. z0 = 0).

Для N -функции B(z), ввиду выпуклости и неравенства (2.3), существует такое c > 0, что
справедливо неравенство

B(y + z) 6 cB(z) + cB(y), z, y ∈ R. (2.5)

Пусть Q— произвольная область пространства Rn. Будем рассматривать пространство Орлича
LB(Q) с нормой Люксембурга

‖v‖B,Q = inf




k > 0

∣∣∣∣∣

∫

Q

B

(
v(x)

k

)
dx 6 1




.

Справедливы неравенства (см. [7, гл. II, § 9, неравенства (9.21), (9.12)])
∫

Q

B

(
v(x)

‖v‖B,Q

)
dx 6 1, (2.6)

‖v‖B,Q 6

∫

Q

B(v)dx+ 1. (2.7)

Кроме того, если N -функция B(z) удовлетворяет ∆2-условию, то для v ∈ LB(Q) выполнено
неравенство ∫

Q

B(v)dx 6 c(‖v‖B,Q). (2.8)

Для функций u ∈ LB(Q), v ∈ LB(Q) имеет место неравенство Гельдера (см. [7, гл. II, § 9, нера-
венства (9.24), (9.27)]: ∣∣∣∣∣∣∣

∫

Q

u(x)v(x)dx

∣∣∣∣∣∣∣
6 2‖u‖B,Q‖v‖B,Q. (2.9)

Норму в пространствах Lp(Q), p ∈ [1,∞], будем обозначать ‖·‖p,Q. Индекс Q = Ω в обозначени-
ях ‖·‖p,Q, ‖·‖B,Q будем опускать. Для любой N -функции B(z), если mesQ <∞, то LB(Q) ⊂ L1(Q)
и выполнено неравенство

‖v‖1,Q 6 A0(mesQ)‖v‖B,Q, v ∈ LB(Q). (2.10)

Для N -функций B1(z), . . . , Bn(z) определим анизотропное пространство Соболева—Орлича

H̊1
B(Q) как пополнение C∞

0 (Q) по норме

‖v‖H̊1

B
(Q) =

n∑

i=1

‖vxi‖Bi,Q.

Приведем теорему вложения для анизотропного пространства H̊1
B(Q). Положим

h(θ) =

(
n∏

i=1

B−1
i (θ)

θ

)1/n
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и будем предполагать, что интеграл
1∫

0

h(θ)

θ
dθ

сходится. Тогда можно определить N -функцию B−1
∗ (z) по формуле

B−1
∗ (z) =

|z|∫

0

h(θ)

θ
dθ.

Лемма 2.1 ((см. [4])). Пусть v ∈ H̊1
B(Q).

(1) Если
∞∫

1

h(θ)

θ
dθ = ∞, (2.11)

то H̊1
B(Q) ⊂ LB∗

(Q) и

‖v‖B∗ ,Q 6 A1‖v‖H̊1

B
(Q); (2.12)

(2) если
∞∫

1

h(θ)

θ
dθ <∞, (2.13)

то H̊1
B(Q) ⊂ L∞(Q) и

‖v‖∞,Q 6 A2‖v‖H̊1

B
(Q). (2.14)

Здесь

A1 =
n− 1

n
, A2 =

∞∫

0

h(θ)

θ
dθ.

3. Предположения и формулировка результатов

Пусть N -функции B1(z), . . . , Bn(z) и дополнительные к ним B1(z), . . . , Bn(z) подчиняются ∆2-
условию. Через LB(Ω) обозначим пространство LB1

(Ω)× . . .× LBn(Ω) с нормой

‖v‖B = ‖v1‖B1
+ . . .+ ‖vn‖Bn , v = (v1, . . . , vn) ∈ LB(Ω). (3.1)

Аналогично определяется пространство LB(Ω). Будем считать, что ψ(x) ∈ L∞(Ω), ∇ψ ∈ LB(Ω).
Пусть s · t— скалярное произведение векторов s = (s1, . . . , sn), t = (t1, . . . , tn) ∈ Rn и

a(x, s0, s) =
(
a1(x, s0, s), . . . , an(x, s0, s)

)
. (3.2)

Приведем условия на функции, входящие в уравнение (1.1). Предполагается, что функции
a0(x, s0), ai(x, s0, s), α = 1, . . . , n, измеримы по x ∈ Ω для s0 ∈ R, s ∈ Rn, непрерывны по
s0 ∈ R, s ∈ Rn для почти всех x ∈ Ω. Предполагается, что функция a0(x, s0) неубывающая по
s0 ∈ R.

Пусть существуют такие измеримые неотрицательные функции φ(x), Φ(x) ∈ L1(Ω), положи-
тельная непрерывная функция â(k) и положительная константа a, что справедливы неравенства:

B(a(x, s0, s)) 6 â(k){Φ(x) + B(s)}, B(a) =

n∑

i=1

Bi(ai), B(s) =

n∑

i=1

Bi(si); (3.3)

(
a(x, s0, s)− a(x, s0, t)

)
· (s− t) > 0 (3.4)

при почти всех x ∈ Ω и любых s0 ∈ [−k, k], s, t ∈ Rn, s 6= t. Следующее неравенство предполага-
ется выполненным при почти всех x ∈ Ω и всех s0 ∈ R, s ∈ Rn:

a(x, s0, s) · (s−∇ψ) > aB(s)− φ(x). (3.5)
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Функции ai(x, s0, s), i = 1, . . . , n, удовлетворяют условию Гельдера по переменной s0: суще-

ствуют такие непрерывная функция Â(R, ρ), R, ρ > 0, возрастающая по каждому аргументу, и
число α ∈ (0, 1), что для любых x ∈ Ω(R) = {x ∈ Ω : |x| < R}, s0, t0 ∈ R, |s0| < ρ, |t0| < ρ, s ∈ Rn

справедливы неравенства

Bi

(
|ai(x, s0, s)− ai(x, t0, s)|

|s0 − t0|α

)
6 Â(R, ρ)B(s), i = 1, . . . , n. (3.6)

Здесь N -функции B1(z), . . . , Bn(z) и дополнительные к ним N -функции B1(z), . . . , Bn(z) удо-
влетворяют ∆2-условию. Неклассическое условие ранее использовалось в [8] для нелинейных
эллиптических вариационных односторонних задач в пространствах Орлича.

Положим a0(x, s0) = a0(x, ψ) + b(x, s0). Пусть существует такое δ0 > 0, что:

a0(x, ψ), a0(x, ψ ± δ0) ∈ L1(Ω). (3.7)

Функция b(x, s0) каратеодориева, неубывающая по s0 ∈ R, b(x, ψ) = 0 для почти всех x ∈ Ω,
поэтому для почти всех x ∈ Ω, s0 ∈ R справедливо неравенство

b(x, s0)(s0 − ψ) > 0. (3.8)

Предположим, что

sup
|s0|6k

|b(x, s0)| = Gk(x) ∈ L1,loc(Ω). (3.9)

Из условия (3.7) следует, что

b(x, ψ ± δ0) ∈ L1(Ω). (3.10)

Определим функцию

Tk(r) =





k при r > k,

r при |r| 6 k,

−k при r < −k.

Введем обозначение

[v] =

∫

Ω

v dx.

Определение 3.1. Энтропийным решением задачи (1.1), (1.2) называется такая измеримая
функция u : Ω → R, что

1) A0(x) = a0(x, u) ∈ L1(Ω),

2) Tk(u− ψ) ∈ H̊1
B(Ω) при всех k > 0

и при всех k > 0, ξ(x) ∈ C1
0 (Ω) справедливо неравенство

[
a0(x, u)Tk(u− ψ − ξ) + a(x, u,∇u) · ∇Tk(u− ψ − ξ)

]
6 0. (3.11)

Теорема 3.1. Пусть выполнены условия (2.11), (3.3)–(3.7), (3.9). Тогда существует энтро-

пийное решение задачи (1.1), (1.2).

4. Подготовительные сведения

Все постоянные, встречающиеся ниже в работе, положительны.

Рассмотрим каратеодориевы функции aiψ(x, s0, s) = ai

(
x, s0 + ψ(x), s + ∇ψ(x)

)
, i =

1, . . . , n, a0ψ(x, s0) = a0
(
x, s0 + ψ(x)

)
, x ∈ Ω, s0 ∈ R, s ∈ Rn. Функция a0ψ(x, s0) яв-

ляется неубывающей по s0. Применяя (3.3), (2.5), (3.4), для вектор-функции aψ(x, s0, s) =
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(
a1ψ(x, s0, s), . . . , anψ(x, s0, s)

)
при почти всех x ∈ Ω и любых s0 ∈ [−k, k], s, t ∈ Rn, s 6= t

выводим неравенства:

B
(
aψ(x, s0, s)

)
= B

(
a(x, s0 + ψ(x), s+∇ψ(x))

)
6

6 â
(
k + ‖ψ‖∞

){
Φ(x) + B

(
s+∇ψ(x)

)}
6 â

(
k + ‖ψ‖∞

){
Φ(x) + cB

(
∇ψ(x)

)
+ cB(s)

}
6

6 âψ(k)
{
Φψ(x) + B(s)

}
, (3.3ψ)

(
aψ(x, s0, s)− aψ(x, s0, t)

)
· (s− t) > 0. (3.4ψ)

Используя (3.5), (2.5), для почти всех x ∈ Ω и всех s0 ∈ R, s ∈ Rn получаем неравенства

aψ(x, s0, s) · s = a
(
x, s0 + ψ(x), s+∇ψ(x)

)
· s >

> aB(s+∇ψ)− φ(x) >
a

cB(s)
− aB

(
∇ψ(x)

)
− φ(x) = aψB(s)− φψ(x). (3.5ψ)

Очевидно, что функции φψ(x), Φψ(x) ∈ L1(Ω) неотрицательны, функция âψ(k) положительна и
непрерывна и aψ — положительное число.

Из неравенств (3.6) следует, что существуют такие непрерывная функция Âψ(R, ρ) и число
α ∈ (0, 1), что для любых x ∈ Ω(R), s0, t0 ∈ R, |s0| < ρ, |t0| < ρ, s ∈ Rn справедливы неравенства:

Bi

(
|aiψ(x, s0, s)− aiψ(x, t0, s)|

|s0 − t0|α

)
6 Â

(
R, ρ+ ‖ψ‖∞

)
B
(
s+∇ψ

)
6

6 Âψ(R, ρ)
(
B(s) + B(∇ψ)

)
, i = 1, . . . , n. (3.6ψ)

Положим a0ψ(x, s0) = a0ψ(x, 0)+bψ(x, s0), a0ψ(x, 0) = a0(x, ψ), bψ(x, s0) = b(x, s0+ψ). Согласно
(3.7), имеем

A0
0ψ(x) = a0ψ(x, 0) ∈ L1(Ω). (3.7ψ)

Функция bψ(x, s0) каратеодориева, неубывающая по s0 ∈ R, bψ(x, 0) = 0 для почти всех x ∈ Ω,
поэтому для почти всех x ∈ Ω, s0 ∈ R

bψ(x, s0)s0 > 0. (3.8ψ)

Из (3.9) имеем

sup
|s0|6k

∣∣bψ(x, s0)
∣∣ 6 sup

|s0+ψ|6k+‖ψ‖∞

∣∣b(x, s0 + ψ)
∣∣ = Gk+‖ψ‖∞(x) ∈ L1,loc(Ω). (3.9ψ)

Наконец, из (3.10) следует, что существует такое δ0 > 0, что

bψ(x,±δ0) ∈ L1(Ω). (3.10ψ)

Пусть u— энтропийное задачи (1.1), (1.2). Положив w = u − ψ, определение 3.1 можно сфор-
мулировать следующим образом.

Определение 3.1ψ. Энтропийным решением задачи (1.1), (1.2) называется такая измеримая
функция u : Ω → R, что u(x) = w(x) + ψ(x) и выполнены следующие условия:

1ψ) A0ψ(x) = a0ψ(x, w) ∈ L1(Ω),

2ψ) Tk(w) ∈ H̊1
B(Ω)при всех k > 0

и при всех k > 0, ξ(x) ∈ C1
0 (Ω) справедливо неравенство

[
a0ψ(x, w)Tk(w − ξ) + aψ(x, w,∇w) · ∇Tk(w − ξ)

]
6 0. (3.11ψ)

Пусть χ(P ) обозначает логическую функцию, равную 1, когда P истинно, и 0, когда P ложно.
Из условия 2ψ) определения энтропийного решения следует, что для любого k > 0

χ(|w| < k)∇w ∈ LB(Ω). (4.1)
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Отсюда, применяя (3.3ψ), устанавливаем, что для любого k > 0

χ(|w| < k)aψ(x, w,∇w) ∈ LB(Ω). (4.2)

Лемма 4.1. Если u = w + ψ— энтропийное решение задачи (1.1), (1.2), то для всех k > 1
справедливо неравенство

∥∥B(∇Tkw)
∥∥
1
=

∫

{Ω:|w|<k}

B(∇w)dx 6 C1k. (4.3)

Доказательство. Cогласно неравенству (3.11ψ) для ξ = 0 и условию (1ψ) имеем
∫

{Ω:|w|<k}

aψ(x, w,∇w) · ∇wdx =

∫

Ω

aψ(x, w,∇w) · ∇Tk(w)dx 6 −

∫

Ω

a0ψ(x, w)Tk(w)dx 6 k‖A0ψ‖1.

Применяя неравенство (3.5ψ), устанавливаем неравенство

aψ

∫

{Ω:|w|<k}

B(∇w)dx 6 k‖A0ψ‖1 + ‖φψ‖1,

Из которого следует (4.3). �

Лемма 4.2. Пусть выполнено условие (2.11). Предположим, что для измеримой функции

v : Ω → R, удовлетворяющей условию Tkv ∈ H̊1
B(Ω) при всех k > 1, справедливы неравенства

∥∥B(∇Tkv)
∥∥
1
=

∫

{Ω:|v|<k}

B(∇v)dx 6 C2k. (4.4)

Тогда

mes
({

Ω : |v| > k
})

→ 0, k → ∞. (4.5)

Доказательство. Для N -функции B, удовлетворяющей ∆2-условию, справедливо соотношение

lim
‖ω‖B→∞

‖B(ω)‖1
‖ω‖B

= ∞ (4.6)

(см. [19, лемма 3.14]). Согласно неравенствам (2.12), (4.4) с учетом (4.6) имеем

‖Tkv‖B∗
6 A1‖∇Tkv‖B 6 A1ε(k)‖B(∇Tkv)‖1 6 C3kε(k), k > 1, (4.7)

ε(k) → 0 при k → ∞.
Неравенство (4.7) установлено при условии

‖∇Tkv‖B → ∞, k → ∞.

В противном случае

‖∇Tkv‖B 6 C4 = C4kε(k), k > 0,

поэтому неравенство (4.7) также справедливо.
Из (4.7) имеем:

B∗

(
k

‖Tkv‖B∗

)
> B∗

(
1

C3ε(k)

)
→ ∞, k → ∞. (4.8)

Далее, применяя (2.6), получаем:

1 >

∫

Ω

B∗

(
Tkv

‖Tkv‖B∗

)
dx > B∗

(
k

‖Tkv‖B∗

)
mes

({
Ω : |v| > k

})
.

Пользуясь (4.8), из последнего неравенства выводим (4.5). �
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Замечание 4.1. Если u = w+ψ— энтропийное решение задачи (1.1), (1.2) и выполнено усло-
вие (2.11), то из лемм 4.1, 4.2 следует

mes
({

Ω : |w| > k
})

→ 0, k → ∞. (4.9)

Лемма 4.3. Пусть выполнено условие (2.11). Предположим, что для измеримой функции

v : Ω → R, удовлетворяющей условию Tkv ∈ H̊1
B(Ω) при всех k > 1, справедливы неравенства

(4.4). Тогда

mes
({

Ω : B(∇v) > ρ
})

→ 0, ρ→ ∞. (4.10)

Доказательство. Положим

Φ(k, ρ) = mes
{
Ω : |v| > k, B(∇v) > ρ

}
, k, ρ > 0.

Выше установлено (см. (4.5)), что

Φ(k, 0) → 0, k → ∞.

Поскольку функция ρ→ Φ(k, ρ) невозрастающая, то для k, ρ > 0 справедливы неравенства

Φ(0, ρ) 6
1

ρ

ρ∫

0

Φ(0, ̺)d̺ 6 Φ(k, 0) +
1

ρ

ρ∫

0

(
Φ(0, ̺)− Φ(k, ̺)

)
d̺. (4.11)

Отметим, что

Φ(0, ̺)− Φ(k, ̺) = mes
{
Ω : |v| < k, B(∇v) > ̺

}
.

Поэтому из (4.4) следует, что
∞∫

0

(
Φ(0, ̺) − Φ(k, ̺)

)
d̺ =

∫

{Ω:|v|<k}

B(∇v)dx 6 C2k.

Теперь из (4.11) получаем неравенство

Φ(0, ρ) 6 Φ(k, 0) +
C2k

ρ
.

Выбирая k так, чтобы Φ(k, 0) < ε, затем выбирая ρ добиваемся неравенства Φ(0, ρ) < 2ε. Тем
самым (4.10) установлено. �

Лемма 4.4. Пусть N -функция B(z) удовлетворяет ∆2-условию, vm(x), m = 1, . . . ,∞, v(x)—

такие функции из LB(Ω), что

‖vm‖B 6 C, m = 1, 2, . . . ,

vm → v почти всюду в Ω, m→ ∞.

Тогда vm ⇀ v слабо в LB(Ω) при m→ ∞.

Доказательство леммы 4.4 для B(z) = |z|a, a > 1, проведено в [6, гл. I, § 1.4, лемма 1.3], для
N -функции B(z) осуществляется аналогичным образом.

Лемма 4.5. Если u = w + ψ является энтропийным решением задачи (1.1), (1.2), то нера-

венство (3.11ψ) справедливо для любой функции ξ ∈ H̊1
B(Ω) ∩ L∞(Ω).

Доказательство. По определению пространства H̊1
B(Ω) существует такая последовательность

ξm ∈ C∞
0 (Ω), что

∇ξm → ∇ξ в LB(Ω) при m→ ∞.

Отсюда, согласно (2.12), (2.10), следует сходимость ξm → ξ, ∇ξm → ∇ξ в L1,loc(Ω) при m → ∞,
а значит, можно выделить такую подпоследовательность (обозначим ее также), что ξm → ξ,
∇ξm → ∇ξ почти всюду в Ω. Тогда для любого k > 0 имеют место сходимости:

Tk(w − ξm) → Tk(w − ξ), ∇Tk(w − ξm) → ∇Tk(w − ξ) почти всюду в Ω при m→ ∞. (4.12)
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Пусть

k̂ = k + sup
m=1,2,...

(
‖ξm‖∞, ‖ξ‖∞

)
;

тогда ∣∣∇Tk(w − ξm)
∣∣ 6

∣∣∇T
k̂
(w)
∣∣ +
∣∣∇ξm

∣∣, x ∈ Ω, m = 1, 2, . . . .

Поскольку сходящаяся последовательность ∇ξm ограничена в LB(Ω), то отсюда, согласно (4.1),
следует ограниченность норм ‖∇Tk(w − ξm)‖B. Применяя (4.12) и лемму 4.4, при любом k > 0
имеем

∇Tk(w − ξm)⇀ ∇Tk(w − ξ) в LB(Ω) при m → ∞. (4.13)

Теперь перейдем к пределу при m→ ∞ в неравенстве
[
a0ψ(x, w)Tk(w − ξm) + aψ(x, w,∇w) · ∇Tk(w − ξm)

]
6 0.

Поскольку a0ψ(x, w) ∈ L1(Ω), то в первом слагаемом, применяя (4.12), согласно теореме Лебега,

можно перейти к пределу при m → ∞. Ввиду того, что aψ(x, w,∇w)χ(|w| < k̂) ∈ LB(Ω) (см.
(4.2)), применяя (4.13), устанавливаем, что второе слагаемое последнего неравенства также имеет
предел при m→ ∞. �

Замечание 4.2. В дальнейшем, чтобы избежать громоздкости в рассуждениях, вместо утвер-
ждения типа «из последовательности um можно выделить подпоследовательность (обозначим ее
также) сходящуюся почти всюду в Ω при m→ ∞» будем писать просто «последовательность um

выборочно сходится почти всюду в Ω при m→ ∞». Соответственно, будем использовать термин
«выборочно слабо сходится» и т. п.

Обозначим через F класс функций T ∈ C2(R) ∩ L∞(R):

T (0) = 0; T ′(r) > 0, r ∈ R; T ′(r) = 0, |r| > k;

T (−r) = −T (r), r ∈ R; T ′′(r) 6 0, r > 0.

Лемма 4.6. Энтропийное решение u = w+ψ задачи (1.1), (1.2) удовлетворяет неравенству

[
a0ψT (w − ξ) + aψ · ∇T (w − ξ)

]
6 0 (3.11ψT )

при любом ξ ∈ C1
0 (Ω) и всех T ∈ F .

Доказательство. Очевидно, что (3.11ψT ) выполнено при T (r) =
∑
ajTkj(r), aj > 0. В общем

случае приближаем функции T ∈ F такими линейными комбинациями в норме C1(R) (см. [11,
лемма 3.2]). �

Лемма 4.7 (см. [3, лемма 4]). Пусть Q— ограниченная область и, если выполнено условие

(2.13), то M(z)— произвольная N -функция, а если выполнено условие (2.11), то M(z) ≺≺ B∗(z).

Тогда оператор вложения H̊1
B(Q) ⊂ LM (Q) вполне непрерывен.

Лемма 4.8 (см. [14, лемма 2]). Пусть (X,T ,mes)— такое измеримое пространство, что

mes(X) < ∞. Пусть γ : X → [0,+∞] — такая измеримая функция, что mes
(
{x ∈ X : γ(x) =

0}
)
= 0. Тогда для любого ε > 0 существует такое δ > 0, что неравенство

∫

Q

γ(x)dx 6 δ

влечет mes(Q) 6 ε.
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5. Cуществование обобщенного решения

Для анизотропных квазилинейных эллиптических уравнений второго порядка рассмотрим за-
дачу Дирихле

n∑

i=1

(
ai(x, u,∇u)

)
xi

− a0(x, u,∇u) = 0, x ∈ Ω; (5.1)

u
∣∣∣
∂Ω

= 0. (5.2)

Предполагается, что функции ai(x, s0, s), i = 0, . . . , n, измеримы по x ∈ Ω для s = (s0, s) =
(s0, s1, . . . , sn) ∈ Rn+1, непрерывны по s ∈ Rn+1 для почти всех x ∈ Ω. Пусть s · t обозначает
скалярное произведение s = (s0, s), t = (t0, t) ∈ Rn+1 и

a(x, s) =
(
a0(x, s), a1(x, s), . . . , an(x, s)

)
.

Пусть существуют такие измеримые неотрицательные функции φ(x), Φ(x) ∈ L1(Ω), что для
почти всех x ∈ Ω и любых s = (s0, s) ∈ Rn+1 справедливы неравенства (3.4) и

B(a(x, s)) 6 âB(s) + Φ(x), B(a) =

n∑

i=0

Bi(ai), B(s) =

n∑

i=0

Bi(si) = B0(s0) + B(s); (5.3)

a(x, s) · s > aB(s) − φ(x). (5.4)

Здесь N -функции B0(z), B1(z), . . . , Bn(z) и дополнительные к ним N -функции B0(z), B1(z), . . . ,
Bn(z) удовлетворяют ∆2-условию.

Через L
B
(Ω) обозначим пространство LB0

(Ω)× LB1
(Ω)× . . .× LBn

(Ω) с нормой

‖v‖
B
= ‖v0‖B0

+ ‖v1‖B1
+ . . .+ ‖vn‖Bn

, v = (v0, v1, . . . , vn) ∈ L
B
(Ω).

Определим пространство Соболева—Орлича W̊ 1
B
(Ω) как пополнение пространства C∞

0 (Ω) по нор-
ме

‖v‖W̊ 1

B
(Ω) = ‖v‖B0

+ ‖v‖H̊1

B
(Ω).

В случае выполнения условия (2.11), будем считать, что

B0(z) ≺≺ B∗(z), (5.5)

а при выполнении (2.13) — что B0(z) является произвольной N -функцией.
Будем считать, что

Bi(z) ≺ B0(z), i = 1, 2, . . . , n. (5.6)

Из условия (5.3), пользуясь (2.7), для u ∈ W̊ 1
B
(Ω) выводим оценку

∥∥a(x, u,∇u)
∥∥
B
=

n∑

i=0

∥∥ai(x, u,∇u)
∥∥
Bi

6

6

n∑

i=0

∫

Ω

Bi

(
ai(x, u,∇u)

)
dx+ n+ 1 6 â

∥∥B(∇u)
∥∥
1
+ â
∥∥B0(u)

∥∥
1
+ ‖Φ‖1 + n+ 1. (5.7)

Введем обозначение vx0 = v. Далее, по элементу a(x, u,∇u) ∈ L
B
(Ω) для v(x) ∈ W̊ 1

B
(Ω) определим

функционал A(u) равенством

〈A(u), v〉 =
[
a(x, u,∇u) · (v,∇v)

]
=

n∑

i=0

[
aivxi

]
. (5.8)

Используя неравенство Гельдера (2.9), для функций u(x), v(x) ∈ W̊ 1
B
(Ω) выводим неравенства

∣∣∣〈A(u), v〉
∣∣∣ 6 2

n∑

i=0

‖ai‖Bi
‖vxi‖Bi

6 2
∥∥a(x, u,∇u)

∥∥
B
‖v‖W̊ 1

B
(Ω). (5.9)
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Из (5.9), (5.7) следует, что функционал A(u), определяемый равенством (5.8) в пространстве

W̊ 1
B
(Ω), является ограниченным.

Определение 5.1. Обобщенным решением задачи (5.1), (5.2) назовем функцию u(x) ∈

W̊ 1
B
(Ω), удовлетворяющую интегральному тождеству

〈A(u), v〉 = 0 (5.10)

для любой функции v(x) ∈ W̊ 1
B
(Ω).

Теорема 5.1. Если выполнены условия (3.4), (5.3)–(5.6), то существует обобщенное решение

задачи (5.1), (5.2).

Существование решения задачи (5.1), (5.2) с монотонным оператором оператором A установ-
лено в [2]. Для изотропного уравнения со степенными нелинейностями существование решения
задачи Дирихле установлено Ф. Браудером [18]: оно основано на абстрактной теореме для псев-
домонотонных операторов.

Определение 5.2. Оператор A : V → V ′ называется псевдомонотонным, если

(i) A— ограниченный оператор;
(ii) из условий uj ⇀ u слабо в V и

lim
j→∞

sup〈A(uj), uj − u〉 6 0

следует, что для любого v ∈ V справедливо неравенство

lim
j→∞

inf〈A(uj), uj − v〉 > 〈A(u), u − v〉. (5.11)

Лемма 5.1 (см. [6, гл. II,§ 2, теорема 2.7]). Пусть V — рефлексивное сепарабельное банахово

пространство. Пусть оператор A : V → V ′ является псевдомонотонным и коэрцитивным,

т.е.
〈A(u), u〉

‖u‖
→ ∞, ‖u‖ → ∞. (5.12)

Тогда отображение A : V → V ′ сюръективно, т.е. для всякого F ∈ V ′ существует такой u ∈ V ,

что A(u) = F .

Прежде чем перейти к проверке условий леммы 5.1 приведем вспомогательные оценки и заме-
чания.

Замечание 5.1. Из неравенств (2.7), (2.8) следует, что, если N -функция B(z) удовлетворяет
∆2-условию, то ограниченность множества функций в пространстве LB(Ω) равносильна огра-

ниченности в среднем. Поэтому ограниченность множества Θ ⊂ W̊ 1
B
(Ω) по норме равносильна

ограниченности множества {‖B(u)‖1, u ∈ Θ}.

Замечание 5.2. Пространство W̊ 1
B
(Ω) является рефлексивным сепарабельным банаховым

пространством.

Предложение 5.1. Пусть выполнены условия (3.4), (5.3)–(5.6). Тогда оператор

A : W̊ 1
B
(Ω) →

(
W̊ 1

B
(Ω)
)′
,

определяемый равенством (5.8), является псевдомонотонным.

Доказательство. Ограниченность оператора A следует из оценок (5.9), (5.7). Рассмотрим такую

последовательность {uj}∞j=1 в пространстве W̊ 1
B
(Ω), что

uj ⇀ u слабо в W̊ 1
B
(Ω), j → ∞; (5.13)

lim
j→∞

sup〈A(uj), uj − u〉 6 0. (5.14)
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Покажем, что

A(uj)⇀ A(u) слабо в
(
W̊ 1

B
(Ω)
)′

, j → ∞; (5.15)

〈A(uj), uj − u〉 → 0, j → ∞. (5.16)

Очевидно, что из (5.15), (5.16) следует (5.11).
Прежде всего, из сходимости (5.13) и неравенства (2.8) следуют оценки:

‖uj‖W̊ 1

B
(Ω) 6 C1, j = 1, 2, . . . ; (5.17)

‖B0(u
j)‖1 + ‖B(∇uj)‖1 6 C2, j = 1, 2, . . . . (5.18)

Кроме того, соединяя (5.7), (5.18), выводим оценку

∥∥a(x, u,∇u)
∥∥
B
=

n∑

i=0

∥∥ai(x, uj ,∇uj)
∥∥
Bi

6 C3, j = 1, 2, . . . . (5.19)

Зафиксируем произвольное R > 0. В случае (2.11) по лемме 4.7 пространство W̊ 1
B
(Ω(R + 1))

компактно вложено в LP (Ω(R + 1)) для любой N -функции M(z), удовлетворяющей условию

M(z) ≺≺ B∗(z). В случае (2.13) для любойN -функцииM(z) по лемме 4.7 пространство W̊ 1
B
(Ω(R+

1)) компактно вложено в LM(Ω(R + 1)). Согласно условиям (5.5), (5.6), в обоих случаях (2.11)

и (2.13), пространство W̊ 1
B
(Ω(R+1)) компактно вложено в пространства LBi

(Ω(R+1)), i = 0, . . . , n.
Из условия (5.6), применяя (2.3), устанавливаем существование такого z0 > 0, что

Bi(z) 6 C4B0(z), |z| > z0, i = 1, 2, . . . , n. (5.20)

Пусть ηR(r) = min(1,max(0, R + 1− r)). Пользуясь (2.5), (5.20), (5.18) выводим неравенства
∫

Ω(R+1)

(
B
(
∇
(
ujηR(|x|)

))
+B0

(
ujηR

(
|x|
)))

dx =

∫

Ω(R+1)

(
B
(
∇ujηR + uj∇ηR

)
+B0

(
ujηR

))
dx 6

6

∫

Ω(R+1)

(
C5

{
B(∇uj) + B(uj)

}
+B0(u

j)
)
dx 6 C6

∫

Ω(R+1)

(
B(∇uj) + B(z0) +B0(u

j)
)
dx 6

6 C6

(∥∥B0(u
j)
∥∥
1,Ω(R+1)

+
∥∥B(∇uj)

∥∥
1,Ω(R+1)

)
+ C7mesΩ(R+ 1) 6 C8(R), j = 1, 2, . . . .

Следовательно (см. замечание 5.1), последовательность {ujηR}
∞
j=1 ограничена в пространстве

W̊ 1
B
(Ω(R+ 1)). Ввиду компактности вложений

W̊ 1
B
(Ω(R+ 1)) ⊂ LBi

(Ω(R + 1)), i = 0, . . . , n,

имеют место сильные сходимости

ujηR → uηR в LBi
(Ω(R + 1)), i = 0, 1, . . . , n, j → ∞,

из которых следуют сильные сходимости

uj → u в LBi
(Ω(R)), i = 0, 1, . . . , n, j → ∞, (5.21)

а также выборочная сходимость uj → u почти всюду в Ω(R). Диагональным процессом устанав-
ливается сходимость

uj → u почти всюду в Ω, j → ∞. (5.22)

Положим

Aj(x) =

n∑

i=0

(
ai
(
x, uj ,∇uj

)
− ai

(
x, u,∇u

))
(uj − u)xi , j = 1, . . . ;

тогда

〈A(uj)−A(u), uj − u〉 =

∫

Ω

Aj(x)dx, j = 1, . . . .
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Согласно (5.13), (5.14), имеем

lim
j→∞

sup

∫

Ω

Aj(x)dx 6 0. (5.23)

Запишем Aj(x) в следующем виде:

Aj(x) =

n∑

i=1

(
ai
(
x, uj ,∇uj

)
− ai

(
x, uj ,∇u

))
(uj − u)xi+

+

n∑

i=1

(
ai
(
x, uj ,∇u

)
− ai

(
x, u,∇u

))
(uj − u)xi+

+
(
a0
(
x, uj ,∇uj

)
− a0

(
x, u,∇u

))
(uj − u) =

= qj(x) + rj(x) + sj(x), j = 1, . . . . (5.24)

Покажем, что

rj(x) → 0 почти всюду в Ω, j → ∞, (5.25)

sj(x) → 0 почти всюду в Ω, j → ∞. (5.26)

Рассмотрим операторы Немыцкого Ai(u) = ai(x, u,∇v), i = 1, 2, . . . , n, при фиксированном

v ∈ H̊1
B(Ω) для x ∈ Ω(R), R > 0. Применяя оценку (5.3), выводим неравенство

Bi(ai(x, u,∇v)) 6 âB(∇v) +B0(u) + Φ(x),

c функцией âB(∇v) + Φ(x) ∈ L1(Ω). Согласно [7, гл. III, § 17, теорема 17.5], операторы Ai дей-
ствуют из LB0

(Ω(R)) в LBi
(Ω(R)), i = 1, 2, . . . , n. Кроме того, из [7, гл. III, § 17, теорема 17.3]

следует непрерывность операторов Ai, i = 1, 2, . . . , n, в LB0
(Ω(R)) при любом R > 0.

Применяя неравенство (2.9), выводим

∫

Ω(R)

∣∣rj(x)
∣∣dx 6 2

n∑

i=1

∥∥∥ai
(
x, uj ,∇u

)
− ai

(
x, u,∇u

)∥∥∥
Bi,Ω(R)

∥∥(uj − u)xi
∥∥
Bi,Ω(R)

.

Ввиду сходимости uj → u в LB0
(Ω(R)) при j → ∞ (см. (5.21)) и непрерывности операторов

Ai : LB0
(Ω(R)) → LBi

(Ω(R)), i = 1, 2, . . . , n, первый сомножитель стремится к нулю, а второй

равномерно ограничен (см. (5.17)). Таким образом, установлено, что для любого R > 0

rj(x) → 0, j → ∞,

в L1(Ω(R)). Отсюда при помощи диагонального процесса устанавливается сходимость (5.25).
Используя неравенство (2.9), выводим

∫

Ω(R)

bbb|sj(x)
∣∣dx 6 2

∥∥∥a0
(
x, uj ,∇uj

)
− a0

(
x, u,∇u

)∥∥∥
B0,Ω(R)

‖uj − u‖B0,Ω(R).

Первый сомножитель равномерно ограничен (см. (5.19)), а второй стремится к нулю (см. (5.21)),
поэтому для любого R > 0

sj(x) → 0, j → ∞,

в L1(Ω(R)). Отсюда при помощи диагонального процесса устанавливается сходимость (5.26).
Далее, запишем Aj(x) в виде

Aj(x) =
n∑

i=1

ai
(
x, uj ,∇uj

)
ujxi + a0

(
x, uj ,∇uj

)
uj − gj(x), j = 1, . . . , (5.27)
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где

gj(x) =

n∑

i=1

ai
(
x, u,∇u

)
(uj − u)xi + a0

(
x, u,∇u

)
(uj − u)+

+

n∑

i=1

ai
(
x, uj ,∇uj

)
uxi + a0

(
x, uj ,∇uj

)
u ∈ L1(Ω), j = 1, . . . .

Используя неравенство (2.1) для ε ∈ (0, 1), получаем
∣∣gj(x)

∣∣ 6 ε
(
B0(u

j) + B(∇uj) +B(a(x, uj ,∇uj))
)
+ C9(ε)

(
B0(u) + B(∇u) +B(a(x, u,∇u))

)
.

Применяя (5.3), выводим неравенства
∣∣gj(x)

∣∣ 6 εC10

(
B(∇uj) +B0(u

j)
)
+ C11(ε)

(
B(∇u) +B0(u) + Φ(x)

)
. (5.28)

Используя (5.4), из (5.27) выводим неравенства:

Aj(x) > a
(
B(∇uj) +B0(u

j)
)
− φ(x)−

∣∣gj(x)
∣∣. (5.29)

Соединяя (5.28), (5.29), выбирая ε < a/C10, устанавливаем оценки

Aj(x) > C12

(
B(∇uj) +B0(u

j)
)
− Φu(x), j = 1, . . . , (5.30)

c неотрицательной функцией

Φu(x) = φ(x) + C11

(
B(∇u) +B0(u) + Φ(x)

)
∈ L1(Ω),

конечной почти всюду в Ω.
Пусть Aj(x) = Aj+(x)− Aj−(x), где Aj+(x), Aj−(x)— положительная и отрицательная части

Aj(x), соответственно. Из (5.30) следуют оценки

Aj+(x) > C12

(
B(∇uj) +B0(u

j)
)
− Φu(x), j = 1, . . . . (5.31)

Если χj(x)— характеристическая функция множества {x : Aj−(x) > 0}, то

−Aj− = χjqj + χjrj + χjsj,

причем, согласно (5.25), (5.26), χjrj(x) → 0, χjsj(x) → 0 почти всюду в Ω при j → ∞. Ввиду
(5.4), χjqj(x) > 0 почти всюду в Ω; тогда Aj−(x) → 0 почти всюду в Ω при j → ∞.

Кроме того, из (5.30) следует оценка

Aj(x) > −Φu(x), j = 0, 1, . . . .

Отсюда имеем: Aj−(x) 6 Φu(x), j = 1, . . .. Тогда, согласно теореме Лебега,

Aj−(x) → 0 в L1(Ω), j → ∞. (5.32)

Поэтому, согласно (5.23),

0 6 lim
j→∞

sup

∫

Ω

Aj+(x)dx = lim
j→∞

sup

∫

Ω

Aj(x)dx+ lim
j→∞

sup

∫

Ω

Aj−(x)dx 6 0.

Следовательно,
Aj+(x) → 0 в L1(Ω), j → ∞. (5.33)

Таким образом, из (5.32), (5.33) имеем сходимость

Aj(x) → 0 в L1(Ω), j → ∞, (5.34)

а также выборочные сходимости

Aj+(x) → 0, Aj(x) → 0 почти всюду в Ω, j → ∞. (5.35)

Установим сходимость

ujxi(x) → uxi(x) почти всюду в Ω, α = 1, 2, . . . , n, j → ∞. (5.36)
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Обозначим через Ω′ ⊂ Ω подмножество точек полной меры, для которых имеют место сходимости
(5.22), (5.35) и выполнены неравенства (3.4), (5.3), (5.4).

От противного, пусть в некоторой точке x∗ ∈ Ω′ нет сходимости. Введем обозначения

sj0 = uj(x∗), s0 = u(x∗),

sj =
(
sj1, s

j
2, . . . , s

j
n

)
=
(
ujx1(x

∗), ujx2(x
∗), . . . , ujxn(x

∗)
)
,

s =
(
s1, s2, . . . , sn

)
=
(
ux1(x

∗), ux2(x
∗), . . . , uxn(x

∗)
)
.

Предположим, что последовательность {B(sj)}∞j=1 не ограничена. Тогда из оценки (5.31) следу-

ет неограниченность последовательности Aj+(x∗), j = 1, 2, . . ., что противоречит (5.35). Поэтому
последовательность {sj}∞j=1 ограничена.

Пусть s∗ =
(
s∗1, s

∗
2, . . . , s

∗
n

)
— один из частичных пределов sj =

(
sj1, s

j
2, . . . , s

j
n

)
при j → ∞.

Тогда, с учетом (5.22), имеем

sj0 → s0, sji → s∗i , i = 1, 2, . . . , n, j → ∞.

Поэтому, применяя (5.25), (5.26), (5.35), из (5.24) и непрерывности ai(x
∗, s0, s) по s = (s0, s)

вытекает, что

Aj(x∗) →

n∑

i=1

(
ai(x

∗, s0, s
∗)− ai(x

∗, s0, s)
)
(s∗i − si) = 0;

следовательно, согласно (3.4), s = s∗. Это противоречит тому, что в точке x∗ нет сходимости.
Таким образом, из (5.22), (5.36) и непрерывности ai(x, s0, s) по s = (s0, s) следует, что при

j → ∞
ai
(
x, uj ,∇uj

)
→ ai

(
x, u,∇u

)
почти всюду в Ω, i = 0, 1, . . . , n.

Кроме того, из (5.19) следует ограниченность ai
(
x, ui,∇ui

)
в LBi

(Ω), i = 0, 1, . . . , n. Применяя
лемму 4.4, устанавливаем слабые сходимости

ai
(
x, uj ,∇uj

)
⇀ ai

(
x, u,∇u

)
в LBi

(Ω), i = 0, 1, 2, . . . , n. (5.37)

Очевидно, из (5.37) следует слабая сходимость (5.15).
Чтобы завершить доказательство, заметим, что из (5.13), (5.34) следует (5.16):

〈A(uj), uj − u〉 = 〈A(uj)−A(u), uj − u〉+ 〈A(u), uj − u〉 → 0, j → ∞.

Предложение 5.1 доказано. �

Доказательство теоремы 5.1. Коэрцитивность оператора A установлена в [3]. Из предложе-

ния 5.1, cогласно лемме 5.1, следует существование такой функции u ∈ W̊ 1
B
(Ω), что A(u) = 0.

Таким образом, для любого v ∈ W̊ 1
B
(Ω) справедливо тождество (5.10). �

ddd

6. Существование энтропийного решения

Доказательство теоремы 3.1

Шаг 1. Выберем последовательность функций Am0ψ(x) ∈ C∞
0 (Ω) так, чтобы

Am0ψ → A0
0ψ в L1(Ω), m→ ∞, (6.1)

и при этом
‖Am0ψ‖1 6 ‖A0

0ψ‖1, m = 1, 2, . . . . (6.2)

Рассмотрим уравнение
n∑

i=1

(ami (x, w,∇w))xi = am0 (x, w), x ∈ Ω, (6.3)

c функциями ami (x, s0, s) = aiψ(x, Tms0, s), am0 (x, s0) = Am0ψ(x) + bm(x, s0) + B′
0(s0)/m. Здесь

bm(x, s0) = Tmbψ(x, s0)κm(x), κm(x) — характеристическая функция множества Ω(m) = {x ∈
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Ω : |x| < m}. Предполагаем, что непрерывно дифференцируемые N – функции B0, B0 удовле-
творяют ∆2 – условию и выполнены требования (5.5), (5.6).

Очевидно, что

|bm(x, s0)| 6 |bψ(x, s0)|, s0 ∈ R, x ∈ Ω. (6.4)

Кроме того, применяя (3.8ψ), устанавливаем неравенства

bm(x, s0)s0 > 0, s0B
′
0(s0) > B0(s0) > 0, s0 ∈ R, x ∈ Ω. (6.5)

Обобщенным решением задачи (6.3), (5.2) является функция wm ∈ W̊ 1
B
(Ω), удовлетворяющая

интегральному тождеству

[Am0ψ(x) + Tmbψ(x, w
m)κm(x) +B′

0(w
m)/m) + aψ(x, Tmw

m,∇wm) · ∇v] = 0 (6.6)

для любой функции v ∈ W̊ 1
B
(Ω).

Для функций am(x, s0, s) = (am1 (x, s0, s), . . . , a
m
n (x, s0, s)), am0 (x, s0) проверим условия (3.4),

(5.3), (5.4). Очевидно, что

B0(b
m(x, s0)) = B0(Tmbψ(x, s0)κm(x)) 6 B0(m)κm(x) ∈ L1(Ω),

поэтому, применяя (2.5), (2.2), (2.4), устанавливаем

B0(a
m
0 (x, s0)) 6 cB0(A

m
0ψ(x)) + cB0(b

m(x, s0)) + cB0(B
′
0(s0)/m) 6 (6.7)

6 âmB0(s0) + Φm(x), Φm(x) ∈ L1(Ω).

Из (3.3ψ), (6.7) следует неравенство (5.3).
Далее, применяя (2.1), (6.5), получаем

am0 (x, s0)s0 = (Am0ψ(x) + bm(x, s0) +B′
0(s0)/m)s0 > B0(s0)/m− εB0(s0)− C(ε)B0(A

m
0ψ).

Отсюда, выбирая ε < 1/m, выводим неравенство

am0 (x, s0)s0 > amB0(s0)− φm(x), φm(x) ∈ L1(Ω). (6.8)

Соединяя (3.5ψ), (6.8), устанавливаем неравенство (5.4).

Кроме того, ввиду (3.4ψ), справедливо (3.4). Согласно теореме 5.1 существует wm ∈ W̊ 1
B
(Ω)

обобщенное решение задачи (6.3), (5.2).
Шаг 2. Рассмотрим функцию Tk,h(r) = Tk(r − Th(r)). Очевидно,

Tk,h(r) =





0 при |r| < h,

r − h sign r при h 6 |r| < k + h,

k sign r при |r| > k + h.

Положив в (6.6) v = Tk,hw
m, учитывая (6.5), будем иметь

∫

{Ω:h6|wm|<k+h}

aψ(x, Tmw
m,∇wm) · ∇wmdx+ k

∫

{Ω:|wm|>k+h}

(
|bm(x, wm)|+ |B′

0(w
m)|/m

)
dx+

(6.9)

+

∫

{Ω:h6|wm|<k+h}

(
bm(x, wm) +B′

0(w
m)/m

)
(wm − h signwm)dx 6 k

∫

{Ω:|wm|>h}

|Am0ψ|dx.

Ввиду (6.5) для h 6 |wm| справедливо неравенство (bm(x, wm)+B′
0(w

m)/m)(wm−h signwm) > 0.
Учитывая это, из (6.9) выводим

∫

{Ω:h6|wm|<k+h}

aψ(x, Tmw
m,∇wm) · ∇wmdx+ (6.10)

+k

∫

{Ω:|wm|>k+h}

(
|bm(x, wm)|+ |B′

0(w
m)|/m

)
dx 6 k

∫

{Ω:|wm|>h}

|Am0ψ |dx.
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Применяя (3.5ψ), учитывая (6.2), неравенство (6.10) приводим к виду:

aψ

∫

{Ω:h6|wm|<k+h}

B(∇wm)dx+ k

∫

{Ω:|wm|>k+h}

(
|bm(x, wm)|+ |B′

0(w
m)|/m

)
dx 6 (6.11)

6 k

∫

{Ω:|wm|>h}

|Am0ψ |dx+

∫

{Ω:h6|wm|<k+h}

φψdx 6 k‖A0
0ψ‖1 + ‖φψ‖1.

Теперь в качестве пробной функции в (6.6) возьмем Tkw
m, получим

∫

Ω

{aψ(x, Tmw
m,∇wm) · ∇Tkw

m + (Am0ψ(x) + bm(x, wm) +B′
0(w

m)/m)Tkw
m} = 0.

Применяя (6.2), (6.5), выводим
∫

{Ω:|wm|<k}

aψ(x, Tmw
m,∇wm) · ∇wmdx+ k

∫

{Ω:|wm|>k}

(
|bm(x, wm)|+ |B′

0(w
m)|/m

)
dx 6

6 k‖Am0ψ‖1 6 k‖A0
0ψ‖1.

Отсюда, используя неравенство (3.5ψ), получаем

aψ

∫

{Ω:|wm|<k}

B(∇wm)dx+ k

∫

{Ω:|wm|>k}

(
|bm(x, wm)|+ |B′

0(w
m)|/m

)
dx 6 (6.12)

6 k‖A0
0ψ‖1 + ‖φψ‖1.

Согласно (6.4), (3.9ψ), имеем:

sup
|wm|6k

(
|bm(x, wm)|+ |B′

0(w
m)|/m

)
6 sup

|wm|6k

(
|bψ(x, w

m)|+ |B′
0(w

m)|
)
6 (6.13)

6 Gk+‖ψ‖∞(x) + |B′
0(k)| ∈ L1,loc(Ω).

Cоединяя (6.12), (6.13), приходим к выводу, что для любого компакта Q ⊂ Ω справедливы нера-
венства:

‖bm(x, wm)‖1,Q + ‖B′
0(w

m)‖1,Q/m 6 C1, m = 1, 2, . . . . (6.14)

Докажем, что

‖bm(x, wm)‖1 6 C2, m = 1, 2, . . . . (6.15)

Выбирая в (6.12) k = δ0 (δ0 из (3.10ψ)), получим
∫

{Ω:|wm|>δ0}

|bm(x, wm)|dx 6 C3, m = 1, 2, . . . . (6.16)

Из (6.4), (3.10ψ) имеем:
∫

{Ω:|wm|<δ0}

|bm(x, wm)|dx 6

∫

{Ω:|wm|<δ0}

|bψ(x, w
m)|dx 6

6

∫

{Ω:06wm<δ0}

bψ(x, δ0)dx+

∫

{Ω:−δ0<wm<0}

|bψ(x,−δ0)|dx 6 C4. (6.17)

Соединяя (6.16), (6.17), выводим (6.15).
Шаг 3. Из (6.12) для любого k > 0 следует оценка:

∫

Ω

B(∇Tkw
m)dx =

∫

{Ω:|wm|<k}

B(∇wm)dx 6 kC5 + C6, m = 1, 2, . . . . (6.18)
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Отсюда, согласно лемме 4.2, имеем:

mes({Ω : |wm| > k}) → 0 равномерно по m, k → ∞. (6.19)

Установим сходимость:

wm → w почти всюду в Ω, m→ ∞. (6.20)

Из оценки (6.18), применяя (2.5), выводим:
∫

Ω

B(∇(ηR(|x|)Tkw
m))dx 6 c

∫

{Ω:|wm|<k}

B(∇wm)dx+ c

∫

Ω

B(Tkw
m∇ηR(|x|))dx 6 C7(k,R).

Отсюда при любых фиксированных k,R > 0 следует ограниченность множества {ηRTkw
m} в

H̊1
B(Ω(R + 1)). Для N -функции M ≺≺ B∗, согласно лемме 4.7, имеем компактность вложения

H̊1
B(Ω(R+ 1)) ⊂ LM (Ω(R+ 1)). Таким образом, для любых фиксированных k,R > 0 установлена

выборочная сходимость ηRTkw
m → v в LM (Ω(R + 1)) при m → ∞. Oтсюда следует сходимость

Tkw
m → v в LM (Ω(R)), а также выборочная сходимость Tkw

m → v почти всюду в Ω(R) при
m → ∞ для k = 1, 2, . . . . Диагональным процессом устанавливается, что найдется измеримая
функция w : Ω → R такая, что v = Tkw и wm → w почти всюду в Ω(R) для любого R > 0.
Отсюда следует сходимость (6.20).

Из сходимости wm → w почти всюду в Ω(R) для любого R > 0 следует локальная сходимость
по мере, а значит и локальная фундаментальность wm по мере:

mes{Ω(R) : |wm − wl| > ν} → 0 при m, l → ∞ для любого ν > 0. (6.21)

Шаг 4. Из (6.18), (3.3ψ) при любом k > 0 имеем оценку:

‖B(aψ(x, Tmw
m,∇wm))χ(|wm| < k)‖1 6 C8(k), m = 1, 2, . . . . (6.22)

Из неравенств (6.18), согласно лемме 4.3, имеем:

mes{Ω : B(∇wm) > ρ} → 0 равномерно по m, ρ→ ∞. (6.23)

Сначала установим сходимость:

∇wm → ∇w локально по мере, m→ ∞. (6.24)

Рассмотрим множество

Eν,θ,ρ(R) =

= {Ω(R) : |wl − wm| < ν, B(∇wl) 6 ρ, B(∇wm) 6 ρ, |wl| 6 ρ, |wm| 6 ρ, |∇(wl − wm)| > θ}.

Поскольку справедливо вложение

{Ω(R) : |∇(wl − wm)| > θ} ⊂ {Ω : B(∇wl) > ρ} ∪ {Ω : B(∇wm) > ρ}∪

{Ω(R) : |wl − wm| > ν} ∪ {Ω : |wl| > ρ} ∪ {Ω : |wm| > ρ} ∪ Eν,θ,ρ(R),

то, в силу (6.19), (6.23), выбором ρ добьемся неравенств

mes{Ω(R) : |∇(wl − wm)| > θ} < (6.25)

< 4ε+mesEν,θ,ρ(R) + mes{Ω(R) : |wl − wm| > ν}, m, l = 1, 2, . . . .

По условию (3.4ψ) и известному факту, что непрерывная функция на компакте достигает
наименьшего значения, найдется γ(x) > 0 почти всюду в Ω такая, что при B(s) 6 ρ, B(t) 6

ρ, |s0| 6 ρ, |s− t| > θ справедливо неравенство

(aψ(x, s0, s)− aψ(x, s0, t)) · (s− t) > γ(x). (6.26)

Введем обозначение Am0 (x) = Am0ψ(x) + bm(x, wm) + B′
0(w

m)/m, из (6.2), (6.14) следует ограни-

ченность Am0 (x) в L1,loc(Ω) равномерно по m. Запишем (6.6) дважды для wm и wl и вычтем из
первого второе, получим

[
(aψ(x, Tmw

m,∇wm)− aψ(x, Tlw
l,∇wl)) · ∇v + (Am0 −Al0)v

]
= 0.
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Подставляя пробную функцию v = ηR(|x|)ηρ(|w
l|)ηρ(|w

m|)Tν(w
m − wl), устанавливаем

[
(aψ(x, Tmw

m,∇wm)− aψ(x, Tlw
l,∇wl)) · ∇(ηR(|x|)ηρ(|w

l|)ηρ(|w
m|)Tν(w

m − wl))
]
=

= −
[
(Am0 −Al0)ηR(|x|)ηρ(|w

l|)ηρ(|w
m|)Tν(w

m − wl)
]
6 C9(R)ν. (6.27)

Далее, применяя (6.26), выводим
∫

Eν,θ,ρ(R)

γ(x)dx 6

∫

Eν,θ,ρ(R)

(
aψ(x, Tmw

m,∇wm)− aψ(x, Tmw
m,∇wl)

)
· ∇(wm − wl)dx 6

6

∫

|wm−wl|<ν

ηR(|x|)ηρ(|w
l|)ηρ(|w

m|)(aψ(x, Tmw
m,∇wm)− aψ(x, Tmw

m,∇wl)) · ∇(wm − wl)dx =

=

∫

|wm−wl|<ν

ηR(|x|)ηρ(|w
l|)ηρ(|w

m|)(aψ(x, Tmw
m,∇wm)− aψ(x, Tlw

l,∇wl)) · ∇(wm − wl)dx+

+

∫

|wm−wl|<ν

ηR(|x|)ηρ(|w
l|)ηρ(|w

m|)(aψ(x, Tlw
l,∇wl)− aψ(x, Tmw

m,∇wl)) · ∇(wm − wl)dx =

= I1 + I2. (6.28)

Для оценки I1 используем (6.27), (2.1)

I1 6
n∑

i=1

∫

|wm|<ρ+1,|wl|<ρ+1,|x|<R+1

(|aiψ(x, Tmw
m,∇wm)|+ |aiψ(x, Tlw

l,∇wl)|)|Tν(w
m − wl)|dx+

+
n∑

i=1

∫

ρ<|wl|<ρ+1,|wm|<ρ+1

(|aiψ(x, Tmw
m,∇wm)|+ |aiψ(x, Tlw

l,∇wl)|)|wlxi ||Tν(w
m − wl)|dx+

+

n∑

i=1

∫

ρ<|wm|<ρ+1,|wl|<ρ+1

(|aiψ(x, Tmw
m,∇wm)|+ |aiψ(x, Tlw

l,∇wl)|)|wmxi ||Tν(w
m − wl)|dx+

+C9(R)ν 6 ν(3‖B(aψ(x, Tmw
m,∇wm))χ(|wm| < ρ+ 1)‖1+

+3‖B(aψ(x, Tlw
l,∇wl))χ(|wl| < ρ+ 1)‖1+

+2‖B(∇wm)χ(|wm| < ρ+ 1)‖1 + 2‖B(∇wl)χ(|wl| < ρ+ 1)‖1 + C10(R)).

Применяя (6.12), (6.22), выводим

I1 6 C11(R, ρ)ν. (6.29)

Для m, l > ρ+1 из |wl| < ρ+1, |wm| < ρ+1, |wm−wl| < ν следует |Tmw
m−Tlw

l| < ν. Применяя
условие гельдеровости (3.6ψ) и неравенства (2.1), (2.5), для m, l > ρ+ 1 имеем

|I2| 6

∫

|wm−wl|<ν,|wl|<ρ+1,|wm|<ρ+1

|wm − wl|α
n∑

i=1

B
−1
i (C12(R, ρ)B(∇w

l +∇ψ))(|wmxi |+ |wlxi |)dx 6

6 ναC13

∫

|wl|<ρ+1,|wm|<ρ+1

(
B(∇wl) + B(∇wm) + B(∇ψ

)
dx.

Учитывая (6.12), устанавливаем оценку

|I2| 6 C14(R, ρ)ν
α, m, l > ρ+ 1. (6.30)
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Соединяя (6.28) – (6.30), выводим
∫

Eν,θ,ρ(R)

γ(x)dx 6 C15(R, ρ)ν
α, ν ∈ (0, 1].

Для любого δ > 0 при фиксированных R, ρ выбором ν можно добиться оценки C15(R, ρ)ν
α < δ.

Применяя лемму 4.8, для любого ε > 0 устанавливаем неравенство

mesEν,θ,ρ(R) < ε, m, l > m1. (6.31)

Кроме того, согласно (6.21), можно выбрать m2(ν,R) такое, что

mes{Ω(R) : |wl − wm| > ν} < ε, m, l > m2. (6.32)

Соединяя (6.25), (6.31), (6.32), в итоге выводим неравенство

mes{Ω(R) : |∇(wl − wm)| > θ} < 6ε, m, l > m0 = max{m1,m2}.

Отсюда следует фундаментальность по мере последовательности {∇wm} на множестве Ω(R) при
любом R > 0, это влечет (6.24), а также выборочную сходимость:

∇wm → ∇w почти всюду в Ω, m→ ∞. (6.33)

Шаг 5. Докажем, что

bm(x, wm) → bψ(x, w) в L1,loc(Ω), m→ ∞, (6.34)

bm(x, wm) → bψ(x, w) почти всюду в Ω, m→ ∞. (6.35)

Из (6.11) при h = k имеем:
∫

{Ω:|wm|>2k}

(
|bm(x, wm)|+ |B′

0(w
m)|/m

)
dx 6

∫

{Ω:|wm|>k}

|Am0ψ −A0
0ψ |dx+

+

∫

{Ω:|wm|>k}

|A0
0ψ |dx+

1

k

∫

{Ω:k6|wm|<2k}

φψdx.

Ввиду того, что A0
0ψ, φψ ∈ L1(Ω), сходимости (6.1) и абсолютной непрерывности интегралов в

правой части последнего неравенства, учитывая (6.19), для любого ε > 0 можно выбрать доста-
точно большое k такое, что:∫

{Ω:|wm|>2k}

(
|bm(x, wm)|+ |B′

0(w
m)|/m

)
dx < ε, m = 1, 2, . . . . (6.36)

Из непрерывности bψ(x, s0) по s0 и сходимости wm → w почти всюду в Ω следует сходимость
(6.35).

Теперь установим фундаментальность последовательности {bm(x, wm)} в пространстве
L1,loc(Ω): для любого компакта Q ⊂ Ω

∫

Q

|bm(x, wm)− bl(x, wl)|dx→ 0, m, l → ∞. (6.37)

Для этого введем обозначение ∆ml(x) = |bm(x, wm)− bl(x, wl)| и запишем соотношение:
∫

Q

∆ml(x)dx =

∫

{Q:|wm|>2k,|wl|>2k}

∆ml(x)dx+

∫

{Q:|wm|<2k,|wl|<2k}

∆ml(x)dx+

+

∫

{Q:|wm|<2k,|wl|>2k}

∆ml(x)dx+

∫

{Q:|wm|>2k,|wl|<2k}

∆ml(x)dx = I1 + I2 + I3 + I4.

Согласно (6.36), для любого ε > 0 за счет выбора k справедлива оценка I1 < 2ε равномерная по
m и l.
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Применяя (6.35), (6.13) и теорему Лебега, выбором m0 можно установить неравенство

I2 6

∫

{Q:|wm|<2k,|wl|<2k}

∆ml(x)dx < ε, m, l > m0.

Оценим интеграл I3. Для области интегрирования в I3 справедливо вложение:

{Q : |wm| < 2k, |wl| > 2k} ⊂ {Q : |wm| > k, |wl| > 2k} ∪ {Q : |wm| < k, |wl| > 2k}.

Согласно (6.36), выбором k можно установить оценки:

I31 =

∫

{Q:|wm|>k,|wl|>2k}

|bm(x, wm)− bl(x, wl)|dx < 2ε,

I32 =

∫

{Q:|wm|<k,|wl|>2k}

|bm(x, wm)− bl(x, wl)|dx 6

∫

{Q:|wm|<k,|wl|>2k}

Gk+‖ψ‖∞(x)dx+ ε,

равномерные по m, l. Поскольку mes{Q : |wm| < k, |wl| > 2k} → mes{Q : |w| 6 k, |w| > 2k} = 0
при k, l → ∞, то, ввиду Gk+‖ψ‖∞(x) ∈ L1(Q) и абсолютной непрерывности интеграла, выбором
m0 можно установить неравенство∫

{Q:|wm|<k,|wl|>2k}

Gk+‖ψ‖∞(x)dx < ε, m, l > m0.

Таким образом I3 < 4ε для m, l > m0. Интеграл I4 оценивается аналогичным образом.
Соединяя оценки для Ii, i = 1, 2, 3, 4, устанавливаем (6.37). Ввиду полноты пространства L1(Q)

найдется функция v ∈ L1(Q) такая, что

bm(x, wm) → v в L1(Q), m→ ∞. (6.38)

Кроме того, bm(x, wm) → v, m → ∞, выборочно почти всюду в Ω. Отсюда, ввиду сходимости
(6.35), следует, что v(x) = bψ(x, w) почти всюду в Ω. Таким образом, сходимость (6.34) доказана.

Далее, установим сходимости:

B′
0(w

m)/m→ 0 почти всюду в Ω, m→ ∞, (6.39)

B′
0(w

m)/m → 0 в L1,loc(Ω), m→ ∞. (6.40)

Согласно (6.36), для любого ε > 0 можно выбрать k так, что:
∫

{Ω:|wm|>2k}

|B′
0(w

m)|/mdx < ε, m = 1, 2, . . . .

Кроме того, выбором m0 можно добиться неравенства:∫

{Q:|wm|<2k}

|B′
0(w

m)|/mdx 6 |B′
0(2k)|/m mesQ < ε, m > m0.

Из последних оценок следует сходимость (6.40), которая влечет (6.39).
Из оценки (6.15), ввиду (6.35), согласно теореме Фату следует, что bψ(x, w) ∈ L1(Ω), отсюда

вытекает справедливость условия 1ψ) определения 1ψ.

Шаг 6. Покажем, что Tkw ∈ H̊1
B(Ω) для любого k > 0. Соединяя (6.18), (2.7) для любого

фиксированного k > 0 выводим оценку

‖Tkw
m‖H̊1

B
(Ω) = ‖∇Tkw

m‖B 6 C17(k), m = 1, 2, . . . .

Рефлексивность пространства H̊1
B(Ω) позволяет выделить слабо сходящуюся в H̊1

B(Ω) подпоследо-

вательность Tkw
m ⇀ v, m → ∞, причем v ∈ H̊1

B(Ω). Непрерывность естественного отображения

H̊1
B(Ω) → LB(Ω) влечет слабую сходимость

∇Tkw
m ⇀ ∇v в LB(Ω), m→ ∞. (6.41)
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Пользуясь сходимостями (6.20), (6.33), для любого фиксированного k > 0 устанавливаем

∇Tkw
m → ∇Tkw почти всюду в Ω, m→ ∞.

Отсюда, применяя лемму 4.4, имеем слабую сходимость

∇Tkw
m ⇀ ∇Tkw в LB(Ω), m→ ∞. (6.42)

Из (6.41), (6.42) следует равенство v = Tkw ∈ H̊1
B(Ω).

Шаг 7. Чтобы доказать неравенство (3.11ψ) возьмем функции T ∈ F , ξ ∈ C∞
0 (Ω) и применим

пробную функцию v = T (wm − ξ) в тождестве (6.6). Получим

J = [aψ(x, Tmw
m,∇wm) · ∇T (wm − ξ)] = −[

(
bm(x, wm) +B′

0(w
m)/m+Am0ψ

)
T (wm − ξ)] = −I.

(6.43)

Левый интеграл можно записать в виде

J = [aψ(x, Tmw
m,∇wm) · ∇wmT ′(wm − ξ)− aψ(x, Tmw

m,∇wm) · ∇ξT ′(wm − ξ)] = J1 − J2. (6.44)

Из сходимостей wm → w, Tmw
m → w, ∇wm → ∇w почти всюду в Ω (см. (6.20), (6.33)), ввиду

непрерывности функций aψ(x, s0, s) по s0, s, T
′(r), имеем:

aψ(x, Tmw
m,∇wm)T ′(wm − ξ) → aψ(x, w,∇w)T

′(w − ξ) почти всюду в Ω, m→ ∞.

Отсюда, по лемме Фату имеем:

[aψ(x, w,∇w) · ∇wT
′(w − ξ)d] 6 lim

m→∞
inf J1. (6.45)

Из (6.22) следует ограниченность последовательности норм

‖B(aψ(x, Tmw
m,∇wm)T ′(wm − ξ))‖1 6

6 C18‖B(aψ(x, Tmw
m,∇wm))χ(|wm| 6 k + ‖ξ‖∞)‖1 6 C19, m = 1, 2, . . . .

Применяя лемму 4.4, устанавливаем слабую сходимость:

aψ(x, Tmw
m,∇wm)T ′(wm − ξ)⇀ aψ(x, w,∇w)T

′(w − ξ) в LB(Ω), m→ ∞.

Выполняя предельный переход в J2 имеем:

lim
m→∞

J2 = [aψ(x, w,∇w) · ∇ξT
′(w − ξ)]. (6.46)

Интеграл I также разобьем на два слагаемых. Первый интеграл

I1 = [
(
bm(x, wm) +B′

0(w
m)/m

)
T (wm − ξ)]

оценивается следующим образом. Рассмотрим возрастающую последовательность {K l} компакт-

ных подмножеств Ω таких, что
∞⋃
l=1

K l = Ω. Пусть supp ξ ⊂ K l, l > l0, v
m = wm − ξ, v = w − ξ,

cm(x, wm) = bm(x, wm) +B′
0(w

m)/m, тогда, учитывая (6.5), при l > l0 имеем:

I1 =

∫

Ω\Kl

cm(x, wm)T (wm)dx+

∫

Kl

cm(x, wm)T (vm)dx >

∫

Kl

cm(x, wm)T (vm)dx = I1.

Рассмотрим интеграл

Ĩ1 =

∫

Kl

(bψ(x, w)T (v) − cm(x, wm)T (vm))dx =

∫

Kl

(bψ(x, w) − cm(x, wm))T (v)dx+

+

∫

Kl

cm(x, wm)(T (v) − T (vm))dx = Ĩ11 + Ĩ12.
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В силу сходимостей (6.34), (6.40) интеграл Ĩ11 → 0 при m→ ∞ . Для Ĩ12 имеем:

Ĩ12 =

∫

{Kl:|wm|>L}

cm(x, wm)(T (v)− T (vm))dx+

∫

{Kl:|wm|<L}

cm(x, wm)(T (v)− T (vm))dx =

= Ĩ121 + Ĩ122.

В силу (6.36) выбором большого L получим неравенство |Ĩ121| < ε (равномерно по m). А для

фиксированного L, ввиду (6.13), применяя теорему Лебега находим, что |Ĩ122| < ε при m > m0.

Итак, Ĩ1 → 0 при m→ ∞, поэтому
∫

Kl

bψ(x, w)T (w − ξ)dx = lim
m→∞

I1 6 lim
m→∞

inf I1. (6.47)

Переходя к пределу при l → ∞, заменяем Kl на Ω.
Применяя (6.1), (6.2), пользуясь теоремой Лебега, выполняем предельный переход при m→ ∞

во втором интеграле, получаем

I2 = [Am0ψT (w
m − ξ)d] → [A0

0ψT (w − ξ)]. (6.48)

Соединяя (6.43) – (6.48) выводим (3.11ψ).
�

Пример 6.1. Рассмотрим уравнение
n∑

i=1

(gi(u− ψ)B′
i(uxi − ψxi) + fi(x))xi − g0(u− ψ)ϕ(x)− f0(x) = 0 (6.49)

с непрерывно дифференцируемыми N–функциями B1(z), . . . , Bn(z), удовлетворяющими ∆2–
условию, такими, что B′

1(z), . . . , B
′
n(z) строго монотонны при z > 0 и справедливо (2.11). Функции

gi(z), z ∈ R, i = 0, . . . , n, — неубывающие, непрерывные, кроме того gi(z), i = 1, . . . , n, липшеце-
вы, положительные, ограничены снизу. Если fi(x) ∈ LBi

(Ω), i = 1, 2, . . . , n, f0(x), ϕ(x) ∈ L1(Ω),
то для функций

ai(x, s0, s) = gi(s0 − ψ)B′
i(si − ψxi) + fi(x), i = 1, 2, . . . , n, a0(x, s0) = g0(s0 − ψ)ϕ(x) + f0(x),

выполнены условия (3.3)–(3.7), (3.9). Согласно теореме 3.1 существует решение задачи (6.49),
(1.2).
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