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ВАРИАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ И ИЗОПЕРИМЕРТИЧЕСКИЕ 
ТЕОРЕМЫ ПОКРЫТИЯ ДЛЯ ОДНОЛИСТНЫХ ФУНКЦИЙ 

Обозначим через 5 класс всех голоморфных и однолистных в единичном 
круге £ = \z: | z | < 1} функций / (г) = z + а2г2 + . . . , через SR — класс функций 
f(z)£S, имеющих вещественные коэффициенты а„, п = 2, 3, ... 

Начиная с работы И. А. Александрова и В. И. Попова [1], в решении 
экстремальных задач для однолистных функций применяются методы опти­
мального управления. Это применение основано на представлении функций 
класса S через уравнение Левнера. Д . В. Прохоров [2] предложил использо­
вать для этого уравнение Левнера — Куфарева, что позволяет выявить все 
экстремальные функции. В работе [3] и данной статье выясняются связи 
между таким использованием и вариационным методом, что позволяет уста­
новить единственность экстремальных функций. Такой комбинированный ме­
тод дополняет как вариационный, так й параметрический методы. 

Предметом изучения является задача о нахождении области значений Df 

комплекснозначного функционала / ( / ) = | / (г,) | + I \ f (г2) | , 0 < гу < г 2 < Л . 
В работе [3] найдены границы Df в классе SR. В классе S точки m a x | / ( r 2 ) | 
при фиксированном значении | / (гЛ | доставляются функциями из SR, что мож­
но показать с помощью метода модулей [ ) . Таким образом, в данной работе 
ищутся точки min | / (г2) | при фиксированном значении где f£S. 
Это является решением изопериметрической задачи покрытия в классе 5 , т. е. 
установления минимального радиуса круга, содержащего / ( г 2 ) при фиксиро­
ванном значении | / (г , ) ] . 

Пусть Г — неособая точка границы области Df в классе 5 . Тогда для нее 
существует точка а = х -Ь iy, внешняя к Df, такая, что для всех / ( z ) £ S вы­
полняется неравенство | Г — а | < ) / ( / ) — а | . Пользуясь вариационным методом 
Г. М. Голузина в классе S, устанавливаем, что функция f(z)(^S, соответст­
вующая точке F, отображает круг Е на плоскость с кусочно-аналитическими 
разрезами и, будучи непрерывно продолженной на замыкание Е круга Е, удо­
влетворяет в Е дифференциальному уравнению 

w{Xwx + Yw2)-w,w2{X+Y) d w 2 = р , ^ Г /dz\2] ( 1 ) 

(wt — w) (да2 — w) w2 j_ \ z / J 
гдеда = / ( г ) , ^ ^ / ( r , ) , да2 = / ( г 2 ) , 

А==Чт^> В--Г-ТГГ-> X = ^ - l o g | / ( r 1 ) | , r = y - l o g | / ( r 2 ) | , 

P(z)=X+Y+XA — XA-^-+YB — YB-^—. 

rx—Z 1— Г\% r2—z 1—r2z 

Пусть z* — zel\ тогда вместе с / (г) классу 5 принадлежит функция 

/ • ( г ) = e -» f ( 2 . ) = / ( г ) + ib {zf (г) - / ( г ) ) + О (б2). 

Из неравенства 
| Г - а | < | / ( / ' ) - а | (2) 

имеем 
Refie (xr-^-^ + YHf'{ri) -Х- У)]> О, 

откуда в силу произвольности выбора 9 следует 
АХ-АХ + BY-BY = 0. (3) 

Используем еще одну вариационную формулу в классе 5 ([4], с. 149): 

r(z) = f{z) + hf{z)-hzf'{z)±±^+0{h2), 0 < ? < 2 * , я > 0 , f{z)^S. 
1 — ze 9 

" П р и м е ч а н и е п р и к о р р е к т у р е . Это. сделал С И. Федоров в докладе на 
VIII Кубанской школе-конференции по геометрической теории функций комплексного перемен­
ного в сентябре 1987 года-

14 



С помощью этой вариационной формулы и неравенства (2) получим, что для 
экстремальной функции / ( г ) на окружности | г | = 1 выполняется неравенство 
Р ( г ) < 0 . Если в Р ( г ) подставить 1/г вместо г , то легко видеть, что 

Р (1 / г ) = Р ( г ) . (4) 

Путем простых преобразований выводим, что Р ( г ) является отношением мно­
гочленов четвертой степени 

ф ( - ) с ° + с ' 2 + С г * 2 + С з * 3 + 

. . (ri— z){\-rlz)(r2-z){l—r2z) ' 

где c0 = c~i=-(X,+ y)rlr2~(AX+BY — AX — BV)rlr2, а с„ с2, с3 представля­
ют собой константы, зависящие от X, У, А, В, rv г2. С помощью равенст­
ва (3) получим с0 = с4 = (X + У) ГуГ2. 

Так как экстремальная функция / ( г ) отображает Е на плоскость с раз­
резом, имеющим по крайней мере одну концевую точку, то P(z) имеет по 
крайней мере один двойной нуль z = t\x, \f\x\ = \- Так как P(z) имеет не бо­
лее двух двойных нулей, то / ( £ ) представляет собой плоскость с разрезом, 
имеющим одну или две концевые конечные точки. Следовательно, принимая 
во внимание формулу (4), можем записать 

р (с) _ (X + У) г, r2 (z — T\xf (z — уд) (г — Щ2) ^ 
(Г, — Z) (1 — r,z) (л , — z) (1 — r2z) 

Устремляя в (1) г к г, и r 2 , соответственно получим 

ХА = X ( r i ) = + Y) rtr2 (л — Tjtf (rx — щ2) (ri — f ^ 

YB ~ у r*f'(Га) — ( X + r ) r , /" 2 ( Г г ~ (r* ~ ^ ~1M (7) 
f(r2) r2{r2-rl){\-rl){l-rir2) 

Обозначим i\x = ещ. Так как P(0) == X + У, то 

7 J 2 = r o e - ' \ Г 0 £ [ - 1 , 1 ] \ { 0 } . 

Пусть ер=£0, тс; г 0 £ ( — 1 , 1 ) \ {0} . В этом случае экстремальные функции 
следует искать среди функций, отображающих Е на плоскость с одним раз­
резом, исходящим из точки /(r j i) и уходящим в бесконечность. Все такие 
функции представимы в виде 

f(z) = limw(z,t), (8) 
t-*oo 

где w (z, t>) удовлетворяет дифференциальному уравнению Левнера 
d w „ л . (л 1 + k (t) e-*w 
— — w 11 dt \ l — k(t) e-*w •), I*(0I = 1. 

с начальным условием w (z, 0) = z. 
Формализуем задачу о нахождении граничных точек области Dp достав­

ляемых функциями, представимыми в виде (8), как задачу оптимального управ­
ления. Пусть xx{t) = log\w(rx, t)\, x2(t) = argw(rl, t)t хг(t) = log |да( r 2 , t) |, 
x 4 (t) — arg w (r 2, t). Тогда 

1 Ол \+k{t)e~t+x^+ix^ >, , . . . / л . , 

dx2 , 1 + k (t) e - f + x ^ + i x ^ / 2 , ч ,„v л 

^ 7 ^ ~ I m

 д •_ , ( f ) - *' * " * 2 < 0 ) = 0 , . 

— = 1 - Re ^ ^ ^ ^ ^ ^ ( 0 ) = = l o g r 2 , 

(9) 

(10) 

(11) 
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dt i k (t) e~t+x^t)+iXi{t) 02) 
Для нахождения граничных точек Df будем решать задачу об экстремуме 
* 3 (оо ) при фиксированном л:, (оо), l og r , / ( l + rxf < л;, ( о о ) < l o g r ^ l — г , ) 2 на 
классе функций, представимых в виде (8), при наличии дифференциальных 
уравнений связи (9)—(12). Так как в классах S и SR точки m a x | / ( r 2 ) | при 
фиксированном \/(гх)\ вносятся одной и той же функцией, то будем решать 
задачу на минимум. Будем рассматривать измеримую функцию k(t) как уп­
равление. Существование оптимального управления k*(t) гарантируется су­
ществованием экстремальной функции / ( г ) . 

Оптимальное управление k*{t) удовлетворяет принципу максимума 
Л. С. Понтрягина [5], т . е . при почти всех t£\0, со) доставляет абсолютный 
максимум функции 

н (t, k, ~х, Щ = (pig, + Ф2§2 + {-с + Ф3) g3 + <j>4g4, с > о, 

да = 1, 2, 3, 4, 

ф = (ФР ф2, ф3, ф4), х=(хх, х2, х3, хА), где ф Р ф3, ф3, ф4 являются решением со­
пряженной гамильтоновой системы 

dt дхт 

с условием трансверсальности на правом конце: ф 4(оо) = 0, ф2 (°°) = О, 
ФзМ = 0. 

Запишем сопряженную гамильтоновую систему в виде 

d log (ф, — гфг) 
dt 

d l o g ( — с + фз —/ф«) 
dt 

d log 

dt 
/ w(r2,t) ч 

г = Г | 

решая которую с учетом условия трансверсальности, получаем 

ф 1 _ ^ 2 = ф Д о о ) ^ М - ( ^ ) | , 
/ ( г , ) Чда г (2 , О У | г = Г 1 

г ) / (/"д. О \ I —с + Фз - ЩА = - с 

Второе заключение принципа максимума Л. С. Понтрягина состоит в том, 
что 

откуда при ^ = 0 следует 

ф,(0) & (О, к* (0), х1 (0), * 2 (0)) + ф2 (0) & (0, k* (0), * г (0), А: 2 (0)) + 
+ ( - с + ф3(0))5з(0. **(0), * 3(0). *4(0)) + «М0)&(0, Л-(О), * 3(0), *4(0)) = 

Л / ( / г ) Л J 
о 

После соответствующих вычислений получаем, полагая с —ф 1(оо) = 1, 

jw{rut) \ 

L / ( П ) 1 - ^ ( 0 ) /(гг) l - r ^ ( Q ) J V ' 
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Из геометрического смысла k*{0) имеем, что k*(Q) = ril. Согласуя (13) с выра­
жениями (5) —(7), получаем Фх ( о о ) = — Х/(Х + У), с = Y/(X + У). Под­
ставляя (6), (7) в (13), рассмотрим левую часть (13) как функцию, зависящую 
от г 0 (обозначим ее через G ( г 0 ) ) , с фиксированным значением ^ = е1*. Полу­
чим, что G(г0) = ®х (г 0 + 1 /г 0 ) + 0 2 , где в ! и в 2 — константы, не зависящие от 
г 0, причем ©! ф 0 при у фО, к и lim G ( г 0 ) = 0. Из монотонности G (г0) на 

(—1, 1) выводим, что в интервале ( — 1, 1) нет корней уравнения G (г 0) = 0. 
Следовательно, если <?ф0, тс, то г 0 = + 1. Пусть теперь = е"9, T J 2 = — . 
Тогда экстремальные функции надо искать среди функций, представимых 
в виде (8), где w(z, t) удовлетворяет дифференциальному уравнению 

— = « ' ( 1 - ( 1 - Х ) - — 1 V J i ь / A -t ) ' l^iWHI^W = 1 ' 0 < X < 1 . 
rft v 1 - S , ( f ) r ( ® 1 — k2(t)e lw J 

Понимая kx(t), k2(t) как управления, видим, что оптимальные k*(t),k*2(t) удов­
летворяют условию k*(0)~f}i, k*2(Q)-=-q2. Д . В. Прохоров [6] показал, что 
в этом случае можно положить X = const, 0 < Х < 1 , откуда следует, что при 
применении принципа максимума Л. С. Понтрягина необходимо в функции 
Н(t, kv k2, х, ф) положить коэффициент при X тождественно равным нулю. 
Аналогичное рассмотрение второй части заключения принципа максимума 
Л. С. Понтрягина приводит снова к формуле (13) с £ * ( 0 ) = 1 . Подставляя (6), 
(7) в (13), рассмотрим левую часть (13) как функцию от <р. Тогда корнями 
уравнения (13) будут являться ср = 0, <р = тс. 

Таким образом, возможны лишь случаи: 
а ) 7 ] 1 = е" р, ^ ф ± \ , T j ^ T j a ; 

б) ч, = 1, % € [ - 1 , 1], ъФО; 
в) 7 ] ! = = — 1 , 1, 1], ъфО; 
случай ^ 2 = 0 можно рассматривать как предельный при —• 0-
Так как точки m a x | / ( r 2 ) | при фиксированном \f(fi)\ доставляются 

функциями из SR, то из [3] следует, что ^i = %. Следовательно, в задаче на 
m i n | / ( r 2 ) | при фиксированном | / ( / " i ) | имеем т], = + 1, ^ 2 ^ [ — 1 , 1]. 

Пусть 7 j 2 = —т][ = Ь Тогда экстремальной может быть только функция 
g(z) = z/(l — a2z + г 2 ) . Нетрудно показать, что g(z) является экстремальной 
только в классе SR. 

Пусть теперь F± (z, vj2) = w± (z, с о ) , где w± (z, t) — решение уравнения Лев­
нера с k(t) = k*(t), удовлетворяющим условию ^ * ( 0 ) = ± 1 соответственно 
при ±f\2 < 0. Пусть также хт(со, т]2), т—1, 2, 3, 4, есть решение системы 
(9) — (12) и сопряженной гамильтоновой системы при k(t) = k*(t) и с н а ч а л а 
ными условиями <pi (0) = - ХАЦХ + У), ф3 (0) = (У - УВ)/(Х + У), <Ь (0) = 
— tyt(0) = 0. Таким образом, каждой точке на границе Df соответствует един­
ственное значение т]2, которому в свою очередь соответствует единственная 
функция F± ( г , т]2). Итак, справедлива следующая 

Т е о р е м а . Точки границы области Dp являющиеся m i n | / ( r 2 ) | в классе 
S при фиксированном значении | / ( / " j ) | , имеют вид 

Г = Г[ ехр {хх ( с о , У]2)) + ir2 ехр (х3 ( с о , т)2)), — 1 < T J 2 < 1. 

Каждая такая точка доставляется единственной функцией w = F+ (z, t\2) 
при *] 2 £[ — 1, 0), w = F~(z, т)2) при ч} 26(0, 1]. 

ЛИТЕРАТУРА 

1. А л е к с а н д р о в И. А., П о п о в В. И. Оптимальные управления и однолистные 
функции // Ann. Univ. Mariae Curie-Sklodowska.—Lublin, 1970.— V. A24.— P. 13—24. 

2. П р о х о р о в Д. В. Метод оптимального управления в экстремальной задаче на классе 
однолистных ф у н к ц и й / / Д А Н СССР.— 1984—Т. 2 7 5 — № 4 — С . 798—801. 

3. В а с и л ь е в А . Ю. Множество значений {/(г , ) , f (г2)} в классе однолистных функций 
с вещественными коэффициентами/ /Сиб. мат. журн.— 1986.— Т. 27.— № 6.— С. 28—32. 

4. Г о л у з и н Г. М. Геометрическая теория функций комплексного переменного.—2-е изд. , 
д о п . — М . : Наука, 1966.—628 с. 

2 Р-536 17 



5. П о н т р я г и н Л . С , Б о л т я н с к и й В. Г., Г а м к р е л и д з е Р . В., М и щ е н ­
к о В. Ф. Математическая теория оптимальных процессов.— 4-е изд.— М.: Наука, 1983.—392 с. 

6. П р о х о р о в Д. В. Об областях значений систем функционалов и интегрировании од­
нолистных функций // Изв. вузов. Математика—1986.— № 1 0 — С. 33—39. 

г. Саратов Поступила 
09.01.1987 

Я. И. Заботин, О. А. Кашина УДК 518 

ОБ ОДНОМ ОБЩЕМ МЕТОДЕ ОТЫСКАНИЯ УСЛОВНОГО 
МИНИМАКСА 

В работе [1] для минимизации выпуклой функции максимума разрабо­
таны методы наискорейшего спуска. В [2] были предложены различные е-
приемы, обеспечивающие сходимость релаксационных методов минимизации 
функции максимума без ограничений при большом произволе в выборе нап­
равлений спуска. В данной работе предлагается метод построения релакса­
ционных, основанных на линеаризации ограничений, алгоритмов условной 
минимизации псевдовыпуклой функции максимума. Допускаемый здесь произ­
вол в выборе направлений спуска позволяет строить конкретные алгоритмы, 
удобные в реализации. 

Функция / {х), определенная и дифференцируемая по направлениям в ев­
клидовом пространстве R", называется псевдовыпуклой в Rn, если для любого 
xo(zRn справедлива импликация 

/ И </(•*<>)=»/ ' (*о. х-х0)<0, (1) 
где x£Rn, f'(x0, х — х0) — производная по направлению х — х0 функции f(x) 
в точке х0. Такое обобщение определения псевдовыпуклости, введенного для 
дифференцируемых функций в [3], было дано в [4]. Там же исследованы 
экстремальные свойства дифференцируемых по направлениям псевдовыпуклых 
функций. 

riycib Д — { 1 , . . . , т\, /2 ={т + 1, . . . , /} , 1>т, / 2 = 0 при 1==т, / = / х U / 2 . 
функции j'i(x) для всех г £ / определены, непрерывно дифференцируемы и 
псевдрвыпуклы в R". Пусть имеем 

F(x) = m a x / ( ( х ) , D = {x^Rn\fi(x)<0, i£/ 2}. 
/ е л 

Целью работы является построение алгоритмов решения задачи 

' rain {F(x)\x£D}. (2) 

Испсльзуется терминология, установившаяся в литературе по методам воз­
можных направлений. Предполагается, что множество D ограничено и удов­
летворяет условию регулярности Слейтера. Приняты обозначения: X* — 
= {у££> F(y) = mmF(x)}, I = { 0 , 1, . . .}, ' / , (* , е ) = {i^AI/jW > F(x)—t), 

f*{x, 8) = {i£hjf{x)>-Я *(x, .e, 8) = / , { * , %)[}I2(x, 8). 
Известно, что при указанных предположениях множество D является вы­

пуклым, функция максимума F(x) является псевдовыпуклой [4] и 

F' (х, g) = max < / ; (х), g) \/g, || g || = 1 (3) 

(см. [1], с. 71), где /[(х) — градиент функции / г ( я ) в точке х. Зафиксируем 
параметры е, 8, т; > 0, положим ' 

I ft (x), i£/ 2, 
и построим относительно переменных p^Rn, o£Rl систему 

(f'iix), p) +bt(x) + a<0, i^I(x, в, Ь), (4) 
0 > 7 J , (5) 
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