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Приведен вариант теоремы Кальдерона-Зигмунда для функций со значениями 
в банаховых пространствах. С его помощью получены априорные оценки 
решений параболических уравнений в функциональных классах с различными 
порядками интегрируемости по временным и пространственным переменным. 
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§1. Введение 

В работе [9] по стохастическим дифференциальным уравнениям в част­
ных производных автору понадобился следующий результат и некоторые его 
стохастические аналоги для весовых пространств. 

Теорема 1.1. Пусть a(t) = (a'-'(f)) — функция, принимающая значения в мно­
жестве симметричных матриц размера dxd и заданная при t e Ж. Предполо­
жим, что она измерима и что для некоторой постоянной к > 0 выполняется 
неравенство 

K - ^ f ^ a ' W ^ K i e i 2 (1.1) 
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при всех 1еЖи£,е Ша. Обозначим L = а^д2/дх'дх^> - d/dt и выберем произ­
вольно p,q £ (1,оо). Тогда для каждой функции u(t,x), t e Ж,х е Rd, лежащей 
в Со°(К''+1), справедлива оценка 

\Ы\ья(ж,ьр) + |К*||х.,(Е,ьр) < Щ\Щич(ж,ьр), (1.2) 

где N зависит только от d, р, д, /с, а 

||/||i,(E,Lp) = ( J ^j\f(t,x)fdxyPd?j \ (1.3) 
- c o M,d 

Удивительным образом, такой формулировки (не говоря уж о доказатель­
стве) не нашлось в литературе. Это привело к необходимости написать статью 
[10], в которой теорема 1.1 была установлена тремя способами. Все три рас­
суждения непрямые, в частности используют теорию вероятностей в том или 
ином виде. Третье доказательство значительно сложнее первых двух, а эти, 
в свою очередь, опираются на то, что теорема 1.1 верна при q — р. Далее, в 
одном из рассуждений нужен вариант теоремы Кальдерона-Зигмунда, при­
веденный без доказательства и похожий на теорему 4.1 настоящей статьи, 
а в основе другого лежит прием, связанный с некоторыми особенностями 
параболических уравнений и позволяющий установить оценку (1.2) сначала 
для показателей q, кратных числу р. 

Главная цель этой работы — изложить более или менее замкнутое в себе 
доказательство теоремы 1.1, основанное на теореме Кальдерона-Зигмунда. 
Последняя представляет собой общеизвестный и незаменимый инструмент 
теории эллиптических дифференциальных или псевдодифференциальных 
уравнений. Статья адресована читателям, интересующимся параболически­
ми уравнениями, но не имеющими опыта в теории сингулярных интегралов. 
Поэтому нужный нам вариант теоремы Кальдерона-Зигмунда будет приве­
ден с доказательством. 

Для q = р и постоянной матрицы а теорема 1.1 — классический резуль­
тат, который можно найти, например, в [8, 11, 17, 18]. В [11] и [18] этот 
факт получается более или менее непосредственным применением теоремы 
Михлина [15] о мультипликаторах Фурье, в то время как в [8] построения 
Кальдерона и Зигмунда из статьи [2] о сингулярных интегралах с одно­
родными ядрами усовершенствуются и переносятся на ядра с различной 
однородностью по пространственным и временным переменным (см. [5] по 
поводу дальнейшего развития этого подхода). В настоящее время в случае, 
когда q = p, более популярен иной метод, применимый и к уравнениям в 
дивергентной форме. Этот метод описан, например, в [6, 12, 21] и основан на 
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теореме Стампаккиа [19] об интерполяции между Lp и ВМО. Для него необ­
ходимо неравенство Джона-Ниренберга или теорема Феффермана-Стейна о 
максимальной функции / # . С точки зрения автора оба этих инструмента ку­
да сложнее теоремы Кальдерона-Зигмунда. Помимо соображений простоты 
дополнительным мотивом для автора послужило то, что в литературе можно 
встретить мнение о неприспособленности схемы Кальдеропа и Зигмунда, как 
она изложена в [20], к параболическим уравнениям. 

Варианты неравенства Джона-Ниренберга или теоремы Феффермана-
Стейна для функций со значениями в банаховых пространствах тоже могли 
бы быть использованы для вывода теоремы 1.1 при q ф р. Это свело бы ста­
тью к немногим страницам, заполненным заявлениями о том, что такие-то 
и такие-то теоремы переносятся на векторнозначные функции „очевидным 
образом". Для читателя, интересующегося параболическими уравнениями, 
но не знакомого с сингулярными интегралами, это все равно, как если бы 
было просто объявлено, что теорема 1.1 верна. Такой способ изложения мог 
бы и вообще показаться подозрительным: хотя многие авторы и занимались 
векторнозначным случаем, но, например, теорема Кальдерона-Зигмунда ча­
сто рассматривалась лишь для функций со значениями в гильбертовом про­
странстве и ядер, инвариантных относительно сдвига (см., например, [13] 
или [20, Section I.6.4]); нам же придется привлечь Lp-значные функции для 
произвольного р £ (1,оо). В [1] имеются два результата для общих банахо­
вых пространств, но „напрямую" они применимы только к эллиптическим 
уравнениям или к параболическим уравнениям с постоянной матрицей, если 
для q = р теорема 1.1 уже известна и мы хотим доказать ее в общем случае; 
да и тогда нужна еще некоторая работа, направленная на то, чтобы получить 
локально интегрируемые ядра с помощью срезок. Надо, однако, заметить, 
что в сущности наше изложение теоремы Кальдерона-Зигмунда очень близ­
ко к доказательству теоремы 2 из [1]. Отметим еще, что в [16] был приведен 
очень общий результат для ядер со значениями в банаховых пространствах, 
распространяющий, в частности, теорему 2 из [1] на некоторые ядра, не ин­
вариантные относительно сдвига. Довольно любопытно, что и тот результат 
не содержит в себе теорему 4.1. 

А. Назаров любезно указал автору на то, что для постоянных коэффици­
ентов а'-*' теорему 1.1 можно найти в статье [14]. Там было использовано 
утверждение, похожее на теорему 2 из [1] и доказанное только для локально 
интегрируемых ядер. Поэтому с формальной точки зрения оно снова непри­
менимо в ситуации, о которой идет речь здесь. 

Таковы были причины для написания статьи. Остановимся на ее структу­
ре. В §2 вводится понятие разбиения, удовлетворяющего условию удвоения, 
даются два примера разбиений (диадического и параболически диадическо-
го) и в терминах моментов остановки доказываются некоторые факты, свя-
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занные со знаменитой леммой Рисса-Кальдероиа-Зигмунда о разложении. 
В §3 определяются ядра Кальдерона-Зигмунда, но никаких условий на тип 
сингулярности или убывания на бесконечности не накладывается, равно как 
и не требуется инвариантности при сдвигах. Отметим, что в доказательстве 
теоремы 1.1 в §7 мы столкнемся с ядром, которое не будет трансляционно-
инвариантным, поскольку матрица а зависит от t. В связи с этим стоит еще 
сказать, что мы вообще не будем пытаться объяснить, что такое сингулярный 
интеграл, за ненадобностью. Во всех интегральных представлениях операто­
ров, которые нам встретятся, участвуют лишь интегралы от ограниченных 
гладких функций. Кроме того, в наших приложениях все ядра суммируемы 
на бесконечности. Следовательно, мы избежим каких бы то ни было тонких 
процедур со срезанными ядрами, каковые обычно присутствуют в доказа­
тельствах теоремы Кальдерона-Зигмунда. Это делает изложение доступным 
более широкому кругу математиков, интересующихся теорией эллиптиче­
ских или параболических уравнений, связанной с пространствами Соболева, 
но не обязательно знакомых с сингулярными интегралами. 

§4 содержит доказательство варианта теоремы Кальдерона-Зигмунда для 
функций со значениями в банаховом пространстве. Рассуждение опирается 
на лемму Кальдерона-Зигмунда о разложении, оценку слабого типа (1, 1) и 
интерполяционную теорему Марцинкевича. Кстати, в [4, XI.7] имеется пол­
ное доказательство теоремы Кальдерона-Зигмунда в том виде, в каком она 
появилась в [3]. Там используется метод вращений и замечательный анализ 
гильбертова преобразования, принадлежащий Риссу. Совершенно стандарт­
ное и хорошо известное приложение теоремы Кальдерона-Зигмунда к элли­
птическим уравнениям [7] кратко обсуждается в §5 ради полноты и для того, 
чтобы подчеркнуть, что с эллиптическими и параболическими уравнениями 
мы поступаем одинаково. В §6 приводится доказательство теоремы 1.1 при 
q = p, а последний очень короткий параграф посвящен выводу общего случая 
из случая q = р. 

Мы работаем с пространствами, норма которых вводится как Lq-норма 
по времени от Lp-нормы по пространственным переменным. Можно было 
бы изменить порядок, взяв Х,д-норму по времени первой. Автор решил не 
рассматривать такую постановку, поскольку в упомянутых в самом начале 
приложениях к стохастическим дифференциальным уравнениям в частных 
производных нужна была лишь теорема 1.1. 

Результаты и методы этой статьи обсуждались с А. Назаровым и С. Ки-
сляковым, комментарии которых были весьма ценны. 

Всюду в дальнейшем F и G — банаховы пространства. Обозначение | • | 
используется как для нормы в F или G, так и для нормы в пространстве 
L(F,G) ограниченных линейных операторов из F в G. Как обычно, если 
П — область в Rd и р е [1,°о), то через LP(Q,F) обозначается замыкание 
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множества финитных F-значных непрерывных функций на £2 относительно 
нормы || • ||.Lp(n,F)> определенной равенством 

IHU,(n,F)= f / Hx)\pdx 
и 

Если F — Ж, мы пишем просто Ьр{0) вместо LP(Q,F). Для F-значной функ­
ции / мы пишем / е Lp,ioc(fi, F), если для каждой вещественной функции 
С из C™(il) произведение /С лежит в Lp(fi,F). Лебегова мера (измеримого) 
подмножества Г в ffid обозначается через |Г|. 

§2. Разбиения 

Определение 2.1. Пусть Z = • • • -2 , -1 ,0 ,1 ,2 , . . . и пусть (Q„,n G Z) — по­
следовательность разбиений пространства Erf на борелевские множества (для 
обозначения общего элемента любого из разбиений Q„ используется символ 
Q). Эту последовательность мы назовем фильтрацией разбиений, если 

(i) с ростом п разбиения становятся тоньше: 

inf |Q| —> оо при п —> — оо, sup diamQ—>0 при п —> оо; 
Q 6 ^ " QeQ» 

(ii) разбиения вложены друг в друга: для каждого п и каждого Q из Q„ 
существует (единственное) множество Q' из Q„-i такое, что Q с Q'; 

(Ш) выполнено следующее условие регулярности: если Q ш Q' — такие, как 
в (ii), то \Q'\ ̂  JV0|<2|, где постоянная N0 не зависит от n,Q,Q'. 

Пример 2.2. Простейший пример фильтрации разбиений доставляют диади-
ческие кубы: Qn = {Q„(ii,...,id),ii,-.-,id 6 2) , где 

Qn(h, • • •, id) = [Й2-п, (м + 1)2-") х • • • х [frf2-", (id + 1)2-"). 

Пример 2.3. Другой пример, важный в теории параболических уравнений, 
доставляют параболические диадические кубы в ffid+1 = {(t, х) : t б К, х е M.d}: 

Qn = {[М"п, (г0 + l)4"n) x Qn(ii,.-., id), t'o, n, • • •, id € Z}. 

i / p 
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Определение 2.4. Пусть Q„ — фильтрация разбиений. 
(i) Пусть г = т(х) — функция на ffid со значениями в {оо, 0, ±1, ±2 , . . . } . Эта 

функция называется моментом остановки, если для каждого п = 0, ±1, ±2 , . . . 
множество {х : т(х) = п} есть объединение некоторых элементов разбиения 
Qn. 

(ii) Для каждого х б Wd и каждого п = 0,±1,±2,.. . мы обозначаем через 
Qn(x) тот (единственный) элемент Q разбиения Q„, для которого х G Q. 

(ш) Для функции / G Li,ioc(Md, F) и п — 0, ±1, ±2 , . . . обозначим 

*п{г) = Ш*)\ I mdy-
Qn(x) 

(Символ /|п читается так: „/ при условии Q„"). Если г — момент остановки, 
положим f\r(x) = /|т(г)(ж), если т{х) < оо, и f\T(x) = f(x) в противном случае. 

Чтобы задать момент остановки, обычно мы выбираем Qni,Qn2, • • • € Qn и 
полагаем г = п на каждом из этих элементов разбиения. Разумеется, нужно, 
чтобы все Qni были дизъюнктны при различных п, г. Если объединение всех 
Qni не совпадает с Rd, полагаем г = оо на дополнении этого объединения. 
Наиболее важное свойство функции f\n состоит в том, что она постоянна на 
каждом Q из Qn, так что 

/ f\n(x)dx = \Q\f\n{x) =. / . f(x)dx 

для любого х е Q е Qn-
Нам нужны следующие простые свойства введенных выше объектов. 

Лемма 2.5. Пусть Qn — фильтрация разбиений. 
(i) Если р G [1,оо), / G Li,ioC(lKd, F), а т — момент остановки, то 

j\f\r(x)\pIT<xdx^J\f(x)\nT<00dx. (21) 
E d E d 

Кроме того, (2.1) превращается в равенство, если / ^ 0 и р = 1. 
(ii) Если де Li(Md,Ж), д ^ 0 и А > 0, то 

ф) := Ы{п : д\п{х) > X} (inf0:=oo) (2.2) 

— момент остановки. При этом 

0^g\r(x)Ir<oo^N0X, \{х:т{х)<оо}\^\-1 I g{x)IT<00dx. (2.3) 
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(Ш) Предположим, что для всякого х задан ограниченный оператор К{х) : 
F -» G. Пусть К £ Lit\oc(R

d,L(F,G)), причем функция \К(х)\ ограничена. То­
гда для всякого п — 0,±1,±2,. . . , всякой функции f £ Lii]OC(Rd,F) и всякого 
элемента Q разбиения Qn справедливо равенство 

/ K(x)f\n(x)dx= \ K\n(x)f(x)dx. 

Доказательство, (i) Из неравенства Гёльдера следует, что |/|„|р ^ (|/|р)|„. По­
этому можно ограничиться случаем, когда р= 1, а функция / вещественно-
значна и неотрицательна. При этих условиях для произвольного п и про­
извольного объединения Г элементов Q, £ Qn очевидным образом верны 
равенства 

f\ndx = ^2 f\ndx = ^2 fd*= I fdx. 
Г ' Qi * Qi Г 

Поэтому 

/

oo „ oo „ „ 

f\TIr<oodx= ^2 fndx = ^ * / fdx=fIT<codx. 
Ж" " = -°°r=n n = -°°T=n £* 

(ii) Прежде всего, т > -oo, ибо g\n -> 0 при п ->• -со, поскольку g £ L\. Далее, 
заметим, что Q„(x) С Qm{x) при всех m ^ п, поскольку разбиения вложены 
друг в друга. Значит, если у £ Qn(x), то Qm{y) = Qm{x) и g\m(y) = g\m{x) при 
всех m <С п. Учитывая, что 

т(х) = п <=> д\„.(х) > А, д\т{х) ^ А для всех т < п, 

заключаем, что множество {т = п} вместе с каждой своей точкой х содержит 
и Qn(x). Следовательно, множество {г = «} и в самом деле представляет 
собой объединение некоторых элементов разбиения Qn. 

Для доказательства первого из соотношений (2.3) достаточно заметить, 
что если т(х) = п, то 

Я1г{х) = я^х)=\Ш\ I 9{y)dyXNo\Q^H I 9{y)dy 
Qn(x) Qn(x) 

^Na\Qn\{x)\ J ^(y)dУ = NЩn-l(x) 
Qn-l(*) 
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Второе неравенство в (2.3) вытекает из неравенства Чебышева и утверждения 
(i): 

\{х : г < оо}| = \{х : д\т1т<О0 > А}| 

^ А -1 / g\TIT<oa dx = А-1 / gIT<oo dx. 

Наконец, утверждение (iii) тривиально, поскольку функции /|„ и К\п по­
стоянны на любом элементе Q из Q„. Лемма доказана. • 

Пусть д, А и т — такие, как в утверждении (ii) леммы 2.5. Тогда имеет 
место разложение Кальдерона-Зигмунда д = а + /3, где 

а = {д ~д\т)1т<оо, Р = д\т = д\т1т<оа +gIT=oo, 

функция р „мала" в том смысле, что, как можно проверить, /? ^ N0X, а мно­
жество, где а ф 0, контролируется: его мера не превосходит числа А -1 ||̂ Нх,т-
При этом а\т — 0. 

Стоит пояснить в нескольких словах структуру функции д\т. Сначала вы­
берем столь большое по модулю отрицательное число га, что д,п ^ А на M.d. 
Занумеруем все „кубы" разбиения Qm : Qm = {Qj}, так что Rd = (Jj Qj-
После этого разобьем каждый „куб" Qj на меньшие кубы Qjk € Qm+ь так 
что Qj = \JkQjk, и найдем среди них те, на которых <7|m+i > А. Эти „кубы" 
более не трогаем, на них полагаем г = m + 1 и соответственно д\т = д\т+\. С 
оставшимися „кубами", на которых д\т+\ ^ А, мы поступаем тем же спосо­
бом, разбивая их на еще меньшие „кубы" QjkP € Qm+2 и полагая т = га + 2 
и 9\т = 9\т+2 на тех из Qjkp, где д]т+2 > А. Продолжая эту процедуру, в 
конце концов мы зададим т и д\т на некотором подмножестве пространства 
Ш4, которое может и не-совпасть с M.d (если д ^ А всюду, это подмножество 
вообще окажется пустым). Оставшаяся часть пространства Rd состоит из тех 
точек х, где д\п(х) ^ А при всех п; там мы полагаем т = оо и д\т = д. 

§3. Ядра Кальдерона-Зигмунда. Примеры 

Пусть Вг(х) — открытый шар радиуса г с центром в точке х. 

Определение 3.1. Пусть Q„ — фильтрация разбиений. Далее, для каждой 
пары различных точек х,у G Шн пусть К(х,у) — ограниченный оператор из 
F в G. Мы называем К ядром Кальдерона-Зигмунда относительно Q„, если 

(i) существует число р0 € (1,оо) такое, что К(х,-) е LVat\oc{Bc
r{x),L(F,G)) 

для всякого х и всякого г > 0; 
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(ii) для любого у Е ffid функция \К(х,у) - K(x,z)\ измерима как функция 
от (х, z) на множестве Шм Л {(х, z) : х ф z, x ф у); 

(ш) существует постоянная N0 ^ 1 такая, что для всякого Q € \Jn Qn 
существует замкнутое множество Q* со следующими свойствами: Q С Q*, 
\Q*\ <: N0\Q\ и 

\K(x,y)-K(x,z)\dx^N0, (3.1) 
/ 

каковы бы ни были y,z £ Q. 

Замечание 3.2. В действительности вместо (3.1) мы собираемся использовать 
более слабое неравенство 

J \K{x,y)-Kln(x,y)\dx^N0. (3.2) 

Требуется, чтобы оно имело место для любых n,Q G Q„,у £ Q. В (3.2) 
использовано обозначение 

К\п{х,у) := \Q(\\ J K{x,z)dz (x<£QJ ЛУ))-

Qn(y) 

Неравенство (3.2) вытекает из (3.1), ибо 

К(х, у) - К\п(х, у) - / (К(х, у) - К(х, z)) dz. 
Q«(y) 

Пример 3.3. Обычно теорема Кальдерона-Зигмунда применяется к ядрам, 
сингулярным в том или ином смысле и часто неинтегрируемым. Однако 
и регулярные ядра могут быть ядрами Кальдерона-Зигмунда. Простейший 
пример — К(х,у) — 1в(х)1в(у), где В — ограниченное борелевское множество. 

Пример 3.4. Пусть К удовлетворяет условиям (i) и (ii) определения 3.1. 
Предположим, что Q„ — фильтрация диадических кубов, а функция К(х,у) 
слабо дифференцируема по у при у ф х и \Kyi(x, y)\ ^. Ni\x — y\~d~l для всех 
i и всех х ф у, где постоянная N\ не зависит от г, х и у. Мы утвержда­
ем, что К является ядром Кальдерона-Зигмунда относительно фильтрации 
диадических кубов, причем N0 в (3.1) зависит лишь от Ni и d. 

Напомним, что под слабой дифференцируемостью L{F, (7)-значной функ­
ции К{у), заданной на открытом множестве D, понимается следующее: суще­
ствуют операторы Kyi(y) € L(F,G) такие, что для любых точек z,y, лежащих 
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D вместе с соединяющим их прямолинейным отрезком, и всяких / е F, 
д* € G* справедлива формула 

1 

(K(y)f,9*)-(KW,9*) = (i/* - * ' ) / ( М « У + (1 -*)*)/> Л dt. 

Заметим, что если |/Cyi(j/)| ^ &{у) для некоторой измеримой функции а, то 
\{Kyi{y)f,9*)\ <i a(y)|/ | И , так что 

КВД/, Л - (K(z)f,g*)\ < Vd\f\\g'\ J a(ty + (l-t)z)dt, 
о 

l 

\K(y) - K{z)\ ^ Vdf a(ty + (1 - t)z) dt. 
о 

Чтобы доказать утверждение примера 3.4, обозначим через Q* куб Q, рас­
тянутый вдвое (центр гомотетии совпадает с центром куба Q). Пусть 6 — 
длина стороны куба Q. Если х £ Q* и у, z, w б Q, то 

\у- z\ ^ 8vd, \x — w\ ̂  S, 

так что левая часть в (3.1) не превосходит величины 

Легко проверить, что последнее выражение — постоянная, не зависящая от 
6. 
Пример 3.5. Предположим, что функция a(t) удовлетворяет условиям теоре­
мы 1.1 и бесконечно дифференцируема по t. Для t > s положим 

t 

Ast = Ja(r)dr, Bst = A;t\ ast = A](2. (3.3) 

Заметим, что матрицы Ast невырождены, поэтому матрица Bst корректно 
определена и 

к-\1-8)\1\2>АЪ?ё>к^-*)\1\\ 
K-\t - s)-'\tf > в%ее > кц - *)-W- (3.4) 
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В теории параболических уравнений второго порядка нужны ядра вида 

K(t,x,s,y) = K(s,t,x-y), 

описываем следующими формулами: 

K(s,t,x) = rt>sDjkp(s,t,x) либо K(s,t,x) = It>s-7-p(s,t,x), (3.5) 

p(s,t,x) = (47r)-rf/2(det Bst)xl2 exp{-(Bstx,x)/4), 

где j , к = 1,.. . , d. Отметим, что 

p(s,t,x) = (47T)-d/2(detast)-lexP(-\a-1x\2/4). (3.6) 

Оказывается, что все такие функции K(t, x, s, у) — ядра Кальдерона-Зигмунда 
относительно фильтрации параболических кубов. Соответствующая постоян­
ная No в (3.1) зависит только от d и к. 

Проверим это. Из формулы {Bst)'t = -Bst{Ast)'tBst легко следует, что 
pt(s,t,x) = aij(t)Dijp(s,t,x). Очевидно также, что если K(u,v) — ядро 
Кальдерона-Зигмунда, то таковым же будет и ядро a(u)K(u,v) для любой 
ограниченной измеримой функции а(и). Это позволяет нам сосредоточить­
ся лишь на функции К, заданной первой формулой в (3.5). Заметим, что 
функция К непрерывна по всем переменным при (t,x) ф (s,y) и для всякого 
г > 0 ограничена при |<-s | + |a;-j/[ > г. Чтобы проверить условие (3.1), снова 
возьмем в качестве Q* куб Q, растянутый вдвое и с тем же центром. Так 
как нам нужно доказать (3.1) с постоянной No, зависящей лишь от d и к, 
в качестве начала координат мы можем выбрать любую точку пространства 
Rd+1. Это значит, что можно рассматривать лишь кубы вида 

Q = Qn := [0,4~") х [0,2"")rf =: [0,4"") х Вп. 

В таком случае при (s, у), (г, z) e Qn левая часть неравенства (3.1) принимает 
вид 

In = In(s,y,r,z) := / \K(s,t,x-y) - K(r,t,x-z)\dtdx. 

Далее, положим an(t) = a(4~nt) и построим, как выше, матрицы Ast{n), Bst(n) 
и ядро Kn(t,x,s,y), отправляясь от an(t). Легко видеть, что 

К (4-* а, 4-"<, 2~пх) = 2n<d+2>A'„(s, t, x). 
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Делая замену переменных t -> 4~nt, s -» 4~ns, r -> 4~nr, х -> 2~™ж, у -» 2""?/ 
z -» 2_nz, приходим к равенству 

In{4-ns,2-ny,4~nr,2-nz) = J \Kn(s,t,x-y)-Kn(r,t,x-z)\dtdx, 
•m-*+i\Q*B 

где (s, у), (г, г) G Q0. Функция ап удовлетворяет тем же условиям, что и а. По­
этому достаточно проверить, что интеграл Io(s, у, г, z), построенный по исход­
ной функции, для любых (s,y),(r,z) G Qo ограничен постоянной, зависящей 
только от d и к. 

Нам нужны некоторые оценки функции К. Неравенство а7е_ а <С Ne~al2 в 
соединении с неравенством (3.4) показывает, что с некоторым N — N(d,n) 
справедливы соотношения 

\K{s, t, х)\ ^ N\t - 8\-i-d/2e-K\t\*/\*t-b\j (з.7) 

\Kx(s,t,x)\ 1$ N\t - 8\-3'2-<"2е-кМ2№-8°1, (3.8) 

\Ks(s,t,x)\^N\t-s\-2-d^e-K^2/\8t-8sK (3.9) 

Введем множества 

Г1 = {0<< <3/2}n(M d + 1 \Q; ) , Г2 = {* > 3/2} х Kd 

и, вспомнив, что K(t, s,x) = Q при t ^. s, напишем 

/+/ /о= / + / =: J i + J 2 -
Гх Г2 

Нетрудно понять, что найдется такая постоянная 8 > О, что, если (t, х) € Гь 
{s,y) G Qo, то \х - у\ ^ 5\х\ и |ж| ^ S. Следовательно, 

Л < f{\K(s,t,x-y)\ + \K{r,t,x-z)\)dtdx 
Г! 

3/2 3/2 

<С N f Г1'*'2 ( е-«1*13^8') dxdt = N f Г 1 /" е-«И2 /8 <fcA 

3/2 

= ЛГ /" J Г4ф>1\х\> dt e-*Ma/8 dx 

= N /*(ln(3/2) - \n(82/\x\2))+e-K^2/8 dx 

< oo. 
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Что касается интеграла J2, он не превосходит суммы Hi+H7 + H3, где слагае­
мые — это интегралы по Гг соответственно от следующих выражений: 

\K(a,t,x-y)-K{0,t,x-y)\, 
\K(0,t,x-y)-K(0,t,x-z)\, 
\K(Q,t,x-z)-K(r,t,x-z)\. 

Величины Hk мы оценим с помощью теоремы о среднем и неравенств (3.8), 
(3.9). Из них и того, что St ^ \t - s\ ^ S~xt при t ^ 3/2 > 1 ^ s ^ 0 для 
некоторого S > 0, получаем 

# i = 

{{>3/2}хЖ<< 

A |/C(s, *, ж) — / f (0 , f, ar)| rfirfa: 

' 2}xM d 

х> со 

<; N I Г2-1'2 Г е-«М3/(«) rfa-л = N f Г2 dt 
3 /2 Kd 3 / 2 

< 0 0 . 

Точно так же устанавливаем ограниченность слагаемого Я3. Наконец, если 
р 6 So, то |ж-р|2 ^ |a;|2/2-iV, где N — некоторая постоянная. Следовательно, 

оо оо 

H2^N Г t-W-d/2 fe-WMdxdt = N f r3'3dt < оо. 
3/2 M.d 3/2 

Итак, интеграл J2 (как и Ji) ограничен при (s,y), (r,z) € Qo, так что огра­
ничен и интеграл /0. Значит, А' — действительно ядро Кальдерона-Зигмунда 
относительно параболических диадических кубов. 
Пример 3.6. В примере 3.5 ядро К было вещественнозначным. В доказатель­
стве теоремы 1.1 мы столкнемся с ситуацией, когда F = G = Lp = Lp(Rd), 
р G (1,оо). Возьмем функцию К, определенную одним из равенств (3.5), и 
для f £ Lp, ( , s £ l положим 

K{t,s)f{x) = J K(s,t,x-y)f(y)dy. 

Неравенство Минковского и (3.7) показывают, что K(t, s) есть ограничен­
ный оператор в Lp при t ф s; более того, 

l l« (^«) / l |L ,^^ l l / IU, / (*-*) - 1 - r f / V«W a / ( " - a ' )d* = yV||/ | |LJ«-e)-1 , (3.10) 
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так что норма этого оператора ограничена на любом множестве, где s и t 
отделены друг от друга. Оценка (3.9) и подобная ей оценка для производной 
функции K(s,t,x) no t (вспомним, что функция а — гладкая) показывают, 
что fC(t, s) — непрерывная функция со значениями в L(F, G) при s ф t. Таким 
образом, выполнены требования (i) и (ii) определения 3.1. 

Наконец, если s ф.-t, f?£ Lp и д G Lq, q = p/(p- 1), то 

('£'(*, s)f,g)', = / д(х) J K,{s, t,x- y)f(y) dydx, 

так что ядро K(t,s) слабо дифференцируемо по s при s фи 

ММ)/(*) = J Kt(a, t,x- y)f(y) dy. 
ж* 

Как и в (3.10), с -помощью (3.9) получаем, что \ICs(t,s)\ ^ N(d,K)\t - s\~2. 
Применив результат примера 3.4, видим, что К. — ядро Кальдерона-Зигмунда 
по отношению к фильтрации диадических интервалов на К и с постоянной 
N0 в (3.1), зависящей только от d и к. 

§4. Теорема Кальдерона—Зигмунда 

Здесь мы доказываем нужный нам вариант теоремы Кальдерона-
Зигмунда. Доказательство вполне стандартно и приводится по причинам, 
объясненным во Введении. Пусть F, G — банаховы пространства, р £ (1,оо), 
а А : Lp{Rd, F) -> Lp(Md,G) — линейный ограниченный оператор. 

Теорема 4.1. Предположим, что если f 6 C™(Rd, F), то для почти всех х вне 
замкнутого носителя функции f имеет место формула 

Af(x)=JK(x,y)f(y)dy, (4.1) 
жа 

где К(х,у) — ядро Кальдерона-Зигмунда относительно некоторой фильтра­
ции разбиений. Тогда оператор А однозначно распространяется до ограни­
ченного оператора из Lq(Rd, F) в Lq(Rd, G) при каждом g € (1,р],и Ашвляется 
оператором слабого типа (1,1) на гладких функциях с компактным носите­
лем. 
Доказательство. В силу интерполяционной теоремы Марцинкевича .доста­
точно доказать, что А — оператор слабого типа (1,1) на гладких функциях с 
компактным носителем. Другими словами, надо лишь проверить, что 

\{х : \Af(x)\ > А}| <С NX'1 J \f(x)\dx. (4.2) 
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Заметим сразу, что если \f{x)\ ^ 2N0X для некоторого значения А, то (4.2) 
верно для этого же А. Действительно, в силу неравенства Чебышева 

К* : \Af(x)\ > А}| <£ A-" J \Af(x)f dx ^ M*\~* j \f(x)\> dx 

Ed Ed 

^MP(2No)"-1\-1 j\f(x)\dx, (4.3) 

где Mp — норма оператора А : Lp(Rd, F) ->• Lp(Rd, G). 
Далее, возьмем / G C<F(№.d,F), зафиксируем А > О и докажем (4.2) для 

этого А. Пусть Q„ — фильтрация разбиений (как в определении 3.1). Поло­
жим д := | / | и введем функции /|„ как в определении 2.4. Наконец, введем т 
формулой (2.2) и заменим, что / = а + /?, где 

<* = {/- /\т)1т<оо, 0= / | т ( = / Л - = оо + / | тД-<оо)-

Отметим еще, что f\n -> / при п -> со, поскольку s u p g ^ diamQ ->• 0, а функ­
ция / непрерывна. Отсюда вытекает, что | / / т = 0 0 | ^ А. Лемма 2.5 показывает, 
что /3 е Lp(Rd, F), \p\ ^ N0\, и в силу (4.3) 

\{x:\A0{x)\>\/2}\^N\-x Г \0(х)\ dx <С NX'1 f \f(x)\dx, 
Ed • Ed 

где во втором неравенстве мы использовали оценку (2.1). Учитывая, что 

И / | <С Иа| + |А/?| и 

{х : \Af{x)\ > А} С {х : \Аа{х)\ > А/2} U {х : \А0(х)\ > А/2}, 

мы видим, что остается лишь установить неравенство 

|{* : \Аа(х)\ > А/2}| ^ N\~x f \f(x)\ dx. (4.4) 

Закончим главную часть предварительной работы замечанием о том, что 
{г < со} есть дизъюнктное объединение множеств {г = п}, каждое из кото­
рых — дизъюнктное объединение элементов разбиения Q„. Следовательно, 
найдутся дизъюнктные множества Qin e Qn, i = 1,2,..., п — 0,±1,±2,. . . , 
такие, что 

{x-.T(x) = n} = {jQin, 
i 

{x:T(x)<oo} = (jQinc\jQU=:S, 
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где в силу леммы 25 

\S\ ^ £ Ш ^N0J2 Ш = NQ\{T < оо}| <С ЛТД"1 Г \f(x)\dx. 
Ж" 

Следовательно, 

\{x:\Aa(x)\>\/2}\$I + N-\-1J\f{x)\dx, (4.5) 

где / = |{яг ^ 5 : |Ла(х)| > А/2}|. 
Теперь заметим, что функция а = (/ - f\r)IT<oo лежит в Lp(Rd,F). Кроме 

того, полагая 
Sm := ( J Qin и ат :- (f - f\T)Ism, 

мы видим, что а = limm^oo am поточечно и в силу теоремы о мажорирован­
ной сходимости также и Lp(M.d,F). Из непрерывности оператора А следует, 
ч т о / ^ Ш п ^ ^ / ™ , где 

1т := |{* $ S : Иат(а:)| > А/4}| ̂  4А"1 J \Aam(x)\ dx. (4.6) 

Наконец, чтобы продолжить последнюю оценку, используем условие на 
ядро К. Воспользуемся тем, что формула (4.1) в действительности верна для 
п. в. х g Г, если Г — замкнутое ограниченное множество, а / — ограниченная 
функция, обращающаяся в нуль вне Г. Действительно, всякую такую функ­
цию можно одновременно приблизить в Lqo(M.d,F) (где до = ро/{ро - 1), а 
Ро — число из определения 3.1) и в Lp(Rd, F) функциями класса C~(Kd, F), 
носители которых столь близки к Г, как мы пожелаем. Вспомнив, что опе­
ратор А ограничен в Lp, a K(x,-) G LPo(£l,F), где С1 — любая ограниченная 
область такая, что х g Q и Г с П, мы можем перейти к пределу в (4.1): левые 
части сойдутся в Lp(ffid, G), а правые — при каждом л ^ Г в силу неравенства 
Гёльдера. 

Воспользуемся этим и заметим, что ап — ограниченная функция с ком­
пактным носителем Г т = U,-,„^mQm (напомним, что функция / ограничена). 
Кстати, переход от а к ат преследовал только эту цель: теперь можно под­
ставить ат вместо / в формулу (4.1) при оценке подынтегральной функции 
в (4.6), когда х е Sc (так что тем более х $. Г т ) . Это приводит к неравенству 

J\Aam{x)\dx = J\ J2 J K(x,y)(f-f]n)(y)dy 

< C E / | f K(x,y)(f-f[n)(y)dy 

J. 

dx 

dx 
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Теперь наступила очередь главного соображения: Q,„ £ Q„, и по лемме 2 5 
для всякой точки х £ Sc (а тогда х £ Q*n) имеем 

/ K{x,y){f-f\n)(y)dy = (K(x,y)-K\n(x,y))f(y)dy. 

Отсюда в силу (3.2) находим 

J ^ Е / ( / №>у) - А'|"(ж-у)\ 1/Ы1 dy)dx 

^ Е / | Л 2 / ) | ( / \K(x,y)-K[n(x,y)\dx^dy 

No^2 J \f(y)\dy^N0 J \f(y)\dy 

*o f \f(v)\dy.. 

Следовательно, 

/ ^ lim /m^4A-1J^JVA-1 [\f{y)\dy, 

£ 

^Wn 

и вместе с (4.5) это дает (4.4). Теорема доказана. • 

§5. Приложение к эллиптическим уравнениям 

Напомним, что во всей работе р 6 (1,оо). 

Теорема 5.1. Существует такая постоянная N = N(d,p), что 

X\\u\\Lp + \\uxx\\Lp^N\\Au-Xu\\Lp (5.1) 

для любой функции и е C£°(Mrf+1). 

Доказательство. Так как будет установлено, что N = N(d,p), то неравенство 
(5.1) достаточно доказать при А > 0, а тогда обычными растяжениями мы 
можем свести все к случаю А = 1. 

Положим 
оо 

p(t,x) = (4jrt)-'"2e-l*la^4t)) g(x) = f рЦ,х)е~* dt. 
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Легко видеть, что функция д бесконечно дифференцируема при х ф 0 и 
(см. (3.8)) для каждой производной Dn порядка п выполняется неравенство 

оо 
\Dng{x)\^ N у f-n/2-d/2e-|»|a/(8*)-t л . 

о 

Последнее выражение, разумеется, ограничено вне любой окрестности нуля. 
Кроме того, если п ^ 2 (так что (в + d)/2 > 1), то 

оо 

\Dng{x)\ <С N f r^-We-WMdt = N\x\-d~n+2. (5.2) 
о 

Теперь повторим в сжатом виде некоторые стандартные вычисления. Име­
ем 

A{p(t, х)е~1) - p(t, х)е-< = (p{t, x)e~% 

откуда для и е CQ° получаем 

оо оо 

д * (1 - Д)м = / е~гр(г, •) * (Дм - и) dt = / е~*и * (Д - l)p(t, •) dt 
о о 

оо 
= lim / [e~lp{t, •) * u)t dt, 

* 4-0 J 
e 

где последняя функция представляет собой 

lime_£p(e, х) * и(х) = lim / р(1,у)и(х + ул/е) dy = и(х) / p(l,y)dy 
«4-0 е|0 J J 

= и(х). 

Значит, д * (1 - Д)« = и. Следовательно, ||W||LP ^ ||(1 - A)4kPIMki> причем 
простые вычисления показывают, что.Ц^Ц^, = 1. Эта оценка обслуживает 
первый член в левой части неравенства (5.1). Что касается второго, заметим, 
что 

Djku = Djk{g*(l - A)u) (5.3) 

для любых j , к = 1,. . . , d. 
Теперь, зафиксировав j и к, для каждой функции / е C™(Rd) зададим 

Af = Djk(g*f)=g*Djkf. 



ТЕОРЕМА КАЛЬДЕРОНА-ЗИГМУНДА И ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 19 

Мы утверждаем, что А однозначно распространяется до ограниченного опе­
ратора в пространстве L2. Чтобы доказать это, снова воспользуемся соотно­
шением \\д\\ьх — 1. Для произвольной функции v положим F(v) = v (пре­
образование Фурье функции v). Для / £ С™ находим 

F(Af) = cgF(Djkf) = -сШЧк7\ 

здесь и ниже через с обозначаются всевозможные постоянные, зависящие 
только от d. Далее, по теореме Фубини 

оо оо 

g = Je^p(t^)dt = cje-t-M' dt = с(1 + | £ | 2 Г \ 
о о 

так что |^(Л/) | ^ с|/|. В силу равенства Парсеваля ||Л/||ь2 ^ C||/ | |L2, а это и 
есть нужное утверждение. 

Сохраняя прежнее обозначение А для упомянутого расширения, покажем, 
что теорема 4.1 применима к оператору А. Для этого заметим, что если 
/ 6 CQ° И х не лежит в замкнутом носителе функции / (так что f(y)g(x-y) — 
функция класса С£° от у), то интегрирование по частям приводит к формуле 

Af{x) = I f(y)Djkg(x - у) dy. 

Положив по определению К{х,у) = Djkg{x - у), видим, что условие (4.1) 
выполнено. Далее, применяя (5.2) при п = 3 и пример 3.4, приходим к тому, 
что К — ядро Кальдерона-Зигмунда. Поэтому можно сослаться на теорему 
4.1 и получить, что | H / | | L P ^ ^ | | / |UP , если / £ С™ И р £ (1,2], где постоянная 
N зависит лишь от d и р. Вместе с (5.3) это приводит к (5.1) при р £ (1,2]. 

На случай р ~^ 2 неравенство (5.1) распространяется по двойственности. 
Именно, сопряженный А* к оператору А ограничен в Lq при q ^ 2. Однако 
если / £ Со°, то A*f — Af, так как функция д симметрична. Стало быть, 
оператор А ограничен в Lq при q ^ 2, и можно снова применить вышепри­
веденное соображение касательно (5.3). Теорема доказана. • 

§6. Приложение к параболическим уравнениям 

Всюду в этом параграфе р £ (1,оо) и Lp = Lp(Md+1) — Lp-пространство 
вещественных функций u(t, х), заданных на Md+1 = Ж х Ш*. Следующая те­
орема доказана в приложении к книге [21] на основе неравенства Джона-
Ниренберга. 
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Теорема 6.1. В условиях теоремы 1.1 существует постоянная N — N(d,p,n) 
такая, что \\щ\\ьр + ||и^||х,„ ^ N\\Lu\\Lp для всякой функции и е C$°(Rd+1). 
Доказательство. Так как щ = a'WijU - Lu, достаточно доказать, что 

\\UXX\\LP ^ N\\Lu\\Lp. (6.1) 

Далее, без потери общности можно считать, что функция a(t) бесконечно 
дифференцируема по t. 

Возьмем функцию p(s,t,x) из примера 3.5 и для всякой функции / = 
Д М ) , / € C§°(R,i+1) положим 

t 

Gf(t,x)= / p(s,t,x-y)f(s,y)dyds. 
-оо к<* 

Непосредственно проверяется, что a^(s)Dijp(s,t,x) = -ps(s,t,x). Кроме то­
го, из (3.6) с Помощью замены переменных х ->• astx легко следует, что 
Jp{s,t,x)dx = 1. Интегрированием по частям получаем для и е C^(Md+1): 

t-e 

QLu(t,x) = — lim / / (p(s,t,x — y)u(s, y)) dyds 
- о о Ж"* 

t-e 

- - l i m / / (p(s,t,x-y)u(s,y))sdyds 
Rd - c o 

= -lim(47r)-d/2 /e-M2/4u(t -e,x + <rt_£:ty) dy = -u(t,x), 
e|0 J 

и = —QLu, DjkU = —DjkQLu. (6.2) 

Зафиксировав j , k = 1,. . . , d, для и 6 C™(M.d+1) положим Af — DjkGf, т.е. 

Af(t, x)= p(s, t, y)fxjxh (s, x-y) dyds. (6.3) 
- o o Kd 

Утверждается, что оператор А корректно определен и продолжается до огра­
ниченного оператора в L2- Чтобы проверить это, перейдем к преобразованию 
Фурье по переменной х. Вспомним, что функция p(s,t,x) интегрируема по 
х на M.d, причем f p(s,t,x)dx = 1, и заметим, что, поскольку / — функция с 
компактным носителем, интегрирование по s происходит по ограниченной 
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области. Поэтому можно применить теорему Фубини, которая дает следую­
щее: 

\F(Af(t,-)№\ = N\ee j е-<д"«>/(*,0<*«] 
— 00 

t 

^ Щ£? / l /(e,0|e-* ( t- ' ) l f | 3 da, 

где последний интеграл — это свертка функций |/(*,£)1 и ^>оехр(-кг|£|2). В 
силу неравенства Минковского 

y" |F(^/( t , . ) ) (0) l 2*) ^ i * ( o ( / l / ' ( * . O I 2 < « ) , (6-4) 

где при £ ^ О 
00 

Ф(0:=К| 2 /ехр(-к< |£ | 2 )Л = к_1-

Возведя (6.4) в квадрат и проинтегрировав по £, получаем оценку ||A/"||L2 ^ 
NiK~1\\f\\b2 для / 6 Co°(lRd+1). Это доказывает наше утверждение. 

Далее, если / е Со°(Ж''+1) и точка (t,x) не лежит в замкнутом носите­
ле функции / , то легко видеть, что функция p(s,t,x — y)f{s,y) бесконечно 
дифференцируема по у при любых s < t. Поэтому, интегрируя по частям, 
получаем 

Af(t,x) = K{t,x,s,y)f(s,y)dyds, (6.5) 

где ядро K(t,x,s,y) введено в примере 3.5. Этот пример и теорема 
Кальдерона-Зигмунда показывают, что ||Л/||^р ^ N| | / | |LP> где N зависит 
только от K,p,d. Применив (6.2), приходим к (6.1). Таким образом, теорема 
доказана для р е (1,2]. 

На р ~%. 2 результат распространяется по двойственности. По определению 
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и в силу теоремы Фубини для и, v e CQ° имеем 

/ v(-t,x)Au(t,x) dxdt 

= / v(-t,x)( / p(s,t,y-x)uxixi(siy)dyds\dxdt 

- / %>xi(«, У)( / p(s,t,x)v(~t,y-x)dxdt\dyds, 

= ' / «(-*,i/)>li;(s,y)rfyds, (6.6) 

где 

Av(s,y) := / p(t,s,x)vxixj(t,y-x)dxdt, p(t,s,x) = p(-s,-t,x). 

Так как 
— (• s 

I a(r) dr = / «(—r) rfr, 

то функция p — это просто функция р, построенная по функции a(-t) вместо 
a(t). Так как при показателях р из (1,2] результат уже получен, то, положив 
q = р/(р-1) в случае р ^ 2, находим, что g ^ 2 и |И«||^, ^ -^ll^lk,- Применив 
неравенство Гёльдера к последнему выражению в (6.6), найдем 

/ v{-t,x)Au(t,x)dxdt ^ N\\u\\Lp\\v\\Lq 

Теперь нужное утверждение следует из того, что v — произвольная функция 
из CQ°. Теорема доказана. • 

§7. Доказательство теоремы 1.1 

Напомним, что q,p € (1,оо), а также, что Lq(M.,Lp) — это пространство 
вещественных функций f(t,x) на Md+1, имеющих конечную норму (1.3). 

Как и в доказательстве теоремы 6.1, достаточно проверить, что 

I K H I M I . M ^ N\\Lu\\Lq{RiLp) (7.1) 

для ueC^(Ud+1). 
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Зафиксируем р е (1,оо), i,к = l,...,d, и, как в доказательстве теоремы 
6.1, определим Af той же формулой (6.3). В доказательстве теоремы 6.1 мы 
установили, что оператор А распространяется до ограниченного оператора в 
Lp(Md+1) = ЬР(Ш,Ьр). Разумеется, за этим расширением мы сохраним то же 
обозначение А. Сейчас мы проверим, что оператор А удовлетворяет условиям 
теоремы 4.1 с F = G = Ьр. В связи с этим будем впредь писать Af{t) вместо 
Af(t,-). 

Определим ядро K{t, s), как в примере 3.6, и заметим, что для всякой функ­
ции / G С§°(Ж^+1) и всякого t, не лежащего в замкнутом носителе функции 
/(s, •), равенство (6.5) превращается в 

оо 

Af(t)= J K(t,s)f{8,-)ds. (7.2) 

Мы утверждаем, что равенство (7.2) выполняется и для / е CQ°(M,F), по 
крайней мере для почти всех t вне замкнутого носителя функции s i->- /(s, •). 
Чтобы это проверить, заметим, что класс C~(ffid+1) плотен в LP(M, F), а опе­
ратор А непрерывен в LP(R,F), так что некоторые свойства этого оператора 
переносятся с Cg°(]Rd+1) на LP(R,F). Пусть, например, / 6 C^(Rd+1), а Г с ! 
— замкнутый носитель функции s н-> f(s, •). Представим дополнение к Г в 
виде объединения дизъюнктных интервалов: Гс = Ц ( а ь &»')» и сосредоточимся 
на точках t в одном из них, который будем обозначать через (а, Ь). Очевидно, 
значения функции-/(s, •) при s ^ 6 не влияют на правую часть формулы (7.2) 
(напомним, что JC(t,s) = 0 при t ^ s). Из-за непрерывности оператора А то 
же верно для любой функции / е CQ°{M.,F). Поэтому, проверяя равенство 
(7.2) для / G С£°(М, F) и почти всех t вне замкнутого носителя функции 
f(s, •), мы предполагаем, что t > a, a f(s, •) = 0 при s ^ а и при s ^ с, где с — 
конечное число. Такая функция / может быть приближена в Ip(Md+1) функ­
циями класса Co°(Md+1), носители которых по переменной s стягиваются к 
носителю функции / . Тогда правые части равенств (7.2) для приближающих 
функций сойдутся в ЬР(Ш, G) из-за непрерывности оператора А, а левые части 
сойдутся при каждом таком t > а как векторы из G, поскольку (см. (3.10)) 

оо а 

f JC{t,s)f(s, •) ds = ffC{t, s)f(s, •) rfJ 
J G II J \\G 

с 
a a 

^ J\\IC(t,s)f(s,-)\\GdS^N(t-a)-1 J \\f(s,.)\\Gds 

-oo 
a 

^Nit-ay'WfU^^, 
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где N не зависит от / . 
Это доказывает наше утверждение, а в соединении с примером 3.6 — и то, 

что А распространяется до ограниченного оператора в Ьд(Ш,Ьр) при всяком 
q€{l,p]. Опираясь на (6.2), получаем оценку (7.1) для q e (1,р]. 

Пусть теперь 1 < р < q < оо. Положим р' = р/(р- 1), q' = q/(q - 1), 
F' — Lpi(Rd). Тогда 1 < g' < p' < оо, и из (6.6) получается, что 

/ v(-t,x)Au(t,x)dxdt^\\u(-s,-)\\F\\Av(s)\\F>ds 

<^i||«IU,(K,F)||«lk,;(K,i-) (7.3) 

для всяких ы, v e CQ°. Как всегда, выберем функцию v приблизительно равной 

c{t)\Au{t,x)\P-1 sign Au{t,x), где c(t) = ЦАиЩЦ"/", 

так что первый член в (7.3) будет примерно равен числу ||Aw||| <жр), а 

I'W|IL,,(E,F') 

~ /'с9'(0|||л«(г)|р-1 | |£,л= f с4'{t)\\Au{t)\\4p(v~x)dt 
ж ж 

~ IHUH1,(E,F)-

Тогда из (7.3) получается 

1И<,(ж,тч < ^Н\ья(ш,Р)\\Аи\\1-1жру 

1И«1к,(к,л < ^I||M||L,(E,F)-. 

Это дает утверждение теоремы при 1 < р < q < оо. Доказательство оконче­
но. • 
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