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Zadaqi ob �kstremal�nom razbienii ploskih oblaste� vos�
hod�t k izvestno� teoreme M� A� Lavrent�eva o proizvedenii
konformnyh radiusov dvuh nenalega�wih oblaste� i ime�t bo�
gatu� istori�� Znaqitel�nyh uspehov v rexenii takih zadaq
dostigli uqastniki seminara po geometriqesko� teorii funk�
ci� v POMI 	sm�
 naprimer
 ��
 x
�� i xx����������� Cel� nasto�
�we� raboty � rasprostranit� klassiqeskie rezul�taty tako�
go roda na sluqa� oblaste� proizvol�nogo n�mernogo evklidova
prostranstva� My poluqaem analogi teorem M� A� Lavrent�eva

Z� Nehari
 �� E� Alenicyna i drugih avtorov
 pri �tom pon�tie
konformnogo radiusa oblasti zamen�ets� na pon�tie garmoni�
qeskogo radiusa ��
 ��� Osnovnym instrumentom pri dokazatel��
stve teorem �vl�ets� tehnika obobwennyh privedennyh module�
�
�
 kotora� rasprostran�ets� zdes� na sluqa� prostranstvennyh
oblaste�� My primen�em tak�e metod �kstremal�no� metriki i
dissimmetrizaci� ����

x�� Predvaritel�nye svedeni�

Vs�du ni�e Rn oznaqaet n�mernoe evklidovo prostranstvo
toqek x � �x�� ���� xn�
 n � �
 jxj �

p
�x��� � ���� �xn�� � dlina vek�

tora x � Rn� Vvedem oboznaqeni��
B�a� r� � fx � Rn � ja� xj � rg

E�a� r� � fx � Rn � ja� xj � rg

S�a� r� � fx � Rn � ja� xj � rg� a � Rn�

�n�� � ��n�����n��� � plowad� ediniqno� sfery S�	� 
��
�n � ��n� ���n������
Oblast� B prostranstva Rn nazovem dopustimo�
 esli ona

imeet funkci� Grina dl� operatora Laplasa
 obrawa�wu�s�

Rabota vypolnena pri finansovo
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����������
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v nul� na granice 	B �to� oblasti� My rassmatrivaem Rn kak
podmno�estvo prostranstva �Rn � Rn�f�g� Takim obrazom
 toq�
ka � mo�et prinadle�at� granice oblasti B� Ukazannu� funk�
ci� Grina s pol�som v toqke x� � B oboznaqim qerez gB�x� x���
V okrestnosti toqki x� imeet mesto razlo�enie

gB�x� x�� � �n�jx� x�j
��n� �r�B� x���

��n � o�
��� x� x��

Veliqinu r�B� x�� nazyva�t garmoniqeskim radiusom oblasti B
v toqke x�� Podrobnee o garmoniqeskom radiuse mo�no proqest�
v rabotah ��
 �
 ��� Ostanovims� lix� na nekotoryh neobhodimyh
nam svo�stvah� Tak
 garmoniqeski� radius polo�itelen
 neuby�
vaet pri rasxirenii oblasti i obladaet svo�stvom nepreryvno�
sti� Poslednee oznaqaet
 qto dl� l�bo� isqerpyva�we� posle�
dovatel�nosti dopustimyh oblaste� Bk
 k � 
� �� ���� �Bk 	 Bk��

��k��Bk � B
 spravedlivo ravenstvo limk�� r�Bk� x�� � r�B� x���
V sv�zi s �tim garmoniqeski� radius proizvol�no� oblasti
B 	 Rn v toqke x� � B opredel��t kak verhn�� gran� mno�estva
vseh garmoniqeskih radiusov v toqke x� dopustimyh ograniqen�
nyh oblaste�
 le�awih v B� Zametim
 qto esli funkci� y � f�x�
konformno otobra�aet oblast� B prostranstva Rn na oblast�
�B 	 Rn i y� � f�x��
 x� � B
 to

g �B�y� y�� � jf ��x�j
��n

� jf ��x��j
��n

� gB�x� x���

r� �B� y�� � jf ��x��jr�B� x���

gde jf ��x�j �� jdetDf�x�j��n ��
 s� ����� Pol�zu�s� principom sim�
metrii dl� garmoniqeskih funkci�
 netrudno ustanovit�
 qto
funkci� Grina xara B�	� 
� s pol�som v toqke x� � B�	� 
� imeet
vid

�n

�
jx� x�j

��n� jjx�jx�
� 
x��jx�jj
��n

�
� �
�

Ots�da r�B�	� 
�� x�� � 
 � jx�j
��
� Analogiqno
 funkci� Grina

dvugrannogo ugla D�
�k �� fx � �
 cos �� 
 sin �� x�� ���� xn� � j�j � ���kg

s pol�som v toqke x� � �t� 	� x�� ���� xn� ravna

gD�

�k
�x� x�� � �n

�kX
l��

��
�ljx� xlj
��n�
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gde xl � �t cos�l�k� t sin�l�k� 	� ���� 	�� l � 
� ���� �k �x�k � x��� k �

� �� ���� Po�tomu dl� garmoniqeskogo radiusa spravedliva for�
mula

r�D�
�k� x�� �

�
�k��X
l��

��
�l��jx� � xlj
��n

������n	

� ���

Privedem teper� netrivial�nye svo�stva garmoniqeskogo radi�
usa
 ustanavliva�wie ego sv�z� s emkost�� i �kstremal�no�
dlino�� Pust� B � dopustima� oblast� prostranstva Rn i x�
� toqka �to� oblasti� Pri dostatoqno malom r � 	 rassmotrim
kondensator C�r
B� � � �Rn n B�E�x�� r��� Modulem kondensatora
C�r
B� nazovem veliqinu jC�r
B�j
 obratnu� ego ��emkosti ����
B� E� Levicki� ��� ustanovil asimptotiqesku� formulu

jC�r
B�j � �nr
��n � �n�r�B� x���

��n � o�
�� r � 	 ���

Veliqina ��n�r�B� x�����n nazyvaets� privedennym modulem
oblasti B otnositel�no toqki x�� Pon�tie privedennogo modu�
l� v prostranstve vvedeno B� E� Levickim i I� P� Mit�kom 	sm�
��
 ���� Zametim
 qto naxi oboznaqeni� neskol�ko otliqny ot ����
Izvestno
 qto ��emkost� kondensatora sovpadaet s ��modulem se�
me�stva krivyh
 soedin��wih ego plastiny ��
 ���� Privedem
toqnoe opredelenie� Pust� ��r
B� � seme�stvo krivyh
 soedi�
n��wih granicu 	B so sfero� S�x�� r� v oblasti B n E�x�� r��
��modulem seme�stva ��r
B� nazyvaets� veliqina

M����r
B�� � inf

Z
Rn


�dx�

gde ni�n�� gran� berets� po vsem borelevskim funkci�m 
 �
R
n � �	��� takim
 qto dl� l�bo� lokal�no spr�ml�emo� kri�

vo� 
 � ��r
B� vypoln�ets�
R
� 
ds � 
� Iz raboty ���� vytekaet


qto levu� qast� v formule 	�� mo�no zamenit� na M��
� ���r
B���

x�� Privedenny� modul�

otnositel�no sovokupnosti toqek

Sledu� rabote �
�
 opredelim zdes� privedenny� modul� otno�
sitel�no sovokupnosti toqek
 no u�e dl� prostranstvennyh ot�
krytyh mno�estv� Pust� B � otkrytoe mno�estvo prostranstva
R
n
 xl
 l � 
� ����m
 � razliqnye toqki �togo mno�estva� Pust�
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�l� l � 
� ����m
 � proizvol�nye vewestvennye qisla
 otliqnye
ot nul�
 i pust� �l
 l � 
� ���m
 � proizvol�nye polo�itel�nye
qisla� Vvedem sledu�wie oboznaqeni�� X � fxlg�
 � f�lg� � �
f�lg� Zdes� i ni�e
 esli ne ogovoreno protivnoe
 simvoly f g
i
P

oznaqa�t sootvetstvenno sovokupnost� i summirovanie po
vsevozmo�nym indeksam
 ukazannym v kontekste
 za iskl�qeniem
teh
 pri kotoryh slagaemoe v

P
libo ravno�
 libo neopredele�

no� Pri dostatoqno malom r � 	 vvedem obobwenny� kondensator
kak upor�doqennu� sovokupnost�

C�r
B�X�
��� � f �Rn nB�E�x�� ��r�� ���� E�xm� �m�r�g

s predpisannymi znaqeni�mi sootvetstvenno 	� ��� ���� �m� Po ana�
logii s obyqnymi kondensatorami
 emkost�� kondensatora
C�r
B�X�
��� nazovem veliqinu

cap C�r
B�X�
��� � inf

Z
Rn

jrvj�dx�

gde ni�n�� gran� berets� po vsem funkci�m v � �Rn � R

klassa C��Rn�
 ravnym nul� v okrestnosti mno�estva �Rn n
B i �l v okrestnosti E�xl� �lr�� l � 
� ����m� Modul� kon�
densatora jC�r
B�X�
���j est� veliqina
 obratna� emkosti
cap C�r
B�X�
���� Privedennym modulem mno�estva B otnosi�
tel�no sovokupnoste� X�
 i � nazovem predel

M �B�X�
��� � lim
r��

�jC�r
B�X�
���j � ��nr
��n�� ���

gde � � �
P

��l �
n��
l ���� Ni�e budet pokazano
 qto ukazanny� pre�

del vsegda suwestvuet i koneqen
 a poka zametim
 qto neposred�
stvenno iz opredeleni� privedennogo modul� vytekaet svo�stvo
monotonnosti�

M �B�X�
��� �M �B�� X�
���

dl� l�byh X � fxlg� xl � B 	 B�� l � 
� ����m i l�byh 
���

Lemma �� Pust� �E�xl� r�� l � 
� ����m� � proizvol�nye zamknutye
mno�estva v Rn� udovletvor��wie uslovi�

E�xl� �lr�� 	 �E�xl� r� 	 E�xl� �lr��� l � 
� ����m�

pri nekotoryh nepreryvnyh polo�itel�nyh funkci�h rj � rj�r�

takih� qto r��nj �r��n � o�
�� r � 	� j � 
� �� Pust� �C�r
B�X�
���
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� kondensator� opredelenny	 kak i vyxe� no s zameno	 E�xl� �lr� na
�E�xl� r�� Predpolo�im� qto suwestvuet koneqny	 predel

lim
r��

�j �C�r
B�X�
���j � ��nr
��n�� ���

Togda suwestvuet ravny	 emu predel ���� Naoborot� esli suwe

stvuet predel 	
�� to suwestvuet ravny	 emu predel 	�� dl� l�


byh takih �E�xl� r�� l � 
� ����m�

Dokazatel�stvo �togo utver�deni� poqti doslovno povtor�et
dokazatel�stvo lemmy � raboty �
��

Teorema �� Pust� B � otkrytoe mno�estvo prostranstva Rn

i pust� xl� l � 
� ����m� � razliqnye toqki �togo mno�estva� Pred

polo�im� qto ka�da� sv�zna� komponenta mno�estva B� soder

�awa� hot� by odnu toqku xl� dopustima� Pust� gl�x� � funkci�
Grina tako	 komponenty s pol�som v toqke xl� doopredelenna�
nulem vo vnexnosti komponenty� i pust� Rl � garmoniqeski	 ra

dius sv�zno	 komponenty mno�estva B v toqke xl� Togda spra

vedliva formula

M �B�X�
��� � ��n
X

��l R
��n
l �

X
�l�pgl�xp��

gde �l � ��l�
n��
l � l � 
� ����m�

Dokazatel�stvo� Vvedem vspomogatel�nu� funkci�

g�x� �
mX
p��

�p

mX
k��

�kpgk�x��

gde

�kp �

�
����n ��k�p�

n��r��n��	gk�xp�� k �� p


���n ��pr�n���
 � ��pr�n��R��n
p �� k � p�

�

Funkci� g�x� ravna nul� v �Rn nB i garmoniqeska� v B n fxlg�

Polo�im �E�xl� r� � fx � E�xl� ��lr� � g�x���l � 
g
 l � 
� ����m� Dl�
toqek x � E�xl� ��lr� pri r� 	 imeem

g�x� � �l��llgl�x� �
mX
k��
k ��l

�klgk�x���
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�
mX
p��
p ��l

�p��lpgl�x� � �ppgp�x� �
mX
k��
k ��l�p

�kpgk�x�� �

� �l��
 � ��lr�
n��R��n

l �
�
�jx� xlj���lr��

��n
�

� ��lr�
n��R��n

l �
�
� o�rn�����

�
mX
p��
p��l

�p��
��
n ��pr�

n���gp�xl� � o�
���

����n ��pr�
n��gp�xl� �jx� xlj���lr��

��n
� o�rn����� ���

Ots�da
 v qastnosti
 sleduet
 qto pri dostatoqno malom r na
sfere jx� xlj � ��lr vypoln�ets� g�x� � ���n�l � o�
�
 a na sfere
jx � xlj �

�
��lr imeem g�x� � �n���l � o�
�
 r � 	� Po�tomu vvidu

garmoniqnosti g�x� granica mno�estva �E�xl� r� sostoit iz toqek
x
 le�awih v kol�ce �

��lr � jx � xlj � ��lr i udovletvor��wih
uravneni� g�x� � �l� Priravniva� k �l pravu� qast� ravenstva
	��
 dl� takih toqek poluqim

�jx� xlj���lr��
��n � 
 � o�
�� r � 	�

Ispol�zu� poslednee sootnoxenie i ravenstvo 	��
 netrudno

pokazat�
 qto na granice 	 �E�xl� r� vypoln�ets� bolee sil�noe so�
otnoxenie

�jx� xlj���lr��
��n � 
 � o�rn���� r � 	�

Sledovatel�no
 mno�estva �E�xl� r�
 l � 
� ���m
 udovletvor��t
uslovi�m lemmy � i vvidu �to� lemmy dostatoqno na�ti pre�
del 	���
Po principu Dirihle


cap �C�r
B�X�
��� �

Z
Bn
S
m

l��
�E�xl�r	

jrgj�dx�

Pust� 
 � 	 nastol�ko malo
 qto mno�estva E�xl� 
� prinadle�at
�E�xl� r� sootvetstvenno
 l � 
� ����m� Primen�� formulu Grina i
teoremu Gaussa
 posledovatel�no imeemZ

Bn
S
m

l��
�E�xl�r	

jrgj�dx � �
X

�l

Z
S�xl��	

	g

	n
d� �
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� �
X

�l�p�lp

Z
S�xl��	

	gl
	n

d� �
X

�l�p�lp �

Zdes� differencirovanie provodits� po vnutrenne� normali k

pol� kondensatora �C�r
B�X�
���� Podstaviv s�da znaqeni� �lp 

poluqaem

cap �C�r
B�X�
��� � �n
��
X

��l ��lr�
n���
 � ��lr�

n��R��n
l ��

����n
X

�l�p��l�p�
n��r��n��	gl�xp��

Ots�da

j �C�r
B�X�
���j � �n�r
��n� �n�

�
X

��l �
��n��	
l R��n

l �

�
X

���l�p�
n��
l �n��p gl�xp� � o�
�� r� 	�

gde � � �
P

��l �
n��
l ���� Ostalos� primenit� lemmu �� Teorema do�

kazana�

x�� Teoremy ob �kstremal�nom razbienii

Rassmotrim snaqala analog neravenstva Alenicyna�Nehari
v sluqae prostranstvennyh oblaste� ���
 s� �����

Teorema 	� Dl� l�byh poparno nepereseka�wihs� oblaste	 Dl� l �

� ����m� prostranstva Rn� n � �� toqek xl � Dl � l � 
� ����m� m � ��
i vewestvennyh qisel �l� l � 
� �� ����m� spravedlivo neravenstvo

�
X

��l �r�Dl� xl��
��n �

X
�l�pjxl � xpj

��n� ���

Dokazatel�stvo� Dostatoqno rassmotret� ograniqennye dopu�
stimye oblasti Dl 
 l � 
� ����m� Mo�no sqitat� tak�e
 qto vse
�l �� 	
 l � 
� ����m� Pust� 
 � 	 nastol�ko veliko
 qto xar B�	� 
�
soder�it vse oblasti Dl
 l � 
� ����m� Primen�� teoremu � k mno�
�estvu B � �ml��Dl i sovokupnost�m X � fxlg� 
 � f�lg� � �
f
� ���� 
g
 poluqaem

M �B�X�
��� � ��n�
�
X

��l r�Dl� xl�
��n�

V silu monotonnosti modul�


M �B�X�
��� �M �B�	� 
�� X�
����
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Posledni� modul� vyqisl�em po teoreme � s uqetom ravenstva
	���

M �B�	� 
�� X�
��� � ��n�
�
X

��l �
 � jxlj
��
���n�

��n�
�
X

�l�p

�
jxl � xpj

��n �

���� jxpj
 xl �



jxpj
xp

����
��n

�
�

Ostalos� pere�ti k predelu pri 
��� Teorema dokazana�

Zametim
 qto v otliqie ot ploskogo sluqa� ne trebuets� do�
polnitel�nogo ograniqeni� na qisla �l
 l � 
� ����m� Takim obra�
zom
 neravenstvo 	�� oznaqaet neotricatel�nost� nekotoro� kva�
dratiqno� formy� V qastnosti
 pri m � � imeem

���r�D�� x��
��n � ���r�D�� x��

��n � �����jx� � x�j
��n � 	

dl� l�byh vewestvennyh ��
 �� i l�byh nenalega�wih oblaste�
D�
 D� prostranstva Rn� Ots�da

r�D�� x�� � r�D�� x�� � jx� � x�j
��

Znak ravenstva dostigaets� dl� poluprostranstv D� i D� s ob�
we� granice� i dl� toqek x�
 x�
 simmetriqnyh otnositel��
no �to� granicy� Itak
 neravenstvo Lavrent�eva dl� ploskih
oblaste� ostaets� vernym v Rn
 esli konformny� radius zame�
nit� na garmoniqeski� 	sr� ��
 ���� Predel�ny� perehod v kon�
ce dokazatel�stva teoremy � privodit k predpolo�eni�
 qto
prava� qast� neravenstva 	�� ravna
 po�vidimomu
 privedenno�
mu modul� prostranstva Rn otnositel�no sovokupnoste� X�

i � 	sr� ������ Sledu�wi� rezul�tat �vl�ets� analogom teore�
my P� P� Kufareva ���� dl� konformnyh radiusov nenalega�wih
ploskih oblaste� v kruge� Otmetim
 qto izvestnye sposoby do�
kazatel�stva �to� teoremy s pomow�� libo parametriqeskogo
metoda
 libo konformnogo otobra�eni� i primeneni� neraven�
stva Lavrent�eva v prostranstve Rn
 n � �
 ne primenimy�

Teorema 
� Esli oblasti D� i D� ne pereseka�ts� i le�at v
xare B�	� R�� to dl� l�byh toqek xl � Dl� l � 
� � vypoln�ets�

r�D�� x��
��n � r�D�� x��

��n � �jx�� x�j
��n � �R� jx�j

��R���n�

��R� jx�j
��R���n � �jjx�jx��R� Rx��jx�jj

��n� ���
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Znak ravenstva dostigaets� dl� proizvol�nyh toqek x�� x�� pri

nadle�awih xaru B�	� R�� i oblaste	

Dl � fx � B�	� R� �
�X

k��

��
�k�l
	
jx� xkj

��n�

� jjxkjx�R� Rxk�jxkjj
��n

�
� 	g�

Dokazatel�stvo� Dostatoqno rassmotret� dopustimye oblasti
Dl
 l � 
� �� Polo�im X � fx�� x�g�
 � f
��
g� � � f
� 
g� Soglas�
no svo�stvu monotonnosti privedennogo modul� imeem

M �D� �D�� X�
��� �M �B�	� R�� X�
����

Vospol�zovavxis� teoremo� �
 poluqim

��n�
��r�D�� x��

��n � r�D�� x��
��n� � ��n�

�r�B�	� R�� x��
��n�

��n�
�r�B�	� R�� x��

��n � ���gB���R	�x�� x���

Trebuemoe neravenstvo teper� sleduet iz 	���
Issleduem vopros o znake ravenstva� Vvedem funkci�

g�x� � gB���R	�x� x��� gB���R	�x� x���

Legko videt�
 qto mno�estva Dl �� fx � B�	� R� � ��
�l��g�x� �
	g
 l � 
� �
 �vl��ts� oblast�mi� Krome togo
 funkci� Grina
oblasti Dl sovpadaet s funkcie� ��
�l��g�x�
 l � 
� �� Ispol�zu�
	��
 poluqim

r�D�� x��
��n � jx��x�j

��n��R�jx�j
��R���n�jjx�jx��R�Rx��jx�jj

��n


r�D�� x��
��n � jx��x�j

��n��R�jx�j
��R���n�jjx�jx��R�Rx��jx�jj

��n�

Takim obrazom
 dl� toqek x�
 x� i oblaste� D�
 D� vypoln�ets�
znak ravenstva v 	��� Teorema dokazana�

Privedem teper� rezul�tat dl� nenalega�wih oblaste� so
svobodnymi pol�sami 	sr� ��
 s� ����� Nam ponadob�ts� ci�
lindriqeskie koordinaty �
� �� x�� toqki x � �x�� ���� xn� v Rn

n � �
 sv�zannye s ishodnymi koordinatami sootnoxeni�mi
x� � 
 cos �
 x� � 
 sin �
 x� � �x�� x
� ���� xn�� Vvedem sledu��
wie oboznaqeni�� J � f�
� �� x�� � 
 � 	g� G � libo kol�co
fx � 
� � jxj � 
�g
 libo cilindr f�
� �� x�� � 
� � 
 � 
�g

	 � 
� � 
� � �
 D�

l � f�
� �� x�� � G � j� � ��l�mj � ��mg

x�l � �t� ��l�m� 	�
 
� � t � 
�
 l � 
� ����m�
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Teorema �� Dl� l�byh razliqnyh toqek xl� l � 
� ����m �m � ���
le�awih na okru�nosti f�
� �� x�� � 
 � t� x� � 	g� i l�byh poparno
nepereseka�wihs� oblaste	 Dl prostranstva R

n takih� qto xl �
Dl 	 �G� l � 
� ����m� spravedlivo neravenstvoX

r�Dl� xl�
��n �

X
r�D�

l � x
�
l �
��n � mr�D�

m� x
�
m�

��n�

V qastnosti� pri m � �k� 
� � 	 i 
� �� imeem

�kX
l��

r�Dl� xl�
��n � m

�k��X
l��

��
�l��jx��k � x�l j
��n�

Dokazatel�stvo� Mo�no sqitat�
 qto oblasti Dl
 l � 
� ����m

dopustimy� My predpolagaem vospol�zovat�s� formulo� 	��
 gde
jC�r
B�j � M��

� ���r
B�� � ����r
B��� Osnovnye neobhodimye nam
fakty
 kasa�wies� ���kstremal�no� dliny ���� seme�stva kri�
vyh � sovpada�t s takovymi dl� ploskogo sluqa� ��
�� Bolee
obwee izlo�enie mo�no na�ti v rabote ����� Nam ponadobits�
tak�e procedura dissimmetrizacii ��
 s� ���
 kotora� prime�
nitel�no k naxemu sluqa� vygl�dit sledu�wim obrazom� Obo�
znaqim qerez � gruppu simmetri� v Rn
 sosto�wu� iz super�
pozici� otra�eni� otnositel�no ploskoste�
 prohod�wih qerez
poluploskosti L�l � f�
� �� x�� � � � ��l�mg
 a tak�e poluplosko�
sti f�
� �� x�� � � � ��m � ��l�mg
 l � 
� ����m 	zdes� i ni�e plos�
kost� oznaqaet giperploskost��� V prostranstve �Rn vvedem sim�
metriqnu� strukturu fPlg

N
l�� kak sovokupnost� zamknutyh uglov

Pl � f�
� �� x�� � �l� � � � �l�g
 l � 
� ���� N 
 udovletvor��wih uslo�
vi�m�

aP �
N

l��

Pl � �Rn�

NX
l��

��l� � �l�� � ���

bP � f��Pl�g
N
l�� � fPlg

N
l�� dl� l�bo� izometrii � � ��

Sovokupnost� f�lg
N
l�� povorotov vokrug osi J nazovem dissim�

metrizacie� simmetriqno� struktury fPlg
N
l��
 esli dl� obrazov

Sl � �l�Pl� vypoln��ts� sledu�wie uslovi��

aS�
SN
l�� Sl �

�Rn
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bS� dl� l�bogo nepustogo pereseqeni� Sl 
 Sp
 l� p � 
� � � � � N 
 su�
westvuet izometri� � � � taka�
 qto �����l �Sl 
 Sp�� � ����p �Sl 

Sp��
Dl� proizvol�nogo podmno�estva A prostranstva �Rn vvedem

oboznaqenie

DisA �
N

l��

�l�A 
 Pl��

Pust� Ll� l � 
� � � � �m � poluploskosti s kraem J 
 prohod�wie
qerez toqki sootvetstvenno xl
 i pust� r � 	 dostatoqno malo�
Iz lemmy ��
 raboty ��� sleduet suwestvovanie simmetriqno�
struktury fPlg

N
l��� N � m i dissimmetrizacii f�lgNl�� takih
 qto

DisL�l � Ll� DisE�x�l � r� � E�xl� r�� l � 
� � � � �m�

Oboznaqim qerez ��m seme�stvo krivyh v f�
� �� x�� � D�
m � �

m
�

� � 	g n B�x�m� r�
 soedin��wih granicu D�
m so sfero� S�x�m� r� i

pust� ��r
D�
m� � seme�stvo krivyh iz x� dl� B � D�

m� x� � x�m�
Princip simmetrii ��

 s� ��� daet

����r
D�
m�� �




�
����m�� ���

Dl� ka�do� krivo� 
�m � ��m postroim krivu� 
�
 �vl��wu�s�
summo� vseh razliqnyh krivyh
 poluqa�wihs� iz 
�m pri oto�
bra�enii � � �� Kriva� 
� sostoit iz m nepreryvnyh krivyh v
G
 soedin��wih sfery S�x�l � r�� l � 
� � � � �m� Seme�stvo krivyh

� oboznaqim qerez ��� Iz principa kompozicii i simmetrii
seme�stva �� sleduet

����� � �m����m� �
	�

��

 s ���� ��
 s� ���
 ����� Tak kak dissimmetrizaci� f�lg
N
l��

induciruet metriku v obe storony s sohraneniem dliny i plo�
wadi
 to

����� � ����� �

�

gde � � f
 � 
 � Dis
� � 
� � ��g� Vvidu svo�stva bS� pereseqenie
ka�do� �krivo�� 
 iz seme�stva � s uglom
 obrazovannym dvum�
sosednimi poluploskost�mi Ll
 soder�it nekotory� kontinuum

soedin��wi� sfery S�xl � r�� Nakonec
 vvedem seme�stva krivyh
�l� i �l�� l � 
� � � � �m� Seme�stvo �l� sostoit iz nepreryvnyh dug
krivyh seme�stva �
 le�awih v Dl i soedin��wih granicu 	Dl
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s polusfero� sfery S�xl� r� raspolo�enno� po odnu storonu ot
poluploskosti Ll� Seme�stvo �l� sostoit iz analogiqnyh dug

soedin��wih 	Dl so vtoro� polusfero� sfery S�xl � r�� Vnov�
principy kompozicii da�t

���� �
X

����l�� � ���l���� ����r
Dl��
�� � ���l��

�� � ���l��
���

l � 
� � � � �m
 gde ��r
Dl� � seme�stvo krivyh iz paragrafa � dl�
B � Dl
 x� � xl� l � 
� � � � �m� Primen�� klassiqeskoe neravenstvo
dl� srednih
 poluqaem

���l�� � ���l�� � �����l��
�� � ���l��

������

Vypisannye vyxe sootnoxeni� dl� �kstremal�nyh dlin se�
me�stv krivyh da�t v itoge

m����r
D�
m�� �

X
����r
Dl���

Ostalos� vospol�zovat�s� formulo� 	��� Znaqenie pravo� qasti
neravenstva v teoreme 
 pri qetnom qisle toqek m � �k i 
� �
	� 
� �� vytekaet iz 	��� Teorema dokazana�
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