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ta neodnorodnost� �vl�las� krugom� radius kotorogo mal po
sravneni
 s tolwino� slo� i dlino� volny	 Bylo pokazano pri
nekotoryh ograniqeni�h� qto v glavnom pribli�enii neodnorod�
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magnitno� pronicaemosti ��� proporcional�ny� plowadi neodno�

rodnosti �oblasti ��� �sm	 ris	 ��	
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napravlennosti dl� rasse�nnogo pol� v glavnom pribli�enii
zavisit ot plowadi oblasti �� i ne zavisit ot formy �llipsa
i ego polo�eni�	
Krome �togo rezul�tata na�dem rexenie zadaqi difrakcii

�lektromagnitno� plosko� volny ot malo� neodnorodnosti v
sloe ��	
Pust� na ideal�no provod�wu
 poverhnost� ���� pokrytu


di�lektriqeskim sloem tolwiny l� l�� padaet iz sredy �� plos�
ka� volna Einc	 Predpolo�im� qto v sloe �� imeets� vkl
qenie
�� s drugimi parametrami �� �� qem u slo�	

Vnaqale na�dem volnu� rasse�nnu� neodnorodnost�� �� v odno�

rodno� srede ��	

x�� Rexenie zadaqi otra�eni�

plosko� volny ot neodnorodnosti ��

Vvedem �lliptiqeskie koordinaty ��� ��� esli dekartovy koor�
dinaty vybrany tak� qtoby os� x prohodila qerez fokusy �lli�
psa	 Oboznaqim fokusnoe rassto�nie qerez �h	 Togda dekartovy
koordinaty sv�zany s �lliptiqeskimi sootnoxeni�mi ����

x � h cosh � cos ��

y � h sinh � sin �� � � �� � � � � ��	
��	��

V �lliptiqeskih koordinatah uravnenie Gel�mgol�ca zapi�
xets� sledu
wim obrazom�

�	 � k�i �ui �

�ui

��

�

�ui

��

� �k��cosh �� � cos ���ui � ��

i � �� 
� �k � kih� �	 ��	��

Esli iskat� rexenie v vide proizvedeni� funkci�� zavis�wih
ot � i ��

u��� �� � ui��� �� � 
�������� i � �� 
� ��	��

to poluqim� qto funkcii 
 i � �vl�
ts� rexeni�mi uravneni�
Mat�e �Mathieue�


�



��
� �a � �k� cosh ���
 � �� ��	��


��


��
� �a� �k� cos ���� � �	 ��	��
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Krome uravneni� my dol�ny udovletvorit� graniqnomu uslo�
vi
 nepreryvnosti kasatel�nyh komponent �lektriqeskogo i
magnitnogo pol� na granice �����

�
u� � u��

�

��


u�

n

�
�

��


u�

n

	
��	��

Kak i ranee �sm	 ��� ��� rexenie nevozmuwenno� zadaqi difrak�
cii� kogda oblast� �� otsutstvuet� predstavl�ets� v vide super�
pozicii ploskih voln	
V pervom pribli�enii pri malyh razmerah oblasti �� i pri

tolwine slo� por�dka dliny volny �ffektami vtoriqno� di�
frakcii� t	e	 difrakcii pol�� rasse�nnogo na ��� mo�no prene�
breq�	
Itak� v pervom pribli�enii zadaqa svodits� k zadaqe di�

frakcii plosko� volny na malom poluprozraqnom �llipse	 Dl�
poluqeni� rexeni� zadaqi difrakcii vospol�zuems� formulo�
razlo�eni� plosko� volny po funkci�m Mat�e�

uinc� � eik�r cos����� � �
�X
n��

�

P�n
Ce�n���ce�n���ce�n����

�
�

S�n��
Se�n�����se�n�����se�n������

�if to �e s nomerom �n� �g� ��	��

gde cem i sem qetnye i neqetnye periodiqeskie funkcii Ma�
t�e� Cem i Sem sootvetstvu
wie im neperiodiqeskie funkcii	
Ime
t mesto sledu
wie razlo�eni� dl� �tih funkci��

ce�n�z� q��
�X

m��

A�n
�m cos �mz�

ce�n���z� q��
�X

m��

A�n��
�m�� cos��m� ��z�

��	��

se�n���z� q��
�X

m��

B�n��
�m��sin��m� ��z�

se�n���z� q��
�X

m��

B�n��
�m��sin��m� ��z�

��	��
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gde q � k� � �� qi � k� �
�
kih
�

�� � �� i � �� 
	

Ce�n�z� q��
ce�n������ q�

A�n
�

�X
m��

����mA�n
�mJ�m��k cosh z��

��	���

Ce�n���z� q��
ce��n�������� q�

kA�n��
�

�X
m��

����mA�n��
�m��J�m����k cosh z��

Se�n���z� q� �
se�n�������� q� tanh z

kB�n��
�

�

�
�X

m��

����m��m � ��B�n��
�m��J�m����k cosh z��

Se�n���z� q� � �
se��n�������� q� tanh z

k�B�n��
�

�

�
�X

m��

����m��m � ��B�n��
�m��J�m����k cosh z�	

��	���

V dal�ne�xem nam potrebuets� krome �tih rexeni� ewe rexe�
ni� Feym�z� q� i Geym�z� q�� kotorye poluqa
ts� iz Cem�z� q� i
Sem�z� q� zameno� v razlo�eni�h funkci� Bessel� J na funkcii
Ne�mana Y � a tak�e funkcii

Me���m � Cem � iF eym� Ne���m � Sem � iGeym� ��	���

kotorye ime
t razlo�eni� v r�dy� soder�awie funkcii Hanke�

l� H
���
m vmesto Jm	

Ko�fficienty Pm i Sm v ��	�� opredel�
ts� sootnoxeni�mi�

P�n �
ce�n��� q�ce�n������ q�

A�n
�

�

P�n�� �
ce�n����� q�ce��n�������� q�

kA�n��
�

�

��	���

S�n�� �
se��n����� q�se�n�������� q�

kB�n��
�

�

S�n�� �
se��n����� q�se�n�������� q�

k�B�n��
�
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Ko�fficienty Pm i Sm v ��	�����	��� nahod�ts� iz rekurrent�
nyh sootnoxeni�����
��

aA� � qA� � ��

�a� ��A� � q�A	 � �A�� � �� dl� funkcii

�a� �m��A�m � q�A�m�� � A�m��� � �� ce�m�z� q�	

	 ��	���

�
�a � �� q�A� � qA� � �� dl� funkcii

�a���m�����A�m���q�A�m���A�m���� �� ce�m���z� q�	
��	���

�
�a� �� q�B� � qB� � �� dl� funkcii

�a���m�����B�m���q�B�m���B�m������ se�m���z� q�	
��	���

�
�a � ��B� � qB	 � �� dl� funkcii

�a � �m��B�m � q�B�m�� � B�m��� � �� se�m���z� q�	
��	���

Konstanta razdeleni� a � a�q� nahodits�� voobwe govor�� iz ne�
kotoryh cepnyh drobe�� no pri malyh q udobno ispol�zovat�
razlo�eni� v r�dy po stepen�m q	
Esli oboznaqit� qerez am sobstvennye znaqeni� funkcii

cem�z� q� i qerez bm sobstvennye znaqeni� funkcii sem�z� q�� to
dl� nih mo�no poluqit� sledu
wie razlo�eni��

a� � ��

�
q� �

�

���
q	 � O�q
��

b� � �� q � �

�
q� � O�q	�� a� � � � q � �

�
q� � O�q	�� ��	���

b� � �� �

��
q� � O�q	�� a� � � �

�

��
q� � O�q	�� i t	d	

Esli podstavit� �ti vyra�eni� v ��	������	���� to dl� ko�ffi�
cientov A i B pri malyh q ime
t mesto sootnoxeni� �l � ��

Am
m��l � ����l m�

l��m� l��

�
q

�

	l
�

Am
m��l � ����l �m � l � ���

l��m � l��

�
q

�

	l
	

��	���

Analogiqnye formuly ime
ts� dl� ko�fficientov Bm
m��l	
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Vernems� k rexeni� zadaqi rasse�ni� na poluprozraqnom �lli�

pse	

Itak� pust� na �llips � � �� padaet ploska� volna ��	��	 Tre�
buets� na�ti pole� udovletvor�
wee graniqnomu uslovi
 ��	��	
Rexenie vne �llipsa ��� budem iskat� v vide�

u��uinc� �
�X

m��

a
���
�mMe

���
�m���ce�m���ce�m����b

���
�m��Ne

���
�m������

�se�m�����se�m����� � fto �e s nomerom �m� �g� ��	���

a rexenie vnutri �llipsa ��� imeet ino� vid�

u� �
�X

m��

a
���
�mCe�m���ce�m���ce�m��� � b

���
�m��Se�m������

�se�m�����se�m����� � ifto �e s nomerom�m � �g	
��	���

Zametim� qto vyra�enie ��	��� est� funkcii ot q� � k��h
���� a

��	��� est� funkcii ot q� � k��h
���� qto� radi kratkosti� my

opuskaem	 Legko videt�� qto vyra�eni� ��	��� i ��	��� �vl��

ts� rexeni�mi uravneni� Gel�mgol�ca vne i vnutri �llipsa
���� pri�tom funkci� u� � uinc� udovletvor�et uslovi
 izluqe�
ni�	 Ostaets� udovletvorit� tol�ko graniqnym uslovi�m ��	��	
Podstanovka vyra�eni� ��	��� i ��	��� v uslovie ��	�� privo�
dit nas� voobwe govor�� k beskoneqno� sisteme algebraiqeskih

uravneni� dl� ko�fficientov a
�����
m i b

�����
m 	 Odnako� ispol�zu�

sootnoxeni� ��	�����	��� dl� funkci� Mat�e� mo�no pokazat��
qto pri malyh q � qi � k�ih

���� kih� �� i � �� 
 sistema �vl�ets�
asimptotiqeski �po q � �� diagonal�no� i �to pozvol�et vyra�
zit� glavny� qlen asimptotiki po q v �vnom vide	 Pri malyh q
imeem

cem��� q�� � cem��� q�� �O�q���

sem��� q�� � sem��� q�� � O�q��	

Togda s toqnost�
 O�q� poluqim vyra�enie dl� ko�fficientov
pol�� rasse�nnogo na �llipse

a
���
�m�

���Ce
�

�m���� q��Ce�m���� q���Ce�m���� q��Ce��m���� q��
���Ce��m���� q��Me

���
�m���� q���Ce�m���� q��Me

����

�m ���� q��
�

gde ��� �

r
����
����
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Podstavl�� s
da razlo�eni� ��	���� ��	���� uqityva� ��	���� a
tak�e razlo�enie v okrestnosti nul� dl� cilindriqeskih funk�
ci� Bessel� i Ne�mana� poluqim pri m � �

a
���
� � i��� � ���k

�
�

S

�
	

Analogiqnye rassmotreni� dl� ko�fficientov b
���
�m�� privod�t

k vyra�eni
 pri m � �

b
���
� � a

���
� � ������� � ��

�� � ��
k��
S

�
	

Poskol�ku� kak izvestno� plowad� �llipsa ravna �h � fokusnoe
rassto�nie�

S � �h� cosh �� sinh ���

to vidno� qto kak i dl� sluqa� kruga� harakteristiki rasse�ni�
pri kh � � zavis�t tol�ko ot plowadi rasseivatel� ��llipsa
��� i ne zavis�t ot ego formy i orientacii	 Napomnim� qto vse
rassmotreni� provodilis� v pervom pribli�enii po kh� �	
Dal�ne�xie rassmotreni� analogiqny tem� kotorye provodi�

lis� v rabotah ��� �� dl� sluqa�� kogda neodnorodnost� � krug ��	
Okonqatel�no formuly dl� diagrammy napravlennosti pol��

rasse�nnogo neodnorodnost�
 ��llips ��� sohran�
ts�	

x�� Rexenie zadaqi rasse�ni� plosko� volny

ot slo� s �lliptiqeskim vkl�qeniem ��

Pust� na ideal�no provod�wu
 poverhnost� ��� � y � l� pokry�
tu
 di�lektriqeskim sloem tolwiny l � l�� padaet iz sredy ��

ploska� volna Einc pol�rizovanna� perpendikul�rno ploskosti
padeni� �xy�	 Na granicah ��� � y � l i ��� dol�ny vypoln�ts�
uslovi� nepreryvnosti kasatel�nyh komponent �lektriqeskogo
i magnitnogo pol� tipa ��	��	 Na granice ��� � y � �l� vypolne�
no uslovie Dirihle �sm	 ris	 ��	
Rexenie �to� zadaqi izvestno i ego znaqenie ponadobits� nam

lix� na malo� �lliptiqesko� oblasti �� v sloe	 Privedem zdes�
�to rexenie� kotoroe asimptotiqeski pri kh � � ne zavisit ot
�� ��

u����� �� �
�e�ik�l sin ��eik�l sin �� sin
�

	�
��
�� � e�ik� sin��l� �	 ��	��
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Zdes� ugly 
� � ��� � �� 
� est� ugly skol��eni� pada
we� i
prelomlenno� sloem voln� 	�
�� raven

	�
�� � sin
��� �E�
� � �

��k�
��k�

q
�� k���k

�
� cos

� 
���� E�
��� ��	��

gde

E�
� � e�ik��l�l� � sin �� � sin
� �

q
�� k���k

�
� cos

�
�	 ��	��

Vospol�zuems� razrabotannym v rabotah ����� metodom inte�
gral�nyh uravneni� naho�deni� pol�� rasse�nnogo �lliptiqe�
sko� neodnorodnost�
 ��� i asimptotiko� funkcii Grina dl�
slo� pri k�r� � i k�h� �

G��r� 
� �� �� �
ei�k�r����	�p

��k�r
�

�
e�ik�l sin�eik�l

p
��k�

�
�k�

�
cos� � sin
�



� � e�ik�l�

p
��k�

�
�k�

�
cos� �

�
sin
�� �E�� � ��k�

��k�

p
�� k���k

�
� cos

�
���E��
	 ��	��

V formule ��	�� E� imeet sledu
wee vyra�enie

E� � e�ik��l�l� �
p

��k�
�
�k�

�
cos� �� ��	��

a ugol 
 est� ugol nabl
deni�	
Okonqatel�no� v pervom pribli�enii �lektromagnitna� plos�

ka� volna pol�rizovanna� perpendikul�rno ploskosti padeni��
rasse�nna� ot malo� �lliptiqesko� neodnorodnosti vedet seb�
tak�e� kak i pole� rasse�nnoe ot kruga malogo radiusa�

U�
E �r� 
��

���
��

�
����
����

��
	
��k�h�

��

� cosh �� sinh ��
ei�k�r����	�p

��k�r
F �
�� 
�� ��	��

gde diagramma napravlennosti F �
�� 
� ravna

F �
�� 
� � T���
��T���
� �

e�ik�l sin��eik�l
p

��k�
�
�k�

�
cos� �� sin
�



� � e�ik�l�

p
��k�

�
�k�

�
cos� ��

�
	�
��

�
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�
e�ik�l sin �e�ik�l

p
��k�

�
�k�

�
cos� � sin




� � e�ik�l�

p
��k�

�
�k�

�
cos� �

�
	�
�

	 ��	��

Vyvody� sledu
wie iz formul ��	��� ��	��� polnost�
 sovpada�

t s vyvodami raboty ���	
Sravniva� rasse�nie plosko� �lektromagnitno� volny ot �l�

liptiqesko� neodnorodnosti v neograniqennom prostranstve s
rasse�niem ot neodnorodnosti v sloe� vidim� qto kaqestvenna�

kartina sohranits�	
Neodnorodnost� budet izluqat� kak toqeqny� istoqnik� mow�

nost� kotorogo proporcional�na plowadi neodnorodnosti i
skaqkam di�lektriqesko� i magnitno� pronicaemoste� na gra�
nicah razdelov	
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