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УДК517.9 М А Т Е М А Т И К А 

В.В. Л Ы Ч А Г И Н , В.Н. Р У Б Ц О В 

ЛОКАЛЬНАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ МОНЖА-АМПЕРА 

(Представлено академиком А .Д. Александровым 14 XII1982) 

1. Настоящая работа посвящена вопросу о локальной эквивалентности не­
линейных дифференциальных уравнений второго порядка относительно группы 
контактных диффеоморфизмов. Впервые эта задача поставлена в 1874 г. Софусом Ли. 
Тогда же он сформулировал теоремы [ 1 , 2 ] о приведении дифференциальных урав­
нений типа Монжа—Ампера к квазилинейному и линейному виду. Отметим, что 
ограничение вида нелинейности существенно, поскольку эта задача, в частности, 
включает в себя классификацию всех подмногообразий в пространстве квадрик 
относительно группы дробно-линейных преобразований. 

В этой работе, основываясь на связи между дифференциальными формами 
на многообразии 1-джетов гладких функций JlM и дифференциальными уравне-
ними Монже—Ампера на гладком многообразии М [ 3 ] , мы указываем условия при­
водимости таких уравнений к уравнениям с постоянными коэффициентами. Клас­
сический случай d i m M - 2 рассмотрен нами ранее [4].Ниже мы используем обозна­
чения и результаты работы [ 3 ] . 

2. Пусть М - гладкое многообразие, JSM - многообразие s-джетов гладких 
функций на М. С каждой дифференциальной ^-формой со Е Л* (JlM), k < d i m M , 
свяжем нелинейный дифференциальный оператор второго порядка А ш : С°° (М) -> 
-•Л* (М) , действующий по следующему закону: Д^ (h ) = а£ (со), где oh : M^JlM-
сечение, отвечающее 1-джету функции h Е С00 (М) [ 3 ] . Операторы Д ы назовем 
о п е р а т о р а м и М о н ж а — А м п е ра, а соответствующее им уравнение & ы = 
= {Д ш = 0 } CJ2M - у р а в н е н и е м М о н ж а-А м п е р а . Операторы Д w в дейст­
вительности определяются эффективной частью формы со и поэтому могут быть 
отождествлены с эффективными дифференциальными формами на JlM [ 3 ] . Ис­
пользуя это отождествление, мы перенесем действие группы Ct (JXM) контактных 
диффеоморфизмов JlM с эффективных дифференциальных форм на операторы 
Монжа—Ампера: если а Е Cf (JlM), то а ( Д ы ) = Д а . ы . 

3. Рассмотрим задачу классификации операторов Монжа—Ампера в окрест­
ности некоторой точки m Е JlM относительно группы Ct(/w) ростков контактных 
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диффеоморфизмов, сохраняющих точку т. В дальнейшем будем предполагать, 
что в некоторой окрестности рассматриваемой точки т оператор Д ы имеет контакт­
ную инфиштезимальную симметрию Xf, причем f(m) Ф 0, В этом случае найдется 
локальный контактный диффеоморфизм, переводящий Xf в Х\ [ 5 ] , так что можно 
предполагать, что LXl (со) = 0. Последнее условие означает, что форму со можно 
рассматривать как форму на Т*М, а задачу классификации для операторов, зада­
ваемых такими формами, — как задачу классификации эффективных дифферен­
циальных А:-форм на Т *М относительно гругшыашгшектическихдиффеоморфизмов. 

Эта задача, в свою очередь, может быть сведена к интегрированию неко­
торого дифференциального уравнения типа Монжа-Ампера. А именно, пусть coi, 
со2 Е Л* (Т *М) - две эффективные формы. Рассмотрим Т*МХТ*М как симплекти­
ческое многообразие со структурной 2-формой £2 = 1т*(Ц) — 7г2*(£2), где тт*: Т*МХ 
X Т*М -+Т*М - проекции на i-й сомножитель, 1 = 1, 2, ОЕ Л 2 (Т*М)- стандартная 
симплектическая 2-форма на Т*М. Каждый симплектический диффеоморфизм 
а: Т*М ->Т*М определяет лагранжево подмногообразие graph а С Т*М X Т*М — 
график о:, причем а*(со 2) = со! в том и только том случае, когда со| g r a p h a = 0, 
где со = n*(coi) — 7г 2 *(со 2 ) . Поскольку нас интересуют вопросы локальной экви­
валентности, то можно считать, что Т*МХТ*М в окрестности точки mXm симплек-
тически изоморфно T*N, a grapha "хорошо" проектируется на N и тем самым 
является графиком дифференциала гладкой функции h Е C°°(N). Более того, 
мы будем считать, что М = А Г = R 2 " и тем самым существование а эквивалентно 
разрешимости переопределенного дифференциального уравнения 2-го порядка 
типа Монжа-Ампера: & ы с / 2 ( R 2 п ) . 

4. Обсудим условия формальной интегрируемости полученного уравнения 
& w . Для этого мы потребуем, чтобы естественные проекции & W - * T * J V H 
локально являлись гладкими расслоениями, г д е Ё ^ C / 3 ( R 2 w ) - 1-е продолже­
ние уравнения & w . При этих условиях для формальной интегрируемости & ш в точ­
ке z достаточно, чтобы # 2 , / ( s m b l ^ ^ ) = 0, где Я 2 , / — 6-когомологии Спенсера 
символа уравнения & ы в точке z [6, 7 ] . В нашем случае слой уравнения & ы над v = 
= (х, у) Е R 2 w X R 2 w образован линейными симплектическими преобразованиями 
A: TxR2n-+ TyR2n, переводящими оо2уУ в сох > л > А*(и2,у) = со i , х , график которых 
"хорошо" проектируется на N. Тем самым символ уравнения 4 , в точке z, проекти­
рующейся на и, изоморфен стационарной подалгебре эффективной формы c o i > x 

в симплектической алгебре sp(!T^R2"), а препятствия к формальной интегрируе­
мости лежат в 5-когомологиях Спенсера этой подалгебры. 

Условие сюръективности отображения £ ы -> T*N в точке х Ху равносильно 
симплектической эквивалентности форм со\,х и с о 2 , у . Далее мы будем предпо­
лагать, что форма со! Е Ak(R2n) имеет постоянные коэффициенты (= имеет комму­
тативную 2л-мерную алгебру симметрии), а х = 0. В этом случае условие сюръек­
тивности эквивалентно постоянству орбиты со2,у относительно симплектической 
группы и эквивалентности с о 2 | 0

 и ^1 ,сь Отметим также, что необходимым усло­
вием эквивалентности является замкнутость формы со 2 . 

Для получения условий сюръективности отображения^ 1 ^ рассмотрим 
оператор Сш : 5 3 (R 2 ") -* R 2 " ® ̂ ( R 2 " ) , действующий по формуле C W j (h) = 
= d(XhJ co j ) , где S3 (R2n) - пространство однородных полиномов 3-й степени 
на R 2", а Xh - гамильтоново векторное поле, построенное по полиному h. Далее, 
пусть coi t о = ^ 2 , о* Тогда для всех у Е R 2", достаточно близких к 0, можно указать 
гладкое семейство линейных симплектических преобразований Ау: TyR2n -> T0R2n 

таких, что Ао = id и Ay(coit0) = ^г,у. Определим для каждого у форму е(у) = 
= со2 - ^ y ( c o i ) , где Л у R2n -+ R2n - аффинное симплектическое преобразова­
ние, отвечающее Ау и Ау(у) = 0 . Заметим, что по построению значение е(у) в точ­
ке у равно нулю, поэтому 1-джет в точке у этой формы [е (у) ] у есть элемент R 2 w ® 
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Т а б л и ц а 1 

№ Нормальная форма Стационарная 
подалгебра 

Инвариант 

1 e/\e2Ae3+\flAf2Af3 sl(3, R) Qoj = Uelf1 + e2f2 + е 3 Д ) 
2 fxAe2Ae3 +f2AexAe3 + sl(3, R) Qcj = e]-el+el+v2(fl-fi+fl) 

3 f1Ae^Ae3 +f2AelAe3 + 
+/ 3 Ae 1 Ae 2 

so(2,1) X R 5 Яы = е\ -e\ +e\ 

4 Гфе2Ае3 -f2AetAe3 - so(2,1) X R 5 Qu> = e]-e2

2- e] 

fbAs/\e2 -f2A*Ae3 -
-flAe7Ae3 

so(3, R) X R 5 
Qu = e2i + el + e l 

6 / з Л ^ Л е , rf3Ae9Ael - QOJ = 0 
7 f2Ae1Ae3 - Д А ^ Л е , - -
8 е1Ае2Ае3 - <7CJ = 0 

9 0 sp(6, R) ^ = o 
Здесьej , e2, e3,fltf2,f3 - симплектический баше в V*. 

® A 9 ^ ( R 2 w ) . Положим €y(oji9 a> 2) = [ e ( » ] j , m o d i m C W i G c o k e r Q ^ . Нетрудно 
проверить, что для достаточно малых значений у элемент ey(coi, со 2 ) не зависит 
от выбора семейства операторов Ау. 

П р е д л о ж е н и е 1. Отображение&ty & ы сюръективно в окрестности 
0 X 0 гогдд и только тогда, когда еу ( C J I , со 2) = 0 для всех у, достаточно близких к 0. 

5. Пусть (V2N, — вещественное симплектическое пространство. Рассмот­
рим естественное действие группы Sp(2w, R) на Л£ф (У1„), где №>ф (V2n) - эффек­
тивные и-формына V2N. Опишем орбиты этого действия. Случай п = 2 хорошо из­
вестен [8J. Имеет место 

Т е о р е м а 1. Любая эффективная Ъ-форма Sp(6,R)-эквивалентна одной 
из приведенных в табл. 1. 

К о м м е н т а р и й к табл. 1. 1) В строках 1 ,2 X, v Ф0; 2) стационарные 
подалгебры, отвечающие вырожденным формам, мы не приводим, ибо в дальней­
шем они использоваться не будут; 3) в строках 3—5 указано полупрямое произ­
ведение на пятимерную абелеву алгебру; 4) с каждой эффективной 3-формой можно 
связать инвариант — квадратичную форму QCJ(X) = - YAI 2 со2

х, где сох = X J c O , a 1 — 
оператор подстановки канонического бивектора. Параметры орбит общего поло­
жения X и v можно вычислить через оператор У6 -» V6i определяемый 
q^i q„(X,Y) = Sl(A„,X,Y); \ = y~detAwl v = К ty-det A„ . 

В общем случае имеет место 
Т е о р е м а 2. При л > 4 орбиты общего положения действия Sp(2w, R) 

ня Л"ф (V2n) имеют тривиальную стационарную подалгебру. 
Для орбит общего положения вместо списка нормальных форм в этом слу­

чае можно использовать версальные семейства: сом = со0 + 2/*/ со/, где со 0 — пред­
ставитель орбиты общего положения, а со{ - базис в пространстве c o k e r ^ w , 
BWQ: S2V*^A^(V*)9 Вы (*) = L_co 0). 

З а м е ч а н и я . 1) Приведем пример представителя орбиты общего поло­
жения для действия Sp(8, R) на Л 4

э ф(К5): со0 = elAe2^e3Ae4 + / i A / 2 A / 3 A / 4 + 
+ Л А / 2 А * з А е4 - 2 / i A / 3 A e 2 A e 4 + 3 / , Л / 4 А е 2 Л е 3 - 4 / 2 А / 4 А е 1 Л е 3 - + 
+ 5f3Af4AelAe2 + 6f2Af3AeiAe4. 
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2) В работе [9] указаны условия, достаточные для тривиальности стационар­
ной подалгебры, однако в нашем случае они не проходят. Тривиальность стационар­
ной подалгебры орбиты общего положения для п- 4 отмечена в [10] . 

3) Пусть соеЛ" э ф(К 2 *„) , X, YE V2N, тогда LOXALOy е А2"~2 (V2*„). Поло­

жим h^{X, Y) = (-l)nin-i(coxAcoY), где 1 у - = — 1 ' \ Тогда при п четном h w G 
G Л 2 (V2n), а при л нечетном h ы G S 2 F2*„. Оператор Л ш : К 2 и -> F 2 „ , определяемый 
/г^ при п четном, имеет det^l^ = (Pfh^)2,^ при п нечетном обобщает оператор 
А и из теоремы 2. При п четном можно указать еще один инвариант со ^ / ( с о ) G R, 
где со2 =/(со)£2". 

6. Как отмечалось выше, символ уравнения & ы изоморфен стационарной под­
алгебре эффективной формы. Для орбит общего положения стационарная подал­
гебра, как правило, является подалгеброй конечного типа. А именно, имеет место 
следующий результат. 

Пусть V — конечномерное векторное пространство над алгебраически замк­
нутым полем к, Char к = 0; G Aut V — точное представление полупростой группы 
Ли с алгеброй @ С @ ( Т ) , и пусть {#,-} - полный набор взаимно несопряженных 
нильпотентов в @ . Назовем элемент v Е V р е г у л я р н ы м , если G v П ker# , =ф 
для всех Ht. 

Т е о р е м а 3. Стационарная подалгебра регулярного элемента имеет конеч­
ный тип. 

В интересующем нас случае имеет место более точный результат. 
П р е д л о ж е н и е 2.Для орбит общего положения эффективных Ъ-форм 

^ е Л3

эф (У1) 1-е продолжение стационарной подалгебры тривиально. 
7. Классификационные результаты, приводимые ниже, вытекают из следую­

щего факта. 
П р е д л о ж е н и е 3. Пусть в некоторой окрестности рассматриваемой 

точки со 2 - регулярная форма, s-e продолжение которой тривиально, а отображе­
ния -+ & £j ~ ̂  являются гладкими расслоениями для всех 0 < / < s . 

Тогда ограничение распределения Картана [11] на вполне интегрируемо. 
С л е д с т в и е . Если для форм сох и со2 выполнены условия предложения 

[3] , то операторы Монжа-Ампера и A W 2 локально симплектически эк­
вивалентны. 

Т е о р е м а 4. Дифференциальное уравнение Монжа-Ампера & ^ G J2 (R"), 
п > 3, локально симплектически эквивалентно уравнению с постоянными коэффи­
циентами, если: 

1) со2 - регулярная форма, орбита которой локально постоянна; 
2) 6 ( c o 1 ? c o 2 ) = 0 ; 

1 
3) dco2 = — с/ In I det АШ2 |Лсо 2 . 
Т е о р е м а 5. Дифференциальное уравнение Монжа-Ампера & Ш г С J2 (R 3 ) , 

удовлетворяющее условиям теоремы 4, симплектическим диффеоморфизмом ло­
кально может быть приведено к одному из следующих: 
(1) Hess h + Л = 0, ХФО; 

b2h b2h b2h 
(2) — г + — г + *>2HessA = 0, РФО, 

bq\ bq\ bq\ tfh 

где qlf q2, q3 - система координат в R 3 , h = h (q), Hess h = det 
bqt bqf 

В заключение авторы благодарят И.В. Чекалова за полезные обсуждения. 

Всесоюзный заочный инженерно-строительный Поступило 
институт, Москва 28 XII 1982 
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УДК 517.982 М А Т Е М А Т И К А 

Е.М. С Е М Е Н О В , А.М. Ш Т Е Й Н Б Е Р Г 

ОПЕРАТОРНЫЕ БЛОКИ В ПРОСТРАНСТВАХ LpA 

(Представлено академиком Л.В. Канторовичем 10 XII 1982) 

Пусть Е - функциональная банахова решетка на [0, 1] [ 1 ] , гл. 13. Тогда 
Qe — оператор умножения на характеристическую функцию измеримого множества 
е С [0, 1] — имеет единичную норму в Е. Рассматривается следующая задача: 
будет ли 

(1) о(А,Е) = inf 1 6 ^ 6 / 1 ^ = 0 
me, m/>0 

для любого ограниченного в Е оператора А ? 
Впервые это свойство доказано для пространств L х и 1 д а в [ 2 ] , где изучалась 

задача о стягиваемости линейной группы банахова пространства. Затем построен 
изометрический оператор в L2i для которого (1) не имеет места [ 3 ] , § 5. Поэтому 
имеет смысл рассматривать множество 

D(E)= \А: AGL(E,E), inf \\QeAQf\\ > О } . 
me,mf>0 

В работе [4] доказано, что D(Lp) Ф ф, если 1 < р< 0 0 . Построенный там оператор 
А Е D(Lp) существенно зависит от р. В настоящей работе изучается вопрос о не­
пустоте множеств D{Lpq) и D(Lp) Г) D(LP2). Напомним, что для 1 < р < 0 0 , 
1 < q < 0 0 

\\A\LP,q={h^ipy^'\ 
где x*(t) — перестановка функции в убывающем порядке. О свойствах 
пространств L p q см. [ 5 ] , гл. 2. 

Банахово пространство Е измеримых на [0, 1] функций называется с и м ­
м е т р и ч н ы м , если норма Е монотонна и инвариантна относительно сохраняю­
щих меру преобразований отрезка [О, 1 ] . Через аЕ и f$E обозначаются и н д е к с ы 
Б о й д а пространства Е. Всегда 0 < аЕ < ($Е < 1 [ 5 ] , гл. 2. X а р а к т е р и с т и -
ч е с к у ю ф у н к ц и ю множества е С [0, 1] будем обозначать ке. 

Т е о р е м а 1. Пусть 2 < р < °°, Е - симметричное пространство, интер­
поляционное относительно Lp и Lpoo. 

Тогда существует А € D(E), зависящий только от р. 

38 


