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В настоящем сообщении спектральная задача 
теории приливов в ограниченном плоском враща­
ющемся бассейне как постоянной, так и перемен­
ной глубины исследуется методами теории опера­
торных пучков. Данный подход позволяет, в част­
ности, обосновать спектральные асимптотики, 
изучить зависимость спектра от параметра, ука­
зать условия разделения спектра. В случае бас­
сейна постоянной глубины полученная фактори-
зационная формула сопоставляется с интеграль­
ным уравнением [1]. 

Отметим, что, хотя спектр рассматриваемой 
задачи дискретен, он имеет некоторые сходные 
черты со спектром трехмерной задачи о малых 
колебаниях идеальной жидкости во вращающем­
ся частично заполненном сосуде [2, 3]. 

1. Пусть Q - двумерная связная ограниченная 
область с границей Г класса С°°, состоящей из m 
компонент Гк, ум, уки - следы функции и на Г, Гк 
соответственно, д/дп, Э/Эт - операторы диффе­
ренцирования по внешней нормали и по каса­
тельной к Г. Введем гильбертовы пространства 
Н\ h, L'2 как пополнения множества {ие C°°(Q), 

udQ = 0} по нормам, порождаемым скалярными 
Q 
произведениями 

("> v)i,h = \hVuVvdQ, (и, v)0 = \uvdQ, 
Q Q 

где h = h(x,y)e C(Q),h>const>0. 
Обозначим через S, S„, множества симметрич­

ных ограниченных и симметричных компактных 
операторов соответственно, Е и а - спектр опера­
тора и оператор-функции, N(D, (au а2У) - количе­
ство собственных значений оператор-функции D 
с учетом кратностей [4, с. 62] на интервале (ah а2). 
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Спектральная задача теории приливов во вра­
щающемся бассейне переменной глубины [5, с. 11] 
сводится к операторному уравнению в простран­
стве Н\ h: 

Kh{X)^ = ai-Bh-aX(X2-l)Ah)t; = 0, 
где операторы Ah, Bh определяются полуторали-
нейными формами 

(Ahu,v)lh = (и, v)o, 

(Bhu, v)lh = -ijh(uxvy-uyvx)dQ. • 
Q 

Имеем ААе £.(#!,») п£. (Ц) ,Д А е S(H\ih). 
Величина Re(em%) определяет возвышение 

свободной поверхности над положением относи­
тельного равновесия, которое приближенно счи­
тается плоским, X = ю/(2П) - спектральный пара­
метр - отношение частоты свободных колебаний 
к удвоенной угловой скорости вращения бассей­
на, а = 4ft2/* /(g/i*) - безразмерный параметр, где 
/* - характерный размер области, Л* - характер­
ная глубина, g - ускорение свободного падения. 
Предполагается, что безразмерная глубина бас­
сейна h удовлетворяет приведенным выше усло­
виям. В случае постоянной глубины индекс h во 
всех обозначениях опускается 

2. Пусть Eh(\i) e £(#', Л ) - спектральная функ­
ция оператора Bh [в, с. 206]. Введем ортогональ­
ные проекторы 

Et = Eh(±l +0)-Eh(±l), El = I-K-ETk 

и положим Xl = imE~Ü, X°h = imE°h. 

Лемма. Подпространства X+
h, X~h не зависят 

от h и состоят соответственно из всех антиго-
ломорфньрс и голоморфных функций, принадле­
жащих Н\ h. Справедливы равенства В = Er - Er, 
Bh=K-E~h+ E°hBh> причем E°hBh e S„(H\h). 
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В дальнейшем существенную роль играет не­
посредственно проверяемая факторизационная 
формула 

Kh(X) = ai-(El-E~h))Mh(X), 

Mh = I + <xE°hAh -X'1 É*hBh - aK{K -ЩЖ~ o.X2Ah. 

Очевидно, что o(Kh) = {0,1, -1} u o(Mh). Если глу­
бина бассейна постоянна, то В является оператор­
ным корнем пучка К(Х): 

К(Х) = (XI-B)M(X), 

M = I + aE°A-aXBA-aX2A. 

Т е о р е м а 1. Спектр пучка Kh(k) веществен, 
симметричен относительно начала координат 
и состоит из изолированных собственных значе­
ний бесконечной кратности X, = ±1, точки X = 0 
и счетного множества конечнократных собст­
венных значений с предельными точками ±°° 
при h = const и 0, ±°° при h Ф const. Пусть г—>+°°, 
тогда 

N(Kh,(\,r)) = ^jh-ldQ + 0(r), 
Q 

N(Kh,(r-\l))~-^\h-2\Vh\2dQ. 
Q 

При построении указанных асимптотик исполь­
зуются известные формулы [7, 8] и теоремы о 
сравнении спектров [9]. 

3. При X Ф ±1 собственным значениям пучка Kh 
не отвечают присоединенные векторы. Обозначим 
через Ел множество характеристических чисел 
ocf < ос* < ... а* < ... оператора2E*hAhe SJiXl,). 
Собственным значениям X = ±1 пучка Kh отвечает 
нетривиальная цепочка из собственного и присое­
диненных векторов (длины 2) в том и только в том 
случае, когда а е ЕА. Условия а е Eft и ±1 е c(Mh) 
эквивалентны. 

Рассматривая уравнение KhC, = 0 как спект­
ральную задачу относительно а -1 при фиксиро­
ванном X > 1 и используя вариационный принцип 
Фишера-Куранта-Вейля [10], получаем описание 
зависимости части спектра пучка Kh(X) от параме­
тра ос. 

Т е о р е м а 2. Множество {(X, ос): X> 1, а > 0, 
0 е 2*(Kh)} является объединением графиков мо­
нотонно убывающих функций кк : (1, +°°) —> (0, 

а*) , к^+1(Х) > к* (X), к е M Отображения к~к 
биективны и на каждом компакте непрерывны 
по Липшицу. 

Значениями обратных функций кк = Kt(oc) явля­
ются собственные числа пучка Kh(X). В частности, 
к /а ) = min{o(Kh) n (1, +<*>)} при а е ( а ^ , af), 
jeN, oc0*=0. 

В случае h = 1 воспользуемся вариационными 
свойствами [10] спектра самосопряженного в L2 

пучка М(к). 
Т е о р е м а 3. Множество {(X, ос): X> 0, а > 0, 

0 е £(М)} является объединением графиков мо­
нотонно убывающих функций Хк: (0, +°°) —» (0, +°°), 
Хк+ i(a) > Хк(а), к е N. Отображения Хк биективны 
и на каждом компакте непрерывны по Липшицу. 
Асимптотика количества собственных значе­
ний пучка М(Х) на интервале (0, X) при ос —» +°° оп­
ределяется формулами 

N(M,(0,X)) = (4n)'lmes2Q-(X2-l)a + 0(Jâ), 

Х>1, 

N(M, (ОД)) = (27ir1mes1r-X7ä + 0 ( l ) , 

0 < Х < 1 . 
Здесь использована связь функции N(M, (0, X)) 

при фиксированном X Ф 1 с имеющей известную 
асимптотику [7] функцией распределения положи­
тельного спектра оператора ~(Х2 - 1)~'Д с областью 
определения {и е C°(ô X Ч(ди/дп - /Аг'Эм/Эт) = 0). 

4. С помощью результатов о канонической 
факторизации [4] выясним, при каких условиях 
пучок Kh имеет операторный корень, а множест­
во его конечнократных собственных значений со­
стоит из двух частей, разделенных лакуной. Пред­
положим, что 0 < hi < h < h2, где hb h2 - фиксиро­
ванные постоянные. 

Т е о р е м а 4. Пусть осе (0, ос* ) или а> ocf и 
величина maxß|V7i| достаточно мала, тогда пу­
чок Kh(X) имеет правый операторный корень Z и 
правый делитель Т(Х), который является квад­
ратичным пучком М.В. Келдыша [4, с. 81]. При 
некоторых Рг < Pi справедливы включения 

Ъ{2) £ {-1,1} и [-р2, р2], о{Т) ç R \ ( - P l , P l ) . 

Собственным значениям пучка Т и оператора 
Z не отвечают присоединенные векторы, а их спе­
ктры пересекаются в точках ±1 тогда и только 
тогда, когда а е Eh. Отметим, что P l = к,(а) при 
а < а* и ç>i < 1 при а > ocf. В случае а —> +°° ус­
ловие теоремы 4 будет выполнено, если maxß|V/z| = 
= 0(а~1). Конкретных ограничений на величину 
maxß|V/i| мы здесь не приводим. 

Система собственных векторов пучка Т (назо­
вем их гравитационными волнами при |Х| > 1 и 
волнами Кельвина при \Х\ < 1) двукратно полна по 
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О СПЕКТРАЛЬНОЙ ЗАДАЧЕ ТЕОРИИ Е 
М.В. Келдышу [4, с. 71] в Н\ н. Система ортого­
нальных проекций собственных векторов операто­
ра Z, соответствующих конечнократным собствен­
ным значениям X € {0, 1, -1} (топографических 
волн Россби), на подпространство Н\ h Q (Х+ ®Х~Ф 
® kerßA) полна. 

5. Подпространство Х° = kerß с Н\ состоит из 
функций, следы которых на каждом компоненте 
границы постоянны. Введем оператор G: -AGu = и, 
yGu = 0. Исходя из определения ортопроектора 
Е°, находим 

m 

Е Au = Gu+ 2,с/м)¥я м 6 ^ ' î -
7 = 1 

Здесь Axjf, = 0, YV/ = &j, к = 1, ..., m, a линейные 
функционалы Cj однозначно определяются из ус­
ловий 

(Е Au, 1)о = 0, | rr-E AudT = 0, к = 1, ...,т. J on 
г* 

Функции (А - Е°А)и, ШАи при Im« = 0 являются 
соответственно вещественной и мнимойчастями 
голоморфной функции Er Au и связаны условиями 
Коши-Римана. 

Сопоставление полученных выражений для 
Е°А, В А с результатами [1] показывает, что урав-
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нение М(к)С, = 0 является обобщением интеграль­
ного уравнения П.Я. Полубариновой-Кочиной на 
случай, вообще говоря, неодносвязной области. 
Следует отметить, что знаки аналогов функцио­
нала С\ и оператора ВА в работе [1] указаны не­
верно. 
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