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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ГЛОБАЛЬНОЙ ГИПОТЕЗЫ ЛЕНГЛЕНДСА 
ДЛЯ GL(2) НАД ФУНКЦИОНАЛЬНЫМ ПОЛЕМ 

В. г. Д ринфе л ь д 
i . Пусть к — глобальное поле характеристики р , % — кольцо аделей поля к, 

W ~ группа Вейля поля к. Пусть Е — конечное расширение Q. Введем обозначе­
ния: 2 i (Е) — множество строго согласованных систем неприводимых двумерных 
представлений W над Е^^, где К пробегает множество точек Е, не делящих р и oo^X^iE)— 
множество абсолютно неприводимых допустимых представлений GL (2, %) над Е, 
входящих в пространство параболических форм; Г^ — множество пар (р, я) е 1ч(Е)Х 
X ^2 (^) таких, что для всех точек v поля к, кроме конечного числа, Z^ (5, р) = 

i 
=^L{s~ -9" у ^v) (где Z-функция понимается в смысле [3], а Ь-функция—в смысле [1]). 

Т е о р е м а'1. r^j. является графиком биекции 2^ (Е) ^ Sg {Е). 
Хорошо известно,что проекции Г_̂  —> 2^ {Е) инъективны. Сюръективность проек­

ции Fj. -> 2 i {Е) следует из функционального уравнения для элементов 2^ {Е) (см. 
[3]) и основной теоремы из [1]. Остается доказать сюрьективность проекции Г^ -^2 g (Е). 

2. Пусть q — порядок поля констант к. Под схемой в дальнейшем понимается схе­
ма над Fq*, через Fr^ будет обозначаться эндоморфизмом Фробениуса схемы S (отно­
сительно Fq). Введем обозначения: X — гладкая проективная кривая, у которой к — 
поле рациональных функций; А d X X Х-дополнение до диагонали и ее сдвигов от­
носительно морфизмов вида Fr^ X idj^^nid^ X Fr^. Мы построим проективную систе­
му схем Mj^ над Л, на которую действует GL (2, 51) {D пробегает множество конечных 
подсхем X). Схемы М^ будут снабжены эндоморфизмами F^ и Fg такими, что: 1) F-^ и F^ 
согласованы между собой при разных D и коммутируют с действием GL (2, %), 
2)F^F2=F2Fi=Yvj^ , 3) F-^ и F^ согласованы с эндоморфизмами Fr^^ X id^^ и id;^ X Frj^ 
схемы X X X, Пусть К — поле рациональных функций на Z X X. Положим Vi = 
— lim Ю (МJ-) Х^К, Qi), где I ф р — простое число. На У/ действуют GL (2, %), 

~D 

Gal (К/К), F* и F*. Действие Gal {КIK), F* и F^ можно заменить действием G, где 
G — фактор-группа автоморфизмов К, индуцирующих н а А ; ( ^ 1 и 1 ( Э ^ некоторые сте­
пени морфизмов Фробениуса, по подгруппе, порожденной Fr— Имеется естественный 

гомоморфизм G -^ Gal (к/к) X Gal {к/к), образ которого состоит из элементов, у ко­
торых две проекции в Z отличаются на целое число. 

Т е о р е м а 2 . Пусть jt ^ 22 (Е), X — точка Е, делящая I. Тогда действие G на 
Нош (я 0 j^Ey^, Vi (g)Q EyJ пропускается через образ G в Gal (к/к) X Gal (к/к), и возни­
кающее таким образом представление W X W изоморфно р^ 0 Рх? ^^^ РА ^ Рх — '*^" 
приводимые двумерные представления W над Е-^. Системы р = {р^} и р = [ру} строго 
согласованы, причем (р, л;) е Г^, (р, jt) е Г^ {где л; — представление, контраградиент-
ное к л). 

Сюръективность проекции Г^ —?> 22 (Е) следует из теоремы 2. 
3. Перейдем к построению схемы Жр. Обозначим через G^ следующий функтор 

из категории схем в категорию множеств: Gjj (S) — это, по определению, множество 
классов изоморфизма наборов {1) морфизмы а, ^ : S -^ X ~ D, 2) двумерный локально 
свободный пучок Oĵ ^^g-MOдулей L, 3) эпиморфизм у: L -^ ^DXS» ^) морфизм 
ф: (id^ X Frs)*L-»L ф)} таких, что: а) образ (а, р) в X X X содержится в Л, 
б)Сокег ф—обратимый пучок на объединении графиков а и р, в) у оф=(1(1^ X Fгs)*ф. 
Пусть т, п ^ Z. Обозначим через 6^^'^ открытый подфунктор 6^^,заданный услови­
ем: для любого S ^ S deg Ls = т -{- тг, а степень одномерных подпучков Lg не превос­
ходит т. 
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П р е д л о ж е н и е . Если т — п фиксировано, а deg D достаточно велико, то 
G^'^ представим схемой М^^'^, квазипроективной и гладкой над Л, имеющей относи­
тельную размерность 2. 

Отсюда легко вывести,что если D любое, то для G '̂̂ ^ существует грубая схема мо­
дулей, поэтому и для Gj^ суп^ествует грубая схема модулей; обозначим этп схемы через 
ikf̂ '̂ ^ и М р . Морфизмы Ff Mj^—^Mj) происходят из следующих морфизмов F^ : G^ -> 
^G^: F^ (a, p, L, 7, ф) = (Fr (a), p, L П Im ф, у', ф'), ^2 («, P, î  7, ф) = 
= (a, Fr (P), L + Ini ф,7", ф"), где ф', у\ ф", у" определяются естественным образом. 
Пусть g е GL (2, %), gKjjg-^ а Kj^,, где /f^ GE GL (2, 51) — конгруэнц-подгруппа 
уровня D\\ определим морфизм g: Gj^ -> G^.. Пусть ^ = t-h'^, где if е 51*, все Koivino-
ненты h — операторы с нормой 1. /г индуцирует морфизм ^^j^: ^£) -^ ^Ь ^̂  эпихмор-
физм 1|}: Im/i^ —> 0|),, а t определяет обратимый пучок Ж на X вместе с эпиморфиз­
мом б: Ж -^ Ojjr. Положим 

g (а, р, L, 7, ф) = (а, Р, М ^ у'^ (Im h^, ^ О^), 6 Ъ ^У, ф), 

где ф определяется естественным образом. Проверяется, что это определение коррект­
но и что оно задает дайствие GL (2, 5i). 

4. Теорема 2 доказывается методом Ихары — Ленглендса ( см. [4]): характер пред­
ставления G X GL (2, 5() на эйлеровой характеристике lim Mjr, ^^iiT считается по 
теореме Лефшеца о неподвижных точках, и результат сравнивается с предполагаемым 
ответом, который вычисляется по формуле следа Сельберга. Необходимое для при­
менения этого метода описание множества Fq-точек Mjj, лежащих над заданной FQ-
точкой X X X, получается без труда; оно аналогично [4]. Трудности возникают пз-за 
того, что морфизм Mjj-^Аяе собственный и даже не квазикомпактный. Схемы Л/^*'^ Э ̂ К 
уже квазикомпактны; если т'^п, то можно построить компактификации C^'^Z) Мр''^;Эл_ 
0 ^ Z так, что: а) С^''^ нормальна и слои разрешения особенностей С^'^ <^ К ~ деревья 

def 
из рациональных кривых, б) Г^'^ = (7 '̂̂ ^ — М^''^(^^К может быть описана явно; эта 
кривая естественным образом отображается в Z (^ Z (и, следовательно, в X X X X 
XX), в) бирациональныйизоморфизм Л/^^^' '^~'^^/^К —̂  Af^'^(g)^Z продолжается до мор-
физма Ср"^^'^~^-^ С р''^, причемморфизмГ^"^^'^~^-^Гр'^ радикален, г) рациональные 
морфизмы С'2'^->6'2'''^^ возникающие из действия GL (2,^), /^^и/^а^ становятся регуляр­
ными после композиции с некоторым морфизмом С^^^' ^̂ ~̂  -^ С^'^. Нам надо описать пред-

ставление (?Х GL (2, Ш) на W] = 2 J ! ™ НЧС^^' ^ ^^К, Q^. Это удается сделать с помощью 
г т, D 

формулы Лефшеца для числа неподвижных точек соответствия (ее применение требует 
осторожности, так как гладкость С '̂̂ ^ не доказана), а также следующих дополнитель­
ных соображений: 1) W^ и W\ легко вычисляются, 2) GL (2, 5()-сдвиги кривых, стяги­
ваемых при морфизмах С'^''^~^ -^ С^'^, всюду плотны, поэтому многообразие Альбане-
зе Ср'^ тривиально и W] = W^ = О, 3) матрицу пересечений этих кривых можно вы­
числить, что дает оценку снизу для W^-

З а м е ч а н и е . Аналог теорем 1 и 2 для одномерных пучков доказан в [2]. 
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