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Аннотация 

Исследован спиновой угловой момент двухпорядковых цилиндрических векторных пуч-
ков в остром фокусе. Такие пучки являются обобщением стандартных цилиндрических век-
торных пучков, поскольку у разных поперечных компонент поля порядок поляризации тоже 
разный. На основе теории Ричардса–Вольфа получено выражение для распределения плот-
ности продольной составляющей спинового углового момента. Показано, что если порядки 
поляризации имеют разную чётность, то в остром фокусе возникает спиновый эффект Хол-
ла, то есть формируются чередующиеся области с положительным и отрицательным спино-
вым угловым моментом, хотя начальное поле имело линейную поляризацию. Исследован 
спектр угловых гармоник всех компонентов сфокусированного светового поля, и определе-
ны преобладающие угловые гармоники. Пренебрегая несущественными гармониками, 
определена форма распределения продольной составляющей плотности спинового углового 
момента и показана возможность формирования фокального распределения, в котором об-
ласти с положительным и отрицательным спиновым угловым моментом находятся на коль-
це в виде чередующихся пар или разделены по разным полуокружностям. 
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Введение 

В микромашинах элементы могут приводиться в 
движение с помощью света [1, 2]. Это требует раз-
работки оптических пинцетов, подходящих для 
управляемых элементов в зависимости от их фор-
мы, материала и траектории движения. В работе [3] 
рассматриваются способы управления движением 
различных частиц при воздействии на них оптиче-
скими силами и моментами остросфокусированных 
лазерных пучков. 

Как правило, световой пучок выходит из лазера с 
Гауссовой формой поперечного сечения. Затем для 
определённых приложений, таких как оптический за-
хват, оптическая передача данных, лазерная сварка, 
пучок должен быть преобразован для достижения 
требуемой формы. Это привело к развитию огромно-
го направления современной оптики – формирование 
лазерных пучков (beam shaping) [4]. 

Различные методы разрабатываются для форми-
рования пучков как внутри резонатора, так и вне его 
[5], с использованием рефракционных или дифракци-
онных оптических элементов. При этом может ста-
виться задача формирования пучков, которые сохра-

няют свою форму на протяжении всего распростра-
нения [6] или в некоторой конкретной области, 
например, в фокальной плоскости [7]. 

При оптическом захвате частицы может возник-
нуть необходимость не только захватить её в опре-
дёленной точке, но и чтобы она совершала какие-то 
движения. Например, частицу можно заставить 
двигаться по какой-то траектории или вращаться 
вокруг собственного центра. Такое вращение про-
исходит, когда свет обладает спиновым угловым 
моментом (СУМ) [8], то есть если поляризация не-
линейная. Таким образом, помимо задачи форми-
рования распределения интенсивности пучков, мо-
жет стоять задача формирования распределения 
СУМ. Помимо оптического захвата, СУМ может 
использоваться в качестве информации при опти-
ческой передаче данных [9]. 

В параксиальном приближении формирование ин-
тенсивности может быть выполнено для одной попе-
речной компоненты поля с однородной поляризаци-
ей. Однако для формирования СУМ нужно формиро-
вать обе поперечные составляющие поля и регулиро-
вать фазовую задержку между ними. Проблема 
усложняется в условиях острой фокусировки. 
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Недавно было замечено, что при острой фокуси-
ровке линейно поляризованного светового пучка 
вблизи фокуса возникают области с эллиптической 
поляризацией [10]. Поскольку в фокусе сформирова-
лись области с отрицательным и положительным 
СУМ, это является проявлением оптического спино-
вого эффекта Холла. Позже этот же эффект был об-
наружен для остро сфокусированного цилиндриче-
ского векторного пучка высокого порядка (поляриза-
ционного вихря) [11]. В [11] продольная составляю-
щая СУМ распределена по кольцу и состоит из чере-
дующихся областей с положительными и отрица-
тельными значениями. Цилиндрические векторные 
пучки имеют вектор Джонса J = [cos mφ, sin mφ], где 
φ – угловая полярная координата, а m – порядок поля-
ризации (для m = 1 – радиальная поляризация). Даль-
нейшим обобщением цилиндрических пучков являют-
ся пучки с двухпорядковой поляризационной сингу-
лярностью с вектором Джонса вида J = [cos mφ, sin nφ], 
где m ≠ n [12, 13], то есть такое обобщённое векторное 
поле имеет разный порядок по разным поперечным 
координатам. Поскольку поперечные компоненты 
пучков с такой поляризационной сингулярностью 
зависят от полярной угловой координаты как фигу-
ры Лиссажу, в работе [12] такие пучки названы 
пучками Лиссажу. Сингулярности, описываемые 
фигурами Лиссажу, также встречались и в поли-
хроматических векторных полях [14]. Для моно-
хроматических пучков в [12] обнаружено, что их 
СУМ может иметь поперечные составляющие (в 
зависимости от чётности порядков сингулярности). 
Недавно мы также изучали такие поля с V-точками 
и для ряда значений m и n аналитически установи-
ли индекс Пуанкаре–Хопфа [15]. 

В данной работе на основе теории Ричардса–
Вольфа [16] исследуется продольная составляющая 
СУМ светового поля с двухпорядковой поляризаци-
онной сингулярностью в остром фокусе. Получено 
выражение для комплексной амплитуды вблизи фо-
куса и на основе этого выражения получена формула 
для продольной составляющей СУМ. Установлено, 
что она может быть отлична от нуля только для по-
рядков m и n разной чётности. Для определения фор-
мы распределения продольной составляющей СУМ 
проведено разложение светового поля в фокусе в 
спектр угловых гармоник и оценён вклад каждой уг-
ловой гармоники. Установлено, что если фокусируемое 
световое поле имеет не кольцевую форму, а однород-
ную (постоянную) или затухающую (от центра к краям) 
Гауссову форму, то спектр угловых гармоник состоит в 
основном из m-й и n-й угловых гармоник, которые на 
порядок превосходят остальные гармоники. Это позво-
лило предсказать форму распределения продольной со-
ставляющей СУМ в фокусе. В качестве примера полу-
чено распределение на кольце, где области с положи-
тельным и отрицательным СУМ чередуются попарно. 

1. Световое поле с двухпорядковой поляризационной 
сингулярностью вблизи острого фокуса 

В [15] исследовано обобщение цилиндрических 
векторных пучков, когда порядки поляризации попе-
речных компонент поля Ex и Ey различаются. Ампли-
туда вектора электрической напряжённости такого 
поля определяется выражением 

  cos
, ( ) ,

sin
m

A
n
 

      
E  (1) 

где E – вектор напряженности электрического поля, 
φ – азимутальный угол в начальной плоскости, 
(m, n) – порядок поляризации (два целых числа), θ – 
полярный угол, характеризующий наклон световых 
лучей к оптической оси, A(θ) – амплитуда начального 
поля как функция угла наклона лучей к оси. Направ-
ления векторов электрической напряжённости для 
одинаковых и разных порядков m и n, в том числе с 
одинаковой и разной чётностью, показаны на рис. 1. 

 
Рис. 1. Стандартная радиальная поляризация (m = n = 1) 
(а), радиальная поляризация третьего порядка (m = n = 3) 

(б), двухпорядковые поляризационные сингулярности 
с одинаковой чётностью: m = 1, n = 3 (в), m = 4, n = 2 (г), 

и двухпорядковые поляризационные сингулярности с разной 
чётностью: m = 1, n = 2 (д), m = 2, n = 3 (е). Для радиальной 
поляризации (а) вектор напряжённости горизонтален при 
двух значениях азимутального угла φ (0 и π) и вертикален 

тоже при двух углах (π/2 и 3π/2). Для радиальной 
поляризации третьего порядка (б) имеется шесть углов 
с горизонтальным направлением поляризации и шесть 

углов с вертикальным направлением. Для полей 
с двухпорядковой поляризационной сингулярностью 

порядка (m, n) (m ≠ n) имеется 2n углов с горизонтальным 
направлением поляризации и 2m углов с вертикальным 
направлением (в вырожденных случаях эти направления 
совпадают, то есть вектор напряжённости равен нулю, 

как на вертикальной оси на рис. д) 
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В нашей работе [17] получены выражения для де-
картовых компонент линейно поляризованного опти-
ческого вихря, сфокусированного апланатической си-
стемой. Если оптический вихрь с топологическим за-
рядом m линейно поляризован вдоль оси x, то во 
входной плоскости электрическое поле определяется 
выражением 

      1
, exp ,

0
A im

 
      

 
E  (2) 

тогда как вблизи острого фокуса комплексная ампли-
туда равна 
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 (3) 

где (ρ, ψ, z) – цилиндрические координаты с началом 
в фокусе. 

Функции Iν,µ в (3) определяются следующим 
 образом: 

 

   

1 3 1/2
,
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2 sin cos cos
2 2
sin ,ikz
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  (4) 

где k = 2π /λ – волновое число монохроматического 
света с длиной волны λ, f – фокусное расстояние лин-
зы, α – максимальный угол наклона лучей к оптиче-
ской оси, определяющий числовую апертуру аплана-
тической линзы NA = sin α, Jν() – функция Бесселя 
первого рода ν-го порядка. 

Поле (1) можно представить в виде суперпозиции 
четырёх линейно поляризованных оптических вих-
рей. Тогда, используя (3) и аналогичное выражение 
для поляризации вдоль y, получим компоненты поля с 
поляризацией (1) вблизи острого фокуса: 
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 (5) 

Заметим, что выражение для компонент поля в 
остром фокусе начального поля (1) были получены в 
[12], но для дальнейшего анализа мы записали (5) в 
терминах функций (4), поскольку они, как показано 
ниже, позволяют определить свойства спектра угло-
вых гармоник вблизи острого фокуса. 

Продольная составляющая спинового углового 
момента определяется следующим образом [18]: 

 *2Im .z x yS E E  (6) 

Для простоты предположим, что функции A(θ) 
вещественны. Тогда все интегралы Iν,µ также веще-
ственны в фокальной плоскости (z = 0). Подставляя 
поперечные компоненты поля (5) в (6), получим сле-
дующее выражение для СУМ: 
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 (7) 

Это выражение громоздко, но из него видно, что 
СУМ может быть отличен от нуля, только если по-
рядки поляризации n и m имеют разную чётность. 

Когда чётность одинакова для обоих порядков, 
поляризация в фокусе линейна, так как, согласно (5), 
как Ex, так и Ey пропорциональны i m+1 (или i n+1) 
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умноженному на некоторую вещественную функцию. 
Вблизи центра (r << λ), если n > m ≥ 2, поперечные 
составляющие Ex и Ey, примерно пропорциональны 
вектору J = [cos (m – 2)φ, – sin (m – 2)φ]. Если 
m > n ≥ 2, то они пропорциональны вектору 
J = [cos (n – 2)φ, –sin (n – 2)φ]. Таким образом, в цен-
тре генерируется поляризационная сингулярность ти-
па седла [19]. 

Уравнение (7) трудно анализировать, не зная, ка-
кие слагаемые вносят наибольший вклад. Поэтому 
далее разложим поле вблизи фокуса на угловые гар-
моники и изучим спектр этих гармоник. 

2. Баланс энергии светового поля  
вблизи острого фокуса 

Сначала установим спектр угловых гармоник в 
остром фокусе линейно поляризованного света. Со-
гласно (3), если входное поле поляризовано вдоль оси 
x, то компонента Ex электрического поля вблизи фо-
куса состоит из трёх угловых гармоник порядков m, 
m – 2, m + 2. Компонента Ey состоит только из двух 
угловых гармоник порядков m – 2 и m + 2, а компо-
нента Ez состоит из двух угловых гармоник порядков 
m – 1 и m + 1. Каждая гармоника пропорциональна 
функции Iν,µ из (4). Следовательно, такая гармоника 
имеет следующую энергию Wν,µ (Приложение А): 

  22 2 1 5 2
,

0

4 sin cos .
2 2

vW f A d


 
 

          
     (8) 

Согласно этому выражению, энергия угловой гар-
моники не зависит от расстояния z до фокальной 
плоскости и от топологического заряда оптического 
вихря, определяющего индекс µ. Таким образом, при 
распространении светового поля ОУМ-спектр не ме-
няется. 

Интегралы (8) могут быть вычислены аналитиче-
ски только в простых случаях, но, тем не менее, мож-
но оценить вклад каждой угловой гармоники. Напри-
мер, если фокусируемое поле является однородным 
полем с постоянной амплитудой A(θ) ≡ 1, то 

2 5 2 6
0,

0

44 sin cos 1 cos ,
2 2 3 2

W f d f



                  

      
  (9) 
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4 sin cos
2 2

2 sin 1 2cos ,
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W f d

f




          

   

           
    


 (10) 

2 5 2 6
2,

0

44 sin cos sin .
2 2 3 2

W f d f



                

       (11) 

Согласно (3), составляющая поля Ex состоит из 
трёх угловых гармоник, амплитуда которых пропор-
циональна функциям I0,m, I2,m+2/2, I2,m –2/2. Компонента 
Ey является суперпозицией гармоник, описываемых 
функциями I2,m+2/2 и I2,m–2/2. И, наконец, компонента 

Ez является суперпозицией гармоник, описываемых 
функциями I1,m+1 и I1,m–1. Следовательно, полная энер-
гия поля в фокусе равна 

 

0, 2, 2 2, 2

2, 2 2, 2 1, 1 1, 1

1 1
4 4

1 1 .
4 4

m m m

m m m m

W W W W
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 

   

     
 

     
 

  (12) 

Скобки в (12) обозначают соответственно энергии 
угловых гармоник в компонентах поля Ex, Ey и Ez. По-
скольку I2,m+2

 = I2,m–2 и I1,m+1
 = I1,m–1, получим 

0, 2, 2 1, 12 .m m mW W W W     (13) 

Подстановка уравнений (9 – 11) в уравнение (13) 
приводит к следующему выражению: 

2 6 2 6

2 4 2

4 41 cos sin
3 2 3 2

4 sin 1 2cos .
3 2 2

W f f

f

              
    

           
    

 (14) 

После упрощений получим 

 22 1 cos .W f     (15) 

Это выражение равно площади части сферы ради-
уса f, ограниченной полярным углом α. То есть если 
световое поле с единичной амплитудой сходится в 
фокус от сферической поверхности с числовой апер-
турой sin α, то это поле имеет энергию, определяе-
мую уравнением (15). Таким образом, составлен ба-
ланс, когда энергия входного поля равна сумме энер-
гий всех угловых гармоник всех трёх декартовых 
компонент электрического поля в фокусе. 

В предельном случае, когда числовая апертура 
близка к единице, то есть α ≈ π/2, получаем 
W0,μ

 = (7/6)πf 2, W1,μ
 = (1/3)πf 2, W2,μ

 = (1/6)πf 2. Вся энер-
гия совпадает с площадью полусферы: 
W = W0,m

 + W2,m+2
 + 2W1,m+1

 = 2πf 2. Таким образом, пол-
ная энергия входного поля W распределяется в фо-
кальном поле в пропорциях, показанных на рис. 2. На 
продольную составляющую Ez приходится треть 
энергии W/3, а на поперечные составляющие – 2W/3: 
Ex (5W/8) и Ey (W/24). Энергия компоненты Ex распре-
деляется на угловую гармонику m-го порядка (7W/12) 
и на гармоники порядков m – 2 и m + 2, каждая из ко-
торых имеет энергию W/48. Энергия компоненты Ey 
распределена поровну по угловым гармоникам по-
рядков m – 2 и m + 2, каждая из которых имеет энер-
гию W/48. Энергия компоненты Ez распределена по-
ровну по угловым гармоникам порядков m – 1 и m + 1, 
каждая с энергией W/6. 

Очевидно, что при линейной поляризации началь-
ного поля вдоль оси y распределение энергии такое 
же, но основная часть (7W/12, или 58 %) приходится 
на m-й порядок угловой гармоники составляющей Еу. 
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Рис. 2. Распределение энергии остросфокусированного 

линейно поляризованного оптического вихря 
по компонентам поля и по угловым гармоникам 

Приведённые выше соотношения энергий могут 
измениться, если напряжённость начального поля не 
постоянна, то есть если A(θ) ≠ 1. Однако если ампли-
тудная функция A(θ) спадает от центра к периферии, 
то вклад угловой гармоники m-го порядка становится 
ещё больше. Действительно, если апертура ограниче-
на углом α, то энергия угловых гармоник порядков 
m + 2 и m – 2 по отношению к энергии центральной 
гармоники m-го порядка равна 

 
 

 
   

6 4
2,

6 2 4
0,

sin 2 sin 2
.

1 cos 2 1 cos 2 cos 2
m

m

W
W

 
 

     
 (16) 

Когда α уменьшается от π /2 до 0, числитель также 
уменьшается, а знаменатель увеличивается, то есть 
это соотношение энергий убывает. Например, если 
α = π /2, то W2,m

 /W0,m
 = 1/7 ≈ 0,143, но уже даже при 

sin α = 0,95 получается W2,m
 /W0,m

 ≈ 0,057, то есть почти 
вся энергия направляется в центральную гармонику 
m-го порядка. 

Определим теперь спектр угловых гармоник для 
светового поля с двухпорядковой поляризационной 
сингулярностью (1). Это входное поле состоит из че-
тырёх оптических вихрей порядков m, – m, n и – n. В 
остром фокусе каждый из этих вихрей расщепляется 
на несколько гармоник с установленными выше энер-
гиями. Предположим для простоты, что α = π /2 и что 
эти гармоники не совпадают друг с другом. Тогда 
энергия распределяется в пропорциях, показанных на 
рис. 3, на котором показаны спектры угловых гармо-
ник компонент Ex, Ey и Ez. 

Как видно из рис. 3, угловые гармоники порядков 
m ± 2 и n ± 2 имеют относительно малую энергию, ко-
торая в 28 раз меньше энергии порядков m и n, при-
чём эта энергия становится еще меньше, когда апер-
турный угол начинает убывать от α = π /2. 

3. Спиновый угловой момент двухпорядковых 
поляризационных вихрей в остром фокусе 

Так как почти вся энергия поперечных компонент 
поля идёт в угловые гармоники m-го и n-го порядков, 
можно приближенно считать, что СУМ (7) примерно 
равен 

     0, 0,2 Im cos sin .n m
z m nS i I I m n    (17) 

Отсюда видно, что СУМ равен нулю при следую-
щих значениях полярной угловой координаты ψ: 

1,

2,

, 0,...,2 1,

2 , 0,...,2 1.
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p p n
n

q q m
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   

     
 (18) 

Часть углов Ψ1,p может совпадать с частью углов 
Ψ2,p. Например, если n = 2m, получим: 

     2
0, 0,24 Im sin cos .m

z m mS i I I m m    (19) 

Следовательно, формируется 4m линий с нулевым 
СУМ, которые идут от начала координат под поляр-
ными углами 

,
2

p
m
   (20) 

где p = 0, 4m – 1. 

 
Рис. 3. Распределение энергии остросфокусированного 
светового поля с двухпорядковой поляризационной 
сингулярностью по компонентам поля и по угловым 

гармоникам 

Однако, хотя при нечётном значении p косинус в 
(19) равен нулю, он возведён в квадрат. Это означает, 
что при этих углах СУМ не меняет знака. При чётном 
p СУМ меняет знак. Таким образом, распределение 
СУМ должно выглядеть как набор пар пятен с поло-
жительным и отрицательным СУМ. 

Если m и n относительно велики и близки друг к 
другу, то корни синуса и косинуса не совпадают, но 
близки друг к другу. Поэтому СУМ меняет свой знак 
при каждом таком угле, но из-за пар близких нулей 
СУМ между ними незначителен. 

4. Численное моделирование 

Численное моделирование проводилось с помощью 
формул Ричардса–Вольфа. Рассмотрим сначала случай, 
когда n = 2m. На рис. 4 показаны интенсивность и плот-
ность продольной составляющей СУМ остросфокуси-
рованного светового поля с двухпорядковой поляриза-
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ционной сингулярностью трёх различных порядков 
(m, n): (1, 2) (рис. 4а, б), (3, 6) (рис. 4в, г), (7, 14) 
(рис. 4д, е) при следующих параметрах: длина волны 
λ = 532 нм, фокусное расстояние линзы f = 10 мкм, чис-
ловая апертура sin α = 0,95, радиальная амплитудная 
функция A(θ) постоянна, то есть А(θ) ≡ 1. 

Как видно из рис. 4, распределение СУМ действи-
тельно состоит из чередующихся пар пятен с положи-
тельным или отрицательным СУМ. Это отличается от 
полученных нами ранее картин вблизи фокуса, когда 
пятна с положительным и отрицательным СУМ чере-
довались не парами [11]. 

 
Рис. 4. Распределения интенсивности |Ех|2 + |Еу|2 + |Ez|2 
(а,в,д) и продольной плотности СУМ 2Im {Ex*Ey} (б,г,е) 
остросфокусированного светового поля с двухпорядковой 
поляризационной сингулярностью порядков (m, n) = (1, 2) 

(а,б), (m, n) = (3, 6) (в,г), (m, n) = (7, 14) (д,е) при следующих 
параметрах: длина волны λ = 532 нм, фокусное расстояние 

линзы f = 10 мкм, числовая апертура sin α = 0,95, 
радиальная амплитудная функция A(θ) постоянна, то есть 
A(θ) ≡ 1. Все рисунки имеют размер 4×4 мкм2 (масштабная 

метка обозначает 1 мкм). Знаки «+» и «–» (б,г,е) 
обозначают соответственно положительный  

и отрицательный СУМ 

На рис. 5 показаны распределения интенсивности 
и продольной составляющей плотности СУМ остро-
сфокусированного светового поля с двухпорядковой 
поляризационной сингулярностью двух различных 
порядков (m, n): (6, 7) (рис. 5а, б) и (16, 17) (рис. 5в, г) 
при следующих параметрах: длина волны λ = 532 нм, 
фокусное расстояние линзы f = 10 мкм, числовая 
апертура sin α = 0,95, радиальная амплитудная функ-
ция A(θ) постоянна, то есть A(θ) ≡ 1. 

Согласно (17), полярные углы с нулевым СУМ 
должны возникать парами близких углов. Из рис. 5 
видно, что положительный СУМ в основном нахо-
дится в верхней части, а отрицательный СУМ – в 
нижней. На самом деле СУМ чередуется, но между 
каждым пятном с положительным или отрицатель-
ным СУМ находится малая область с противополож-
ным СУМ, которая на рис. 5 практически не видна. 

 
Рис. 5. Распределения интенсивности |Ех|2 + |Еу|2 + |Ez|2 

(а,в) и плотности продольной компоненты СУМ 
2Im {Ex*Ey} (б,г) остросфокусированного светового поля 
с двухпорядковой поляризационной сингулярностью 
порядков (m, n) = (6, 7) (а,б) и (m, n) = (16, 17) (в,г)  

при следующих параметрах: длина волны λ = 532 нм, 
фокусное расстояние линзы f = 10 мкм, числовая апертура 
sin α = 0,95, радиальная амплитудная функция постоянна, 
то есть A(θ) ≡ 1. Рисунки имеют размеры 4×4 мкм2 (а,б)  
и 6×6 мкм2 (в,г) (масштабная метка обозначает 1 мкм). 
Знаки «+» и «–» (б,г) обозначают соответственно 

положительный и отрицательный СУМ 

Согласно приведённой выше теории, СУМ равен 
нулю для порядков m и n одинаковой чётности. Рас-
чет это подтвердил, и поляризация фокального поля 
оказалась линейной. На рис. 6 показаны распределе-
ния интенсивности и направления поляризации 
остросфокусированных световых полей с двухпоряд-
ковой поляризационной сингулярностью порядков 
(m, n) = (3, 7) (рис. 6а) и (m, n) = (5, 3) (рис. 6б) при тех 
же остальных параметрах, что и на рис. 4 и 5: длина 
волны λ = 532 нм, фокусное расстояние линзы 
f = 10 мкм, числовая апертура sin α = 0,95, радиальная 
амплитудная функция постоянна: A(θ) ≡ 1. 

 
Рис. 6. Распределение интенсивности и направления 
поляризации остросфокусированного светового поля 
с двухпорядковой поляризационной сингулярностью 

порядков (m, n) = (3, 7) (а) и (m, n) = (5, 3) (б) при следующих 
параметрах: длина волны λ = 532 нм, фокусное расстояние 

линзы f = 10 мкм, числовая апертура sin α = 0,95, 
радиальная амплитудная функция постоянна: A(θ) ≡ 1. 

Масштабная метка обозначает 1 мкм 

На рис. 6 видно, что Ey
 = 0 на горизонтальной оси 

(φ = 0 и φ = π) и Ex
 = 0 на вертикальной оси (φ = ± π /2), 
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что согласуется с уравнением (5) для комплексных 
амплитуд светового поля. Видно также, что в обоих 
случаях в центре формируется седловая поляризаци-
онная сингулярность [19]. 

Заключение 

На основе теории Ричардса–Вольфа исследован 
спиновый угловой момент двухпорядковых цилин-
дрических векторных пучков в остром фокусе. Такие 
пучки являются обобщением стандартных цилиндри-
ческих векторных пучков, поскольку порядок поля-
ризации разный для разных поперечных компонент 
поля. На периферии такого пучка количество обла-
стей с горизонтальной поляризацией не равно коли-
честву областей с вертикальной поляризацией. 

Установлено, что если порядки поляризации име-
ют разную чётность, то в остром фокусе возникает 
спиновый эффект Холла, то есть формируются чере-
дующиеся области с положительным и отрицатель-
ным спиновым угловым моментом, несмотря на ли-
нейную поляризацию исходного светового поля. Если 
же порядки поляризации, напротив, одинаковой чет-
ности, то поляризация в остром фокусе остаётся ли-
нейной (но неоднородной). 

Исследован спектр угловых гармоник линейно по-
ляризованного поля с оптическим вихрем m-го по-
рядка в остром фокусе. Установлено, что если исход-
ное световое поле имеет не кольцевую форму, а од-
нородную или Гауссову форму, затухающую от цен-
тра к периферии, то энергия угловых гармоник с по-
рядками m ± 2 в поперечных компонентах поля по 
крайней мере в 28 раз меньше, чем энергия угловой 
гармоники m-го порядка. 

Получение представления о спектре угловых гармо-
ник сфокусированного поля позволило предсказать 
форму распределения спинового углового момента. В 
качестве примера продемонстрирована возможность 
формирования фокального распределения, в котором 
области с положительным и отрицательным спиновым 
угловым моментом находятся на кольце и чередуются 
попарно либо разделены в разных полукольцах. 
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Приложение А. Вывод энергий угловых гармоник вблизи острого фокуса 
Как видно из приведённых выше выражений для поля вблизи острого фокуса, каждая угловая гармоника 

пропорциональна функции Iν,µ из (4). Получим энергию Wν,µ такой отдельной угловой гармоники: 

   
2

2 2
, , ,

0 0 0

, 2 , .W I r z rdrd I r z rdr
  

            (А.1) 
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Подставляя сюда функцию Iν,µ из (4), получим 
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Заменим переменные интегрирования η = sin θ, η' = sin θ' и изменим порядок интегрирования: 
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В силу ортогональности функций Бесселя [20] внутренний интеграл по r сводится к дельта-функции Дирака 
(при µ ≥ –1): 
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Таким образом, уравнение (A.3) упрощается, и остается только один интеграл: 
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причём в нём пропадает зависимость от расстояния z, то есть энергия угловой гармоники сохраняется при рас-
пространении. 

Вернувшись обратно к тригонометрическим функциям η = sin θ, получим: 
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Abstract  

We investigate the spin angular momentum (SAM) of two-order cylindrical vector beams at 
the tight focus. Such beams are a generalization of the conventional cylindrical vector beams since 
the transverse field components on the Cartesian axes have different polarization orders. Using the 
Richards-Wolf approximation, we derive an expression for the longitudinal component of the 
SAM density distribution. We show that if the polarization indices are of different parity then, an 
optical spin Hall effect arises at the tight focus, meaning that alternating areas with positive and 
negative SAM are originated although the initial light field is linearly polarized. We study the an-
gular harmonics spectrum of all the components of the focused light field and determine the pre-
dominant angular harmonics. Then, neglecting the insignificant harmonics, we define the shape of 
the longitudinal component of the SAM density distribution and demonstrate the possibility of 
generating a focal SAM distribution where the areas with positive and negative SAM reside on a 
circle as alternating pairs or separated into different half-circles. 
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Wolf theory; spin angular momentum; optical spin Hall effect; angular harmonics spectrum. 
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