
ЖУРНАЛ 
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ Ф И З И К И 

Том 33, 1993 - № II 

У Д К 519.62 

© 11993 г. И. И. ГОЛИЧЕВ . 

(Уфа) 

И Т Е Р А Ц И О Н Н Ы Е М Е Т О Д Ы - Р Е Ш Е Н И Я - . Н Е К О Р Р Е К Т Н Ы Х х 

Г Р А Н И Ч Н Ы Х З А Д А Ч 

Изучается задача на минимизацию квадратичного функционала с управлением на 
границе и наблюдением на некоторой поверхности. Частным случаем рассматриваемой 
задачи является задача Коши для эллиптических уравнений и некоторые другие некор­
ректные граничные задачи. Получена итерационная процедура решения рассматриваемой 
задачи на основе метода итеративной регуляризации, при этом явно находятся параметры 
итерационного процесса и, используя специфику минимизируемого функционала, удается 
ускорить сходимость процесса. 

В настоящей работе изучается задача на минимизацию квадратичного ф у н к ­
ционала с управлением на границе и наблюдением на некоторой поверхности. 
Частным случаем рассматриваемой задачи являются задача Коши- для эллипти­
ческих уравнений и некоторые другие некорректные граничные задачи. 

Тот факт , что решение многих задач математической физики можно, свести 
к решению экстремальных задач, хорошо известен и широко используется. Д л я 
решения соответствующих экстремальных задач используются, как правило, 
градиентные методы. При этом если исходная задача некорректна, то применяются 
методы регуляризации. В основном используется либо регуляризация на основе 
метода А. Н . Тихонова, либо регуляризация по числу итераций (см., например, 
[ 1 ] — [5 ] ) . В настоящей работе используется регуляризация, по методу Тихонова, 
при этом явно находятся параметры итерационных процессов и, используя 
дополнительные свойства минимизируемых функционалов, удается ускорить их 
сходимость. 

Изучению задачи Коши для эллиптических уравнений посвящено немало 
работ, однако в подавляющем большинстве из. них рассматривается вопрос един­
ственности решения (см., например, [ 6 ] — [ 8 ] ) . Из работ, в которых изучаются 
приближенные методы решения задачи, отметим прежде всего [ 2 ] / [ 8 ] . В [9] 
построен итерационный процесс,; позволяющий найти решение задачи Коши для 
уравнения Лапласа . При этом существенно используются свойства гармонических 
функций , так что предложенный там метод не переносится на случай эллипти­
ческих уравнений общего вида. 

. Обобщение задачи Коши (см.- ниже задачу ( 1 . 1 ) , (L7) ) рассматривалось в 
работах [ 1 0 ] , [ 1 1 ] . В последней из них также получен итерационный метод 
решения, однако доказательство сходимости последовательных приближений дано 
лишь в случае уравнения Лапласа. . , -
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. § 1. Связь между задачей К о ш и и задачей 
оптимального управления > 

. 1. Пусть в ограниченной области Q С Rn с ' кусочно-гладкой границей д Q 
ф у н к ц и я и(х) является обобщенным решением,из W[(Q) уравнения 

(1.1) i W = - £ i ( a i J ( x ) J £ + alix)y) + 

при условии 

щ е 

Е arjy cos(n,xu, 

п — внешняя нормаль к Э й . Предположим, что dQ = Г 0 U Г и ф у н к ц и я . \р = \|) 
известна на Г 0 , но неизвестна на Г. Дополнительно известно, что * 

(1 .2 ) ' у 1 Г о = ср. 

Таким образом, требуется найти решение и ( х ) , удовлетворяющее соотношениям 
(1.1) , (1.2): 

<1-3) ^ | г 0 = ^ 

и условию 

Наряду с задачей (1.1)—(1.4) ' рассмотрим следующую задачу оптимального 
управления: 

(1.5) J(V) = / | y v ( j c ) - q>\2dl^> inf,. 

г д е yv — решение из И ^ ( й ) задачи 

(1.6) т [ ) - ] = / , | ^ | г 0

 = ^ l v | r = v -

Заметим теперь, что если задача (1.1) —(1.4) имеет решение, то задача (1.4), 

(1.5) т а к ж е имеет решение if = \J> на Г. П р и ' э т о м / (v*) = inf J (v) = 0. 

Очевидно также , что если J {if) = 0, то задача. (1.1)—(1.4) имеет решение и 
у совпадает с решением задачи (1.6) при v= v. Т а к и м образом, если решение 
задачи (1.1)—(1.4) существует, то ее решение сводится к решению задачи (1.5), 
'(1.6). 

2, Выше было отмечено, что в [10] , [11] рассматривалось обобщение задачи 
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Коши, состоящее в том, что требуется найти у Е W[ ( Я ) , удовлетворяющее 
уравнению ( 1 Л ) и соотношениям . 

( L 7> fj + V l r 0 = t У 1 Т = Ф, 

где у — поверхность размерности я — 1, содержащаяся в Я . 
Повторяя проведенные выше рассуждения, нетрудно сделать следующий вывод. 

Если решение задачи (1.1), (1.7) существует, то оно совпадает с решением 
задачи 

= л за*)-ф!1*-* 

щ е y v — р е ш е н и е уравнения (1 . 1 ) , удовлетворяющее краевым условиям 

ду ду 

§ 2. И т е р а ц и о н н а я регуляризация метода 
проекции градиента 

1. Д л я решения поставленных задач оптимального управления будет исполь­
зован метод, названный в заголовке параграфа и подробно изложенный в [ 1 ] . 

Сформулируем вначале теорему из [1 , гл. II , § 9 ] . Пусть требуется найти 

inf / (v) = / * . 
vEU 

Обозначим U+ = {vG U: J (v) = /*} . 

Т е о р е м а 1. Пусть выполняется следующее: 
1) U—выпуклое замкнутое множество из гильбертова пространства И; 

функция J(v) выпукла и дифференцируема на I / , причем 

(2.1) 11Г (v)1l < LQ (1 + IMI) V v G U, LQ = const > 0; 

кроме того, /,>—<», U9 & 0 ; 

2) погрешности в задании приближений J'k(v) для градиента J'(v) удовлет­
воряют условию • -

(2.2) \Uk'(v)-Г v)\\< 6k(l + |Ы|) V v G [ / , 

Л = 1 , 2 , . . . , lim 6, = 0; 

3) последовательности {6J,'{otJ, {pj таковы, что 

6к > 0, <хд > 0. > 0, & = 1 , 2 , . . . , 

lim (6, + а А , = 0, 
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Г а . - аЛ В. б. lim 2 * = iim.-~ = lim -± = 0, , 
k->v> OLfc * к-><х> Л-ооо &к 

00 

к=1 

Тогда последовательность { w j , определенная условием 

(2.3) и ^ , = Р„ К - р [ / ; (wk) + a . w j i 

ft = I , 2, . . . , >v, Е [/, 

сходится по норме Н к точке и, Е 1/ в с минимальной нормой. 
Зд^есь — оператор проектирования на множество U. 
Используя одно дополнительное свойство минимизируемых функционалов 

J(v), удается выбирать параметры, обеспечивающие более быструю сходимость 
итерационного процесса (2.3). Кроме .того , в некоторых случаях можно найти 
Р у л и ш ь приближенно, поэтому вместо итерационного процесса (2.3) рассмотрим 
следующий: 

(2.4) vM = Pbi%-'VkV'(vd + *kvk]l 

ft = 1, 2, . . . , v, Е 

где 

(2.5) \\Ри (у) - Pku(v) II < Гк (1 + IMI) V v Е U. 

Т е о р е м а 2. Пусть выполнены условия 1), 2) теоремы 1 и следующие 
условия: 

3') последовательности { 6 J , { a j , {y j таковы, что 

,(2.6) ос л >0 , ' б, > О, t* ^ 0, ft = 1, 2, . . . , lim (ak + б, + T i k ) = 0, 

(2.7) - ш „ £ ^ р - А . ^ - о , 

00 

(2.8) 2«.= + "5 
A i l 

4) существует такой ограниченный самосопряженный оператор А-Л(и, v), 
что 

(2.9) Г (и)-Г (v)=A(u, v)(u-v)' Vu,vGU9 

IL4 (и, v)\\ < L V и, vEU. 

Тогда последовательность {vk}, определенная итерационным процессом (2.4), 
где 

р , = 2 ( 1 + 2ос д )- , 



1630 И. И. Голичев 

сходится по норме Н к точке u9G U0 с минимальной нормой при любом 
начальном приближении v,. 

, 2 . При доказательстве теоремы 2 воспользуемся некоторыми утверждениями, 
которые легко следуют из известных фактов. 

Л е м м а 1 . Пусть U—выпуклое замкнутое множество из гильбертова 
пространства Н9 функция J(v) дифференцируема на U, при любых и, vE U 
существует такой линейный оператор А = Л(и, v), что 

' (2 .10) jjillAjP < (Ah, h) < LIIAlP V A E Я , 

и выполнено соотношение ( 2 . 9 ) . Пусть, даже, последовательность {uk\ опре­
делена с помощью итерационного процесса 

( 2 . 1 1 ) uM=Putek-№(*di' * = 0 , 1 , . . . , « о ' е я , 

при р л = р , 0 < р < 2/L. Тогда 

l l w A ~ ^ l l < ^ ( p ) 1Ц~>*11, ft = 1 , 2 , 

где 

<7(Р) = 
1-И-Р при 0 < p < 2 ( L + ji)-', 
L p - 1 яры 2 (L + < p < 2 Z T 1 , 

0 < (̂P̂  < 1 , u0 —точка минимума J(v) на U. Наименьшее значение #(p) при 
0 < p < 2L~X достигается при р = р 0 = 2(L -+ и равно #(р 0 ) = (L — 
- y)(L + , 

Доказательство леммы проводится совершенно так же , как доказательство 
аналогичного утверждения в случае V'='En (см. [ 1 2 , гл. 5 , § 2 , теорема 5 ] ) . 

Л е м м а 2 . Пусть выполнены условия леммы 1 , условия ( 2 . 2 ) , ( 2 . 5 ) , а 

> л + 1 = Р д Л ^ - р / , . ( г ^ ) 1 , ft = 0 , ' l , . . . , 
где р G (0, 2 /Z , ) . Тогда 

( 2 . 1 2 ) - "ФИ ^ б , . . . в̂ 1Ь0 - w l̂l -Ь А Д 

. + А _ 2 6 А - , ' + • • + А о е * - • • e i -

Здесь 6Л = q (Р) + dk, А, = dk (1 + Ни* II), rf, = Т д + Р Т ^ + рб д , ^ = max [L + 
+ 6 Д , 6 Л + 11Г(0)И]. 

' Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим z A + I = Р„ (v — р ^ / ' ( ^ ) ) , и>д+1 = Р„ (г^ - . 

— р / ' (г>л)). Тогда, учитывая ( 2 . 2 ) , ( 2 . 5 ) , получаем, что 

(2.13) Ым-хм\\*ъ{\ + 1 ^ - р / / ( ^ ) 1 1 ) , 

(2.14) II < 06, (1 + % И ) . 

, Принимая во внимание (2.2), (2.9), (2.10), получаем 

(2.15) l!/ t'(и)И< ( L + б А ) Null + б , + 11Г (0)11. 
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В силу леммы 1, 

(2.16) \Ъ»М - u#II < q (р) \h>k ~ и* II. 

Учитывая оценки (2.13)—(2.16), находим 

\toM - и* II < HvA+l - z ^ . i l + 1ЬЛ+, - wM\\ + 

. + ! l w , + I - ^ ! ! < T ; [ l -f \h>k\\ + $ (L + \H>k\\ + 

+ 'p ( б Л + 11Г (0)11):1 + 'рвЛ (1 + lb* II) + q (p) X 

x H - u,ll < ( т , + PTA-+ PSJ (1 + ВД + Я (P) Ihi ~ и*11-

Заметим, что IlvJI < —и*Н + Ни* II, поэтому 

\ЬМ - и,, II < (q (p) + rfj •% - и* II + rf, (1 + ||ц. II). 

И з последнего неравенства следует оценка (2.12). 
Доказательство теоремы 2 проводится по той же схеме, 4 что и доказательство 

теоремы 1.2 из [1 , гл. 2, § 9 ] . 
Обозначим через ик решение задачи 

Tat(y) + у IMf-*inf, veU. . 

При доказательстве названных выше теорем установлено, что 

(2.17) lim 11иА - ц*11 = О, 

(2.18) - M j | < с > | в 4 + 1 . _ a j а д k = 1,2,.. .. 

Учитывая лемму 2, получаем, что 

(2.19) \b,k+l-uk\\<(gk + dk)\\vk-uk\\ + Ak, 

где дк = L\L + 2аЛ)"' = 1 — 2ак (L + 2ак)~\ 

= Y* + Т*РД* + PA. It = max [L, 11Г (0)11] + \ , 

Ak = dk(l + \\икЩ. 

Полагаем sk = 2ак (L + 2oQ-' - dk, Ьк - Ак + с, (а 4 + | - а,) а;1. Тогда, учиты­
вая (2.18), (2.19), получаем, что 

H+t ~ И*+|« ^ Ч+. " « * " + 11и4+| - ,и 4 И < 

< (1 - S , ) Ikfc - иАН + V 

Если выполнены условия (2.6)—(2.8), то sk > 0 при достаточно больших к, 

оо 

2 s* = » , Hm (Vs*) = 0. 



1632 И. И. Голичев 

Т о щ а выполнены условия леммы б из [12, гл. 2, § 3 ] и по этой лемме 
lim \\vk — ик \\ = 0. Вместе с соотношением (2.17) это доказывает теорему. 
к -> ер 

З а м е ч а н и я . 1. Можно положить, например, ад = к~р, где р G (0,1) . 
2. Из доказательства теоремы 2 видно, что условие (2.2) достаточно проверить на последо­

вательности {т}к~о, а условие (2.5) — та последовательности №}?=о, где йк = щ - [1'к(т) + ot*t*]. 

§ 3 . З а д а ч а с граничным управлением 

В п. 1 из § 1 было показано, что задача Коши для эллиптического уравнения 
(1 .1)— (1 .4) сводится к задаче оптимального управления (1.5), (1.6) с управлением 
на границе. Н и ж е рассмотрим задачу, -частным случаем которой является задача 
(1.5), (1.6). _ 

Пусть у — кусочно-гладкая поверхность размерности п — 1, y£zQ,Q — об­
ласть в R/1, а Г — либо часть, либо вся граница dQ области Q. Предполагаем, 
что поверхность dQ кусочно-гладкая. Через Ру (Рг) обозначим след функции 
z 6 W[(Q) на Т ( Г ) . 

Изучается следующая задача: найти 

( З Л > ini'Ta(v), Ta(v) = \j \CPyyv-z\4l + % f \ v \ 2 d L 

v L y L r / 

щ е yv — обобщенное решение из W\(Q) задачи 

(3.2) x [у] = / , J ^ - + oy\9Q = y + Bv, 

(3.3) ve U, 

щ е U — выпуклое замкнутое множество в 2^ (Г), С Е (у), 
Е (Г), 1^ (Г)) (5J(J&„ i? 2) — множество ограниченных линейных операторов 
из пространства Ех в Е2)> / E L ^ Q ) , \|> EZ^ ( д й ) , б Е Lm (dQ), Bv=Q на 
г0 = а й \ г . 

Предположим также , что функции aip ар bL, с вещественны, принадлежат 
Lm(Q), atj = ар i, / в 1> 2, гс, выполнено условие равномерной эллиптичности 

я 

(3.4) a i y U y > a 0 g 1 ^ 1 2 

для любого х Е Q и любых вещественных параметров | , , | я . 
Напомним, что обобщенным решением из M^(Q) задачи (2.1) называется 

. элемент у Е W\(Q), удовлетворяющий интегральному тождеству 

* ( У э + J GyzrfZ = J* /zdx -f J (ф'+ #v) zJ / V z e 

щ е , • , .. 

, * ( У > z) = Jf (ai}yxzXi + + + cyz) tfx. 
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З а м е ч а н и е 3. Легко видеть, что если f = Го, = 0 на F, С ~ /, Bv - v на Г и Bv = 0 на 
Го, U = 1<2(Г), а = 0, то задача (3.1), (3.3) совпадает с задачей (1.5), (1.6). 

I.. Прежде чем: сформулировать- теорему,, сделаем некоторые' замечания; .и 
введем обозначения.. 

Известно (ем. [4, с. 27 ] ) , что существуют постоянные (Jv и (J r, зависящие от 
поверхностей f,T.n области Q, такие, что ч 

( 3 ' 5 ) f'WW*$Wfyw> ?№<И*№¥Ц(ау. 

Обозначим через Аг оператор, который ставит в соответствие фуивщии 

Ф Е LjfcF): решение у = А г ф из ' Щ{Щ задачи 

(3.6) dv 
т [ у ] = 0, ^ 4 б у 1 д й = ф, 

где ф ~ ф на Г и ф = 0 на Г 0 . Положим: К = РуАг. 
Покажем, что 

(3-7) I l ^ l l ^ < f t t k p l ^ , 

где |А = р 7 р г б _ | , если a > О и 

(3.8) х&у^ЬПуЩ^ V y e W * ( Q ) • 

при некотором 6 > 0. 
'Действительно', энергетическое соотношение для решения задачи (3.6$ имеет 

вид; \ 

* ( У г У ) + / а 1 у 1 2 й / = /фусН. 
d Q Г 

Учитывая условие с > 0 и неравенства (3.8), (3.5), получаем неравенство* «3.7). 
Полагаем теперь 

(3.9) £ = = |Ш!Р1!С1Рр2р2б-2. 

2. Д л я вычисления градиента функционала /(v):• = ~ / ICP^ - z\2dl шшгре-
Y 

буется найти оператор, сопряженный к А'. 
Через (•, •), II • II обозначим скалярное произведение и норму жЛ^Щ. 1кжж®ш-

далее 

а распределение б у ( х ) ф ( 5 ) , щ е ф(£) Е l^ifjv понимается в следующем смысле; 

i б 7 (ж) Ф (s) *(х) tf* = / ф (5) ds Vg GW[ (Q). 

2 ЖВМ и МФ, №• 11 
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Л е м м а 3 . Пусть оператор 1С ставит в соответствие функции 
ф Е Liix) след на Г решения задачи 

v 1р) = бу(х)Ъ -§: + o P \ i a = o, 

т о щ а 1С является сопряженным к К. 
Подробное доказательство данной леммы можно найти в [13] . 
3 . Теперь нетрудно найти градиент функционала Ta(v). Пусть 

Ду = Угн-Av — У^ В силу определения оператора АГ находим, что 

Ду = ArBAv, yv = Аг (Bv + \))). 

. Откуда получаем, что 

Тс (V.+ А*) - Т0 (v) = (СР^ - z, СР^у)^ + о ( I I A v l l ^ ) = 

= (CK(Bv + i|>) - z, CA&Av) + о ( I I A v l l ^ = (В*К*С* х 

X [ C A ( * » + v|)) - z ] , Av)^ ( r ) + о(11ДЫ1^(Г)). 

Такими образом, 

Т0* (у) = В*К*С* [СК (Bv + ф) - z ]. 

Легко заметить, что выполнено условие 4) теоремы 2, где 

U = Lz (Г), , Л (ы, v) = В*К*С*СКВ V w, v Е 1^ (Г). 

Учитывая оценку (3.7) и определение постоянной L в (3.9), получаем, что 

IL4 (и, v) II = МСКВ\Р < L Vw, vEZ^(r) . 

4. Если а > 0 , то для решения задачи (3.1)—(3.3) используем итерационный 
процесс (2.11), где р л = 2(L + а ) " 1 . Если а = 0, то T0(v) =. J(v). Тогда для решения 
задачи (3.1)—(3.3) используем итерационный процесс (2.4). Предположим вна­
чале , что значения операторов С, К, В, Pv вычисляются точно, тогда 
bk = 0, у* = 0, к= 1, 2, и процесс (2.4) примет следующий вид: 

(3.10) . = Р и { % _ р д ^ ^ С * [СА- + - z.] + 

+ « Л » , к = 1, 2, 

Обозначим уА = ,СТ(ггЛ + \|>). Т о щ а у д — решение задачи 

< З Л 1 ) T [ y J = / ( x ) , ^ + оу1, п = у|) + ^ . 

Пусть рА — решение задачи -

( 3 . 1 2 ) x*[Plt} = Wx)C*(Cyk-z), ^ + o p l i O = 0 . 
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В этом случае итерационный процесс (ЗЛО) запишется в виде 

(ЗЛЗ) ^ + 1 = Р ^ К - р д ( ^ Р г Л + а Л ) ] , к = 1, 2, ... . , 

а итерационный процесс (2.11) примет вид 1 

(3.14) vM = Ри [vk- р (В*РтРк + avk)l к = 1, 2, . . . . 

Обозначим через / 0 множество решений задачи (ЗЛ)—(3 .3 ) . . 
Т е о р е м а 3 . Пусть выполнены условия (3.4), (3.8); тогда верно следующее. 
1. Если а > 0, то задача (ЗА) — (3.3) имеет единственное решение Vй Е U 

и последовательность {vk}k=l, определенная итерационным процессом (3.11), 
(3.12), (3.14), где (5 = 2 ( 1 + а ) " 1 , при любом ц Е ^ ( Г ) сходится к v* при 

оо в 1^(Г) с оценкой 

' ^ - ^ ' W * ( Z T ^ ) A | ^ - V * ' W 
2. Если ot = 0 и / 0 ' 5^ 0 , т о последовательность {г^}"=1, определенная ите­

рационным процессом (-3.11) — (ЗЛЗ) , где р л = 2(L + <хА)~': 

(ЗЛ5) ал>о, 2 а ; = о о , l i m , ^ 1 ^ = О, 

при любом v0 Е 1^(Г) сходится по норме 1^(Г) /с элементу из /„ с минимальной 
нормой. • • 

Вследствие замечания 3 и эквивалентности задач Коши и (1.5), (1.6) получается 
Т е о р е м а 4. Пусть выполнены условия (3.4), (3.8) , задача (1.1) — (1.4) 

имеет единственное решение у = ^ ( Q ) . 
Пусть, далее, v* = Р г у , а последовательности {yA}£=i> {V*}A°=I> {РЛГ=! определены 

с помощью итерационного процесса 

(3,16) T F v l _ , ^ ф " ^ i " 

= % - Р* ( Л * * + « Л ) . * = 1, 2, . . . , 

где р 4 = 2 (L + a t ) ~ ' , a { а 4 } " = | удовлетворяет условиям (3.15). Тогда при любом 
», е ^ ( Г ) . 

( З Л 8 > lim Ilu4 - V* II, , п = О, 

(3.19) lim \\у, - у\\^(т = 0. 

Отметим, что в данном случае у = Г 0 . . 
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Вопрос о единственности решения задачи Коши рассматривался в большом 
числе работ (см,., например., [6J, [7 ] ) . 

З а м е т и м теперь, что задачи (3.16), (3.17) можно решать лишь приближенно. 
Поэтому возникает вопрос о том, с какой точностью нужно решать указанные 
задачи, чтобы гарантировать выполнение соотношений ( З Л 8 ) , (З.Л9). 

Пусть 

«V, & - У.) V * Ml + Ч^У* 
Обозначим через рк решение задачи (3.17) при ук == Ук, и пусть 

( 3 . 2 0 ) Щ(р,-рО И ^ Г ) ^ ^ . 

Полагаем 

(3.21) Ч« = Ч-МРтР* + Ш)- ' 

Т е о р е м а 5 . Пусть выполнены условия теоремы 4 и 

(3.22) • Mm.i^Jak) .= 0 . 
,Jfc-*i» 

Тогда мри мяо&ом v% С Х^(Г) выполнены соотношения (3.18), (3.19), 
Д о х а з а т е л ь е т в о. Для* доказательства теоремы, в силу теоремы 2 и 

замечания 2 , достаточно установить, что . > 

(3.23) WT (пк) - Л = Щ (Рк - pk) WhiT) < Ьк (1 4- 1 Ч \ ( П ) > 

щ е • • * 

'{3.24) l m { V o c 4 ) = 10-

ДеистаительиО;, 

(3.251 ИР Т ' <А - РК) 1Ц(Г) U*Y (Р. " РА) %Г) + Н^г (Р*' - Р*) «Ц(П-

З а м о п щ , что Др А •= р д - р\ — решение задачи 

и, следовательно, удовлетворяет: энергетическому соотношению 

х(Др 4, Др,) = / (у, - ЗУ) Д л ^ . 

Отсюда щажадим, что ' 

< (1 + 1 !^)^) ИДр л 1Ц ( й ) , 4 

поэтому 

| |Др, | Ц (Q) * о :•«- ЯЧк ад. 
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У ч щ ш в а я теперь неравенства (3,25), '(3.20), получаем неравенство (3.23), щ е 

бд == + 5"'-РгвРг).И'А.' Тогда 553 (3.22) следует (3,24), и теорема доказана . 

Нетрудно заметить,, что решение задачи (1.1), (1.7) также может быть найдено 
с помощью итерационного процесса (3.41), (3.12), щ е С ~ тождественный oner 
ратор $ Lz(i)^ ш 0 на Г, a $ t > = 0 на Т0 щ Bv~v на F, 
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