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ГРУППЫ ОГРАНИЧЕННОГО ПЕРИОДА 

С ПОДГРУППАМИ ПРОСТОГО ПОРЯДКА 

А. Ю, ОЛЬШАНСКИЙ 

Построенные в статьях [ l , Z\ бесконечные неабелевы группы, все соб­

ственные подгруппы которых конечны, позволили решить соответствующую про­

блему О. Ю, Шмидта и дать ответы на некоторые другие вопросы теории групп 

(см. Q., З р . Эти группы, очевидно, являются периодическими, однако с о ­

держат элементы сколь угодно высоких порядков. Поэтому ставилась задача 

(известная как проблема А. Тарского) нахождения групп ограниченного периода 

(т, е. с тождеством вида^с"« / ) с подгруппами простого порядка. В ответ 

на этот вопрос в настоящей работе доказывается 

ТЕОРЕМА. Д л я п р о и з в о л ь н о г о д о с т а т о ч н о 

б о л ь̂ _ш о г о п р о с т о г о ч и с л а tl ( н а п р и м е р , д л я 

ГЬ У/0 ) с у щ е с т в у е т б е с к о н е ч н а я г р у п п а СЦ/ 

к а ж д а я и с т и н н а я п о д г р у п п а к о т о р о й 

и м е е т п о р я д о к Л/ 

Понятно, что группа порождается парой любых неперестановочных 

элементов. В частности, она является и группой Бернсайда - она бесконеч -

ная, конечно-порожденная, имеет ограниченный период. 

Как известно, такие группы впервые построены П. С. Новиковым и 

С. И. Адяном [ 4 , 5 ] . Ими (впервые в математических работах) сложная 

совместная индукция была столь органически связана с методом, развитие ког-

торого позволило бы, возможно, доказать и сформулированную нами теорему. 

Автором £б] было предложено новое доказательство теоремы Новикова - Адя 

на, которое значительно короче оригинального (правда, при этом существенно 

слабее оценка показателя 1Ъ ) . В работе £бЗ индукционные построения сочета­

ются с принадлежащей ван Кампену - Линдону гобметрической интерпретацией 

вывода соотношений из определяющих, в результате чего появились новые по-
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нятия ('поддиаграмма примыкания", "гладкий участок контура", " $ - к л е т к а " 

и др. ) . 

Настоящая статья опирается на метод и отдельные леммы работы СбЗ . 

При этом доказательства, которые дословно переносятся из СбЗ , заменяют­

ся соответствующими ссылками. Ситуация здесь в целом сложнее, так как 

вводятся дополнительные соотношения более прихотливого, чем в СбЗ,вида, 

аналогичные соотношениям статьи C"iO • Как и в цитированных выше статьях 

автора, результат достигается путем использования языка диаграмм. Перво -

начальные понятия, связанные с геометрической интерпретацией вывода соот -

ношений в группе из определяющих, можно найти в книге [ 8 3 . Новые с о о т ­

ношения определяются по индукции, что предопределяет характер доказательст­

ва, при котором большая часть утверждений доказывается путем совместной 

индукции. (Плодотворность сложных индукционных построений такого рода впер­

вые продемонстрирована в С 4 , 5 3 . ) В статье встречаются следующие вспомо­

гательные параметры: 

ос « % р = Ю~*\ р = 0,9; 8=1/Ш) и)~2.Ю~'8; 

0=0,985- 2=0,9 • fl-Vit; dJU\ К~Ю~*\ 

Z = (0~%; fl = /0*; d4hWW\ $4hl09-h КгШ; 

1С =400; К .= 600: З-М*; <Z = ~"k-hda'/3 

2 u Ul+1 

( i ) 

§ 1 . Предварительные сведения 

±1 ±1 

Основной алфавит состоит из CL^ , CL- , Множество слов в этом ал­

фавите вполне упорядочим, соблюдая, как и в [бД , условие: из |X I<!V| 
следует X < У • ( IА I - Длина слова А • ~) Как и в [б] , в каждом 

ранге 4 > / определяется один период ранга I , обозначаемый П. , но с о -
4 

отношений ранга 4 вводится уже не одно, а несколько. Определим эти с о ­

отношения и некоторые связанные с ними понятия индуктивно (см. пп. 1 - 5 ни -

же) . 

1. При 6 > / слово С'^ определяется как минимальное из тех слов, ко­

торые имеют бесконечные порядки в ранге 0~1 , т. е, в группе ^^-f В даль­

нейшем С> называется п е р и о д о м р а н г а I , (Сушествова -

ние периода любого ранга 0 следует из леммы 3 7 . ) 

2 , Для определения множества определяющих слов рангов - ё i при 

i 
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( S,g пусто по определению) к множеству слов из <^ '_ / добавим, 

во-первых, слово CP' , а соотношение 

£ я = / ( 2 ) 
и 

назовем о п р е д е л я ю щ и м с о о т н о ш е н и е м р а н -
• 

г а () , Во-вторых, в множестве всех слов, длина которых не превосходит 

djl^\C'b I > выберем некоторое максимальное (конечное) подмножество 

! £ • такое, что 

а) в $ в х о д я т только минимальные в ранге Ь~I слова; 

б) в не входят слова, равные в ранге 0~ / степеням слова , 

т. е, слова из циклической подгруппы р̂ { . ^ } ^ ^ 4 - / * 

в) каждый двойной смежный класс группы п ° подгруппе (£р 

содержит не более одного слова из $ ' b 
Если Ctj не содержится в подгруппе \ С^) группы ^ , т ° Дня 

каждого слова J~€. , не лежащего в двойном смежном классе (£р \_&j^f 
й] \Jj'^ группы ^ i , рассмотрим соотношение 

a,ClTCflT ...С?*-1, <з> 

а если (Х^ не содержится в подгруппе р̂ [^ ' J ' -^ ' .^ и к е лежит в одном 

двойном смежном классе по [ ^ ' } с элементом CL^ , то для каждого сло­

ва / * £ , не лежащего в классе смежности (^р ^Cj^CL^ группы 

0^^ ^ , рассмотрим соотношение 

которые (как и ( 2 ) называем о п р е д е л я ю щ и м и с о о т н о ш е ­

н и я м и р а н г а 4 , а левые части равенств ( 2 ) , ( 3 ) , ( 4 ) наэыва -

ются о п р е д е л я ю щ и м и с л о в а м и р а н г а 0 и 

составляют вместе с J ? ; _ • множество А; . 

3, Через уф обозначим свободную группу с порождающими QffQ^, 
Для (, yQ буквой ^ обозначим группу 

4 . Запись X=Y» где 0 , означает р а в е н с т в о с л о в 

X и Y в р а н г е ^ . т , е. в группе . Под с о п р я ж е н 

н о с т ь ю с л о в в р а н г е ^ понимается сопряженность в 

группе . 
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5, Слово X называется м и н и м а л ь н ы м в ранге 0 ( ц и к ­

л и ч е с к и м и н и м а л ь н ы м в ранге 0 ) , если из равенства 

X==Y (из сопряженности слов X и Y ь ранге I ) следует, что | X I ^ | Y | . 
Слово л называется п р о с т ы м в р а н г е Ь^-О» в с п и 

оно не сопряжено в ранге 4 с какой-либо степенью С„ для некоторого 

^.jj , а также "не сопряжено в ранге 0 с какой-либо степенью более корот -

кого слова. 
Из определения слова (см. также лемму 3 7 ) следует, что оно я в ­

ляется простым словом в любом ранге j^O • В частности, , а значит, 

и определяющее слово вида ( 2 ) , являются циклически несократимыми словами. 

Что касается определяющих слов вида ( 3 ) , ( 4 ) , то здесь на стыках вида 

С-.'Т,ТШ C'L ,0Lj-Cl,a2-СI (и fyd, ,C-tat , если слова ( З ) , ( 4 ) р а с ­

сматривать как циклические слова) возможны сокращения. Быть может, даже 

слово Т полностью сократится в полслове вида С• ' Т' С• * и полу -

чится слово вида h'R , где А - начало слова С\ , а 3 ~ конец слова 

у . , Но после этого уже в процессе сокращения в 

АВ 
может быть 

уничтожено меньше | \ пар букв, ибо А и S — периодические слова с 

циклически несократимым периодом • Таким образом, после (циклических) 

сокращений слова ( 3 ) и ( 4 ) приводятся к циклически несократимому виду 

где • • ' 1 Адх j - периодические слова с периодом С^ , причем 

\ki\y[%-zdtil/i-z)\Ci\>0. 
Под д и а г р а м м о й р а н г а L понимается диаграмма над 

копредставлением C^^ = <Cd1,Q2 I R—f , ^ • Тут нужно сказать, что 

обычно при задании определяющих соотношений ограничиваются циклически не­

сократимыми словами. Нам же будет удобнее 

не заменять слова вида ( 3 ) , ( 4 ) (их вид 

заключает более точную информацию) слова­

ми вида ( 5 ) . При этом клетка П диаграм­

мы, отвечающая соотношениям вида ( 3 ) , ( 4 ) , 

может иметь несколько "отростков* (см. 

рис. 1 ) , так что при обходе полного кон­

тура клетки /7 читается ( 3 ) или ( 4 ) , а 

при обходе, игнорирующем "отростки", чи­

тается слово вида ( 5 ) . Под к о н т у - Рис. 1 

р о м к л е т к и в дальнейшем понимаем ее полный контур, метка кото -

рого является определяющим словом (либо обратным ему, либо циклическим 
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сдвигом того или другого) вида ( 2 ) , ( 3 ) или ( 4 ) . Под д у г о й клетки 

П понимается путь р такой, что контур клетки представим в виде (J е 

= рр' . Здесь р' - дополнительная для р дуга клетки / 7 . 

Клетку /7 , метка контура которой есть слово вида ( 2 ) , ( 3 ) или ( 4 ) 

(или циклический сдвиг такого слова, либо обратного ему слова) , называем 

к л е т к о й р а н г а I , (Пишем: 

Метку какого-то пути р , как и в ( в , б ] , обозначаем (pip). Гра­

фическое равенство слов X и Y записывается Y . 

ЛЕММА 1. П у с т ь д л я д у г р1 и pz к л е т к и /7 

р а н г а ц , о т в е ч а ю щ е й о д н о м у и з " с о о т н о ­

ш е н и й в и д а ( 3 ) и л и ( 4 ) , и м е е м : (р(р^) 2 : <Р(р2) -
П у с т ь п р и э т о м (p(Pj) с о д е р ж и т п о д с л о -

в о в и д а 

г д е d= 3, % . а с л о в а Tf71 - 9 т о Ctf 

и л и QL , и л и 7 е ^ . ( в с о о т в е т с т в и и с о п р е д е л е -Z О 
н и е м с о о т н о ш е н и й ( 3 ) и л и ( 4 ) ) , Т о г д а Р^Pz-

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, Каждое (циклическое) подслово определяющего сло­

ва ( 3 ) или ( 4 ) может быть записано как 

где , , . . , ^ Z; D - конец некоторой степени слова (возможно, 

пустой); 7} - качало некоторой степени слова Sj , 5̂  , . . • , SK 

имеют вид Q. или Q. , или Т££C'tно если 7) пусто (2?Г
 пусто) , то 

\Ь ц I может быть концом (началом) слова / . Для доказательства лем­

мы достаточно из графического равенства слов ( б ) и ( 7 ) вывести равенства 

Допустим сначала, что \D\< I ^ ! • Тогда, поскольку 

имеем: С> 1 D $f £ . где 

l£l>iqi w 
и £ - качало слова CP . Н о конец степени слова С' является одновремен­

но началом степени слова , если только Е -степень слова С' > в силу 

неравенства ( 8 ) и простоты слова (/• в ранге О . Значит, fiS^C! для 
, 7 " 

некоторого у . В таком случае, сокращая слева равенство слов ( б ) и 
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( 7 ) на 1 получаем, что С: ' - начало слова С' , а следователь¬ 

но, Tj^T] G - начала слова i . Это опять же возможно только, 

если слово Т. графически является степенью слова С: . Последнее, од¬ 

на ко, противоречит выбору слов (3) и ( 4 ) . 

Итак, \JJ | ^ I ^ I • Поэтому, сравнивая (6) и ( 7 ) , видим, что 27 

начинается с П' < а поскольку 7} - коней некоторой степени слова С: , то 

J?3 ̂  t у > / . Если j Zd—f , то 7^ v. Tj С' - начала степеней 

слова С' > откуда следует, что 7Г - степень слова , чего быть не 

может, как мы заметили выше. Значит, J Ц Zd~t, 

Теперь опять из сравнения (6) и ( 7 ) имеем: 

где | ^ \ | ^ | р | ̂  (4d~ 6 ) 1 < t I (?• | . Значит, являясь одновременно 

началом и конном степени слова 0^tP есть степень слова . Поэтому, 

проводя в равенстве ( 9 ) сокращения, получим равенство BHaaS.G; -** £ 
(или С• S, ^ Т. С- )• Но, по определению слов (-3), ( 4 ) , такое воз -

й fid р j 

можно только, если Q = 0 = 0 , Это влечет равенства X Qt 31 J) и 

S Z Г . Аналогично Л . Х^' 7"=$ t i p 

Остается заметить, что неравенство £>2 приводит к (j;T. (j. u , 6 - . . . f 

0 -Г nt 1 "lb, откуда, как мы неоднократно выводили выше, t? I/ - для некоторого 0 , 
вопреки определению слов ( 3 ) , ( 4 ) , Таким образом, слова (6) и ( 7 ) гра -

фи чески совпадают, что и доказывает лемму, 

ЛЕММА 2. П е р и м е т р J Qf] | к л е т к и П р а н г а 

I н е б о л ь ш е / } и н е м е н ь ш е 

6 

(/— В ) ft I С: I • Б о л е е т о г о , с у м м а д л и н п о д -
Р л г 6 (г*«пЫ ч 

с л 0 в L - , , . . . (V/ » Ц' » • • • ' » в ы д е л е н н ы х в 
ф о р м у л а х ( 3 ) , ( 4 ) , б о л ь ш е [4-р)п \С[ \ • 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть слово R имеет вид (3) или ( 4 ) . Тогда 

/+W/1 ' / з I л ; | + I С: I < Л I С; 
по выбору числа % , С другой стороны, 

= g _ -,-(«л-*]{М|̂ |> 1л-(Л*+/)ГА+/)}|^1>Мя1^1. 
и лемма доказана. 
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Кроме диаграмм (т. е. односвязных диаграмм)! как и в Q6̂ ] , 

здесь будут встречаться кольцевые диаграммы. Но еше возможна диаграмма 

с двумя дырами (дополнение к которой в £ состоит из трех компонент), 

а также сферические и торические диаграммы (т. е. носителями которых яв -

пяются полные поверхности сферы или тора). Диаграммы перечисленных вы­

ше видов будем для краткости называть ^ - д и а г р а м м а м и . 

Вспомогательные графы нужно будет строить не только для плоских и 

кольцевых диаграмм, как в QsJ . Поэтому введем для краткости понятие 

Л - г р а ф а , объединив нижеследующие возможности 1 ) — 5 ) : 

1 ) Ф - плоский неориентированный граф без петель и кратных ребер, 

расположенный внутри круга S . на границе которого выбраны точки Q ц , , . 

.f,0g > г д е (J i причем каждая вершина из Ф соединена не более чем 

одним ребром с каждой из точек Oi,...,0^ так, что полученный расширенный 

граф также является плоским (здесь, строго говоря, А -граф - это па¬ 

Ра (Ф,Ф)к 
2 ) ф - граф без петель и кратных ребер на сфере; 

3 ) 9^ - граф на торе, не имеющий петель, стягиваемых на торе, и 

гомотопных кратных ребер} 

4 ) Ф- плоский граф, расположенный внутри кольца S , не имеющий 

петель, стягиваемых по кольцу, и гомотопных в S кратных ребер, при 

этом на внутренней и внешней границах кольца выбраны точки 0^ и 0^ , а 

каждая вершина из Ф> соединена не более чем одним ребром с каждой из 

точек 0^ 0^ T a K i ч Т о расширенный граф ^ также является плоским; 

5 ) *Ф _ граф в области с двумя дырами, не имеющий петель, стяги -

ваемых в этой области, и гомотопных в ней ребер. 

Пусть каждая вершина О и каждое ребро & п -графа Ф снабжены 

неотрицательными весами \) (о) , и при этом ^(0)~0 , если 0 - вер­

шина из Ф^ф . Пусть еще для некоторой константы CL , любого ребра £ 

из Ф (и из Ф в случаях 1 ) и 4 ) ) и любой вершины О из инцидент­

ной ребру £ , выполнено неравенство у}{Е)-^О.')/(0)» 
ЛЕММА 3. П р и н а л о ж е н н ы х в ы ш е у с л о в и ­

я х с п р а в е д л и в о н е р а в е н с т в о ^ ^ 7& Alf , 

г д е /У, и Н- с у м м ы в е с о в с о о т в е т с т в е н н о 

в с е х в е р ш и н и з _Ф и в с е х р е б е р г р а ф а 

ф ( р е б е р г р а ф а Ф в с л у ч а я х 1 ) , 4 ) ) , 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В лемме 1 . 3 [б] доказано, что в случаях 1 ) , 

2 ) и 4 ) граф Ф обладает вершиной степени ^ У. Этот же вывод (и 

даже более сильный) справедлив и в случае 3 ) , ибо формула Эйлера тогда 

выглядит так же, как и для кольца. В случае области с двумя дырами 
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V - £ + f = - / , где V - число вершин, £ - ребер, £ " - граней графа 

Поскольку в <Р , как видно из условия 5 ) , нет "двуугольных* и 'одноуголь­

ных* граней, то ZE ~5- Зр • Отсюда V~ ~^£ , а значит, и в этом 

случае найдется вершина в , инцидентная не более 7 ребрам. 

Теперь доказательство леммы 3 получается дословным повторением до­

казательства леммы 1. 4 [в] 

В дальнейшем, как и в [б] , мы фиксируем направление обхода кле­

ток и контура (контуров) /\ -диаграмм. В отличие от [ б ] в произведении 

у ч а с т к о в разбиваются не только контуры /4 -диаграмм, Но и конту­

ры клеток. Если /7 - клетка ранга J к -диаграммы ранга I , причем 

/7 отвечает определяющему соотношению вида ( 2 ) , то считаем ее контур 

состоящим из одного циклического участка (называем его / - у Ч а с т -

к о м ) . Если же /7 отвечает слову вида ( 3 ) (или ( 4 ) ) , то ее контур раз­

бивается на участки с метками Q.J Т .С- K=0.2* . . .,Z?L 

(с метками CJ, / , О: К = , М т / / , в соответствии с за -

писью ( 3 ) (или ( 4 ) ) . Участки клетки П с метками С; будем 
. а 

называть у - у ч а с т к а м и, а остальные - к о р о т к и м и 

у ч а с т к а м и контура клетки /7 . 

Направление участка ^ считается согласованным с направлением обхо­

да клетки. При этом говорим, что п р и н а д л е ж и т клетке. 

Аналогично гоРорим о принадлежности некоторого ребра какому-либо участку 

или клетке. 

Под j -п а р о й f\ -диаграммы А ранга {, понимается такая 

ее поддиаграмма f , в которой лишь две клетки / 7 и f] ранга / с 

контурами и p z , где (р[р^ Л 'Р(р^) . а контур поддиаграммы / 

равен р tp i > причем (DCt)^~ I • Назовем А -диаграмму А ран-
• А 

r a j , м и н и м а л ь н о й / ( - д и а г р а м м о й , если она не содер­

жит у -пар в качестве поддиаграммы для всех J ^ 0 • Как и в Г_6^ , ра -

венство (сопряженность) в ранге i всегда можно интерпретировать с помо -
* 

щью минимальных диаграмм (кольцевых диаграмм) ранга С . Доказательство 

этого факта дословно переносится из {_В~} , при этом точно так же, как и в 

[ 6 j , определяется понятие типа Т (&) А -диаграммы Д 

Рассматривая периодические слова с периодом Q (простым в ранге О ) , 

определяем их ^-согласованные разложения, как и в [j3j . (Определение 

С -согласованности участков контура /4 -диаграммы см. также в . ) 

Пусть р - j -участок клетки / ] ранга J в А -диаграмме А 

ранга I . Пусть, далее, - J -участок другой клетки П рангаJ, 

из А или - (возможно, циклический) участок контура А-диаграммы А , 
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причем <pity)- периодическое слово с периодом (jj . Назовем р и (£, 

с о г л а с о в а н н ы м и (точнее, / - с о г л а с о в а н н ы м и ) , 

если существуют вершины О на р и О на О, , определяющие Oj - с о г л а с о -
, i f 

ванные разложения слов ф(р) и <pi^ ) > и путь 0 - 0 без самопере­
сечений такой, что (0(0— О*) & /• 

§ 2 . Гладкие участки, связки, поддиаграммы примыкания 

В разбиении контура (контуров) /\ -диаграммы А ранга 0 некоторые 

из участков (иногда все) выделяются и называются гладкими. При этом (ци­

клический) участок CJ, может быть назван г л а д к и м , если только 

либо 

1 ) ~ периодическое слово с простым в ранге I периодом, 

либо 
• . р±{ 

2 ) для некоторого J &Ь слово фЩ) ~ 0* —периодическое, причем 

если | ^ | у [l^Z АтУ ) I С: 1 * то в А нет клеток ранга j , отвечающих 

соотношению вида ( 2 ) , контуры которых у -согласованы с , 
либо 

3 ) - участок, но не циклический, и <p(<f) - минимальное в ранге С 

слово. 

Заметим, что если в некоторой минимальной 4 -диаграмме А ранга С 

вырезается какая-то поддиаграмма Ад , причем / -участок некоторой 

клетки П ранга / , не лежащей в Д„ (или подпуть р в ^ ) , стано­

вится участком контура для Aq i т о ф (или р ) может быть объявлен 

гладким участком в контуре диаграммы Ал • Это следует из минимальности 

диаграммы д . Аналогичное замечание можно сделать и для полпути г л а д ­

кого участка, ставшего участком в поддиаграмме. 

Если Q- гладкий, в силу 2 ) , участок, то минимальное из таких J 

назовем р а н г о м г л а д к о г о у ч а с т к а (пишем: = 

—J ) . Если же участок гладок, в силу 1 ) или 3 ) , то удобно считать 

оо. Для участков клетки /7 ранга j тоже введем понятие р а н-

г а, полагая ранг равным j для j -участков и <х? - для остальных 

участков. Ранг негладких участков также считаем бесконечным. 

Внесем небольшие изменения в определения понятий "связка* и "под­

диаграмма примыкания *, данные в [б] . Ниже определяются понятия связки 

между ^ и 0^ , где ^ f , ^ 2 ~ (возможно, циклические) участки клеток или 

участки контура, или ^ - участок клетки, а - участок контура. При 
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этом допускается, что ^ и фг~ Р а з л и ч н ы е участки одной клетки, а в 

неодносвязном случае возможно даже равенство = . В тех же случаях 

определяется и понятие поддиаграммы примыкания к ^ в А\ -диаграм­

ме ^ ранга I . В определениях удобно использовать понятие связующей 

линии. (Она не состоит из ребер /\ -диаграммы А . ) 

Итак, 0 - с в я э к о й между участками О и назовем их 

общее ребро £ , а точнее - поддиаграмму, состоящую из этого ребра. При 

этом если ^ , = £ 2 > т - е - ^ i — eiJ£~'p2 ' т ° п е т п я ^ н е стягиваема в 

точку по /\ -диаграмме Д . Зафиксируем некоторую точку на в . отлич­

ную от начала и конца ребра В • Тогда нулевой путь с началом и концом в 

О назовем с в я з у ю щ е й л и н и е й для данной Q -связки. 

Пусть Ё1 и Д в е 0 -связки (возможно £ 1 = £^ ) между и 

Минимальную поддиаграмму f в ^ , включающую В1 и £^ , но не содер¬ 

жащую клеток, которым принадле.жит ^ и ( и л и ) ^ {если один или оба -

участки клеток), такую, что контур поддиаграммы Г представляется в в и -

Де р1 р . где Pj - подпуть пути Q , Л - лодпуть пути ^ , назовем 

п о д д и а г р а м м о й ( / - п р и м ы к а н и я у ч а с т к а 

к у ч а с т к у /^ , о п р е д е л е н н о й р е б р а м и £ к £ . 

Из леммы Жордака следует, что в любой А -диаграмме А пара 0 -связок 

между и С£ однозначно определяет поддиаграмму /7-примыкания. (В не­

односвязном случае для лары £^ f £ может не существовать поддиаграмм!.! 

О -примыкания; понятно, однако, что из трех общих ребер £ . . £ , £ . в коль¬ 

цевой д!!.ч> V"? ч !е и из четырех - в торическоя или в диаграмме с двумя лыра-

ми всегда можно найти пару, определяющую некоторую поддиаграмму /^ -при­

мыкания .1 

Е с л и ^ у ! ^ ^ - контур поддиаграммы /^-примыкания J1 (разбитый в 

произведение в соответствии с определением, данным выше), то р^ [р^) на­

зовем д у г о й п р и м ы к а н и я п о д д и а г р а м м ы / к 

^ (к (jf^ ) . Будем употреблять также обозначение p^s Г'(р£*^^9^' 
а отношение длины \р1\ к [<7̂  | назовем с т е п е н ь ю п р и м ы к а н и я 

у ч а с т к а ^ к у ч а с т к у с п о м о щ ь ю п о д д и а ­

г р а м м ы f . Заметим, что граница Q -связки и поддиаграммы 

(J-примыкания между и ^ имеет общие ребра с ^ и . Из 

дальнейшего индуктивного определения видно, что это свойство сохраняется 

для ^ '-связок и поддиаграмм j -примыкания при j 7> 0. В качестве 

с в я з у ю щ е й л и н и и для Т выберем связующую линию 

для одной из 0 -связок, определяющих f . 

Пусть теперь j^O и У ж е определены понятия /( -связки и поддиа -
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граммы X -примыкания для всех Х<С/ . Рассмотрим участки и и 

клетку (/7" ранга у , в контуре которой выделены у -участки и ^ 

(возможно р ) • Пусть при этом 

2 ) существуют поддиаграммы /"* и ^-примыкания участка ^ к 

^ и ^ -примыкания участка к ^ , где C^<J , ^ "Су \ 

3 ) степени примыканий уСТ, к С£ с помощью / у и к ^ с по -

мощью /7 не меньше ^ ; 

4 ) и не имеют общих клеток; 

5 ) выбран путь , началом и кондом которого являются соответст ­

венно связующие пути для f и f , а остальные точки из ^ лежат 

внутри клетки ^ j 

6) равенство (£^ = (£ — допускается только в неодносвязной диаграм­

ме Д в том случае, если путь f в.месте с любым полпутем из с теми 

же начальными и конечными точками, что и у пути £ , образует петлю, 

не стягиваемую в точку no А 

Тогда существует поддиаграмма £ , содержащая , /J и Г . 

Поддиаграмму минимального типа с этим свойством, а при фиксированном 

С ( Е) - с минимальным периметром назовем J - с в я з к о й м е ж -

а у ^ и (определяемой поддиаграммами примыкания » ) с 

г л а в н о й к л е т к о й й" , а в ы б р а н н ы й в п. 5 

~t объявим с в я з у ю щ е й л и н и е й д л я Е . Опреде-

п у г у п р и м ы к а н и я Е к ^ к а к Г, • Обозначим ее 

также Е Л ^ . (Аналогично определяется £ /Л Ц . ) 

Пусть теперь С - J -связка между некоторыми участками £ f и ^ > 

а - некоторая другая К. -связка между ^ и О , где J ^ К, причем ли­

бо либо Et и ^ не имеют общих клеток. Пусть Г- поддиаграмма, содер­

жащая £ 1 и ^ ( в случае Еf

= Е получим P=Ej — Е^ ) . контур которой мож­

но представить в виде S,t} S£ \ , гае (s,3 c&Ef, {S2} ^дЕ} , / , (tz ) -
подпуть в (в ) , начальным и конечным отреэка.\.а которого служат 

Е. Л О и Е Л О (Е Л О is Е1 Л Q ) . Поддиаграмму / мшшмпаь-

ного типа (рис. 2 ) , а при фиксированном 7л/ ) с минимальным пери -

метром, назовем п о д д и а г р а м м о й j - п р и м ы к а н и я 

у ч а с т к а к у ч а с т к у ^ , о п р е д е л е н н о й 

с в я з к а м и Е f

 и Е^ • В качестве с в я з у ю щ е й л и -

Н и и t для Р выберем связующую пинию одной из связок £ ^ , £ . Пу­

ти tf (пишем ij—T^Qf ) 11 2^ t = ^ ^ м а з о в е м Д у г а м и п р и -

м ы к а н и й п о Д Д и а г р а м м ы Г к <^и к Qv Отношение \ Г Л ^ 1 / 

путь 

лим 
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/ 1^|(1ГЛ^ / назовем 

с т е п е н ь ю п р и м ы к а н и я 

у ч а с т к а ^ к Щ {^к ^ ) с 

ПО\!ОЩЬЮ Г" . 

В дальнейшем мы будем г о -

верить о связках и поддиаграммах 1 

примыкания, а не о j -связках и 

j-примыканиях, если значение j> 

несущественно. 

Пусть / / - клетка ренга J А-диаграммы Д ранга (, , - участок 

контура или какой-либо клетки из Д . Скажем, что клетка </£ л е ж и т 

м е ж д у к л е т к о й /7 и у ч а с т к о м О , если в контуре 

клетки П есть у -участки р1 , р^ и связки £^ , £ между pf и , 

р^ и такие, что можно выделить 

1 ) поддуть пути с начальным и конечным отрезками E^^0/t 

£ * Л 9 ' П 
II с начальным и конечным отрезками А р ? 

2 ) дугу р' клетки 

такие, что существует лод-

не содержащая 17 , но содержащая 

3 ) полпути S1 в и£: и 

диаграмма с контуром S^'S^p' 
(рис. а ) . 

Аналогично определяется, 

что значит "клетка лежит 

. м е ж д у к л е т к а м и 

П и /7 р а н г a t ". (Здесь 
Г 

уже выделяются j -участки /7 , 
J ' 

рг и pf , рг в контурах обе -

их клеток. ) При этом поддиа -

грамму с контуром S/^'S^p' 
назовем п р о м е ж у т о к -

н о й д л я /7 и £ (П и П ). 
Пусть О О - гладкие участки границы или участки контуров клеток 

Я -диаграммы ^ ранга £ . Если поддиаграмма / примыкания 0^ к ^ 

имеет ранг меньший, чем fnXn 17 ) , ^ f ^ ^ } > т ° скажем, что 

Q п р а в и л ь н о п р и м ы к а е т к О с п о м о щ ь ю 

/ . Минимальную / ) -диаграмму ранга £ назовем п р а в и л ь -

н о й ^ - д и а г р а м м о й р а н г а (/ , если 
1 ) для любых <7fi%2. ' Г Д ° tyf^Z ~ г л а д к " е У ч а с т к и границы или 

участки клеток, любая поддиаграмма примыкания ^ к ^ является пра -

Рис. 3 
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2 ) ребра & и & ' не могут одновременно принадлежать одному участ­

ку некоторой клетки или гладкому участку контура л -диаграммы А , за 

исключением случая, когда g и составляют Q -связку; 

3 ) для любой клетки, лежащей между некоторой клеткой /7 и гладким 

участком ^ контура, выполнено условие %(<я) <^ % (/!)', 
.4 ) для любой клетки 'Е , лежащей между двумя клетками /7} , 

одинакового ранга j < I (возможно flj=
 ) , выполняется условие К.J. 

Если условия 1 ) - 4 ) выполнены, за исключением, быть может, у с ­

ловия 1 ) в случае, когда ^ и 7^ являются гладкими участками границы, 

и условия 2 ) в случае участка контура А -диаграммы А , то минималь­

ную /\ -диаграмму Д\ ранга (, назовем п о ч т и п р а в и л ь ­

н о й . 

В д о к а з а т е л ь с т в е л е м м 4 - 3 0 п р и ф и к -
4 

с и р о в а н н о м р а н г е L п р о в о д и т с я с о в ­

м е с т н а я и н д у к ц и я п о т и п у Z(А) ^ - д и ­

а г р а м м ы А р а н г а L 

ЛЕММА 4 . (Аналог леммы 2 , 1 £б1 . ) П у с т ь Д - \ ; и н н-

м а л ь н а я Д - д и а г р а м м а р а н г а £ , ^ - с в я з ­

к а м е ж з у у ч а с т к а м и ^ и О ( г р а н и ц ы и л и 

к л е т о к ) и з А . п р и ч е м 

1 ) ч [В.) =• оо и ^ ( ^ / - п е р и о д и ч е с к о е с л о в о 

с п р о с т ы м в р а н г е £ п е р и о д о м С 

и л и 
ЪЩ,) — К ^ I ( о б о з н а ч и м т о г д а С*^СК ), 

и л и 

3 ) д л я н е к о т о р о г о с л о в а С и м е е м : 

П у с т ь д а л е е pf р^ ^ - к о н т у р п о д д и а ­

г р а м м ы Е , г д е ^ =£Л ^ , £ Л 7£ , Е с л н Е я в ­

л я е т с я п о ч т и п р а в и л ь н о й д и а г р а м м о й 

( р а н г а $ £ ) ( п р и в ы д е л е н и и в к а ч е с т в е 

г л а д к о г о у ч а с т к а е е к о н т у р а в с л у ­

ч а я х 1 ) , 2 ) . ) ( т о п р и у с л о в и и 1 ) и л н 2 ) 

\р-^\< Z hjb~f | С ! , а п р и у с л о в и и 3 ) \р1 | < 
<Zfljbidfl IСI . К р о м е т о г о , н а ч а л о Q н к о ­

н е ц 0^ п у т и в м о ж н о с о е д и н и т ь в Е т а -

к и hi п у т е м Q — 0^ , Ч т о в с л у ч а я х 1 ) п л и 


