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2 • 

морфизмом из &„ (Г,, Г2) в Ф С ( Г Ь # ( Г « ) ) | ядром которого является R (£р (Г, X Г2)). 
.2 

Индуцированный гомоморфизм Sp ( r i . гз) / й Up ( ri X Га))-> ф С (Г,, $1^ (Г2)) является изо­
морфным вложением. Оператор D {-QpiTt, Т2)) является ^-оператором тогда к только 
тогда, когда для всех tt (6 Г,) обратимы операторы ОЛ (£,) и D~ (£,). 

Рассмотрим теперь один частный случай. В пространстве Lp (Г, X Г2) введем четыре проек­

тора: Р + + = —• {lL (г ) ± S r ) (g) (/L, (Г) + S r ). Возьмем восемь комплексных чисел а±± , 6 ± ± . 

Тогда операторы 
А0 = а++Р+ + + й + _.Р + _ + а_+ Р^ + + д — Р — , .,. 
В0 = & + + Р + + + &+_/>+_ 4-&_+/>_+ +Ь Р 

принадлежат алгебре gjp (Г,, Г2). Мы дадим критерий, фредгольмовости оператора D=A0+WB0. 
Положим -f == 1, если отображение <р сохраняет ориентацию, и ч —— 1 —в противном слу­

чае. Обозначим Г0 = (Y7\j, S r . Г —•• Sri> )/2. Известно ([4], с. 35), что оператор Г0. является ком­
пактным. Введем также следующее обозначение: djk = а^ а^ъ — &^ 6 6 , где индексы а — 5 неза­
висимо друг от друга принимают значения -f- или —, a /(A)—номер места, занимаемого ком­
бинацией знаков а$ (f5) в последовательности + + . +—• —г, . Например, d23*=e+_a_+— 
—&+__ &_+.. Обозначим Р ± =•(//, (Г,) ± S r )/2. 

Имеет место следующий результат. 
Т е о р е м а 2. Пусть D = А0+WB0 —оператор ю 6р ( r i . rs). А0, Вй~6~исиягулярные 

операторы вида (1). Оператор D является ^-оператором в пространстве Lp (Г, X Г2) тогда 
и только тогда, когда: • 

1) при i = l dn=f=Q, dn Ф О, du Ф 0 и операторы 

/+ • ' ГоР+ч--11-—-Го/>_,/+-4-—-г0р++ 24 , ,г0/»-,. 
" И "23 "23 "44 

обратимы; 
2) при Y == — 1 du ^ О, d22 ¥= 0, ^зз =/= 0 и операторы 

j + _ iL It p+ To + _ ^ м p_T0, I + ~ - P+ Г0 + - ~ " P_ Г0 
rf, 22 

ооратимы. 
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ЗАДАЧА ДЛЯ СИСТЕМЫ СМЕШАННО-СОСТАВНОГО ТИПА 
В ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОМ ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКЕ 

В [1] (гл. II) исследован ряд краевых задач (в частности, задача IV) для уравнения 
(Ут и-хх + иуv)x = 0, где т— нечетное целое положительное число. В данной работе рассматри­
вается аналог задачи IV для системы 

(К(у)их — vy)x = Q, («v + %)x = 0, (1) 
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где К (У) — (sgn у) | у \т, да —любое положительное (не обязательно целое) число. В области/) 
([1], гл. II) система (1) принадлежит смешанно-составному типу (гиперболическому при у < О 
и составному при у > 0). 

Решение a, v системы (1), непрерывное в замкнутой области D, назовем регулярным, если 
внутри D существуют непрерывные частные производные их, иу, vx, vy и функции 
1*1 = К (у) их — vy, Г2 = иу + vx непрерывно дифференцируемы по х. 

Нетрудно показать, что любое регулярное решение системы (1) можно представить в виде 
и(х, у) = ид(х, y) + G(y), v(x, y) = v0(x, y) + H(y), (2) 

где и0, v0 — регулярное решение системы 
К (У) Щх — voy = 0, щу + vox = 0, (3) 

a G(y), Я (у) —непрерывно дифференцируемые функции. Очевидно, справедливо и обратное 
утверждение. 

Рассмотрим область D3,. ограниченную характеристиками ОСх, ОС2, ССХ , СС2 системы (1), 
проходящими через точки О (0, 0), С, (2-1, у{), С2(2~\ ух), С(0, ус), где у, = — (2 — 4v)2v~\ 
yc = - ( l - 2 v ) 2 ^ 1

I 

v = т (2т + 4)-1, 0 < v < 1/2. - (4) 
...В области Ог система (1) принадлежит гиперболическому типу и К (у) = — (— у)т = 

= — (—y)4v/(1~2v). По аналогии с задачей IV ([1], гл. II) в данной работе исследуется сле­
дующая 

З а д а ч а . Определить регулярное решение a, v системы (1) в области Ds, удовлетворяю­
щее условиям 

((-у)т / 4и + ( - 1)' (-уГт1А v) Ц = ъ (у), у, < у < 0, / = 1, 2, (5) 

и|д:==0 = Тз (У), v|^=o = Т4 (У). У/ < У < 0. (6) 
Предполагается, что функции у-(у) представимы в виде 

ti(y) = \y\rTt(y), i=Tl. (7) 

где Yi. Т2^С[У1' 0], Тз > t4^Cl[yc, 0], г — положительное число, значение которого выби^ 
рается в зависимости от да. . 

В силу представления (2) задача сводится к нахождению регулярного в £>3 решения щ , i/0 
системы (3), удовлетворяющего условиям 

(( -у) т / 4 "о + ( - 1 У ( - У Г т / 4 ^ о ) | 0 с г = Т /(У)-».(У). / = 1,2, (8) 

«о|х=о = Т8(У)-0(у) , «о|^о = Т4(У)-Я(у) , (9) 
где 

О ( У ) = 2 - Ч У Г В / 4 К ( У ) + <02()')), Я(у) = 2 - Ч у ! т / 4 К ( У ) - » 1 ( У ) ) . (Ю) 
Решение-системы (3), удовлетворяющее условиям вида (8) на характеристиках ОС2 и С2В(\, 0). 
построено в [2]. Совершенно аналогично получается решение ип., w0 системы (3), удовлетво-

. ряющее условиям (8) на ОС\ и ОС2. Оно определяется формулами 

«о (5, ч) = ^ (5 -чгм?(ч ) + 'Ке)] + 1*(е-чГ2,[Л(е. ч) + <?,(е, -п)\, (11) 

«о (6, 1) = (4(A)"1 (6 - -l)v № (£) - ? (-1)] + (4fx)-i [Я, (5, Ч) + Q2 (g, т))], • 

0 < S < 1, — 1 < г; < 0, где ]>•= 2^х (1 -2v) v , 

?==x + . ( l - 2 v ) ( - y ) W - 2 4 ^ = ^ - ( l - 2 v ) ( - y ) 1 « 1 - 2 4 (12) 

' / ( 0 = - ( 2 - 4 v ) 2 , - 4 1 - 2 ,
I 0 < f < l , (13) 

?(4) = T i ( / ( - l ) ) - « i ( / ( - 4 ) ) . «K5) = Y»</(6))—M/(6)). (14) 
i i . • 

ft (5. 1) = - J £/ ft. 4. 0 ̂  (5. 1. <)<«. 0/ (6. i) = J «i (5- 4. 9 ty (6, ij, 0 Л, (15) 
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Eiitu, t) =*<(№) Г-в-М4-1, Яг (6, ч, 0 = " K S 0 < ~ v ( e t - - 4 ) - (16) 

А*/ (6. Ч. *) = (— 1)'' v2?f (1 — v, 2, s,) + v4F (l — v, — v, 1, S l ) , (17) 
Ni(t r,, f) = - ^ F ( l - v , l _ v , 2, s2) + ( - i y + i ^ F ( l ~ v , - v , 1, s2), г- = 1, 2, 

s, = e - ( i - i ) ( e — л * ) - ' . s3 — -i, (i —1> <et—ч) -1. 
F(a, b, c, x)— гипергеометрическая функция. Формулы (11)—(18) написаны на основании 
формул (34), (35) из [2] с учетом замечаний, сделанных в [3]. 

Функции (f> (TJ), ф (£) выражаются через неизвестные функции «„, и>2 с помощью формул (14). 
Для определения функций <0j, ю2 воспользуемся вытекающими из (9) соотношениями 

( ( - у Г / 4 « о + ( - 1 У ' ( " У Г т / 4 ^ ) | Л = о = ^ + 4 ( у ) - » Н У ) , г = 1, 2, (19) 
где 

Т,+4 (У) = (~У)Ш/4Тз ( У) + ( - 1)' ( - У Г т / 4 Г4 (У), 1 = 1, 2. (20) 

Подставив в (20) выражения и0, w0 из (11), используя (12)—(18) и учитывая, что в силу (13), 
(12) при х = 0 имеют место равенства щ== — £, у = / ( 2 ? ) , получим систему функциональных 
уравнений относительно функций to,, <s2, С помощью обозначений 

Ф; (2~1-х) = «г ( / (* ) ) , ./ == 1, 2, 0 < х < 1, (21) 

полученная система приводится к виду 
1 

Ф; (*) - *г (2"1 х) = J [£, (t).*i ( ? - ' **) + К, (f) Ф2 (2-i fc*)] ctt + Ff (*), (22) 
0 

i = 1, 2, 0 < * < 1, где 

^(t) = i2(o-v2-vF(i->,-v, l . s j r ' a + tr-1,- 2 
K2 (t) = i , (t) = N2 2 - V F (1 - v, 1 _ v, 2, s) Г " (1 + t ) ' - 1 , 

s = s(t) = ( l — t ) ( l + f ) - > , 0 < i < l , (24) 

f / W =* Tf / + 4 ( / (2* ) ) -T 4 ( / ( * ) ) - « / ( * ) , * = 1, 2, (25) 

Ri (*) = j О (*, Jt) Л,- ri = Ц (t) Tl (f(tx)) + Ki (t) b (/(**))• (26) 
о 

В силу (13) и (22) имеем 
M y ) = « < ( ( l - 2 v ) ( - y ) 1 / ( 1 - 2 , ) ) , г = 1,2. (27) 

Таким образом, если будет найдено решение Ф (, Ф2 системы (22), то с помощью формул 
(10), (27) определяются G и Н. 

Если число г удовлетворяет условию 

г (1 — 2v) > v, (28) 

то на основании (7), (13), (20), (25), (26) можно доказать, что функции F, непрерывны на [0, 1] 
и удовлетворяют неравенствам 

! Ft (х) | < С, xr t 1 - 2 ' ) - 1 ' , / = 1,2, (29) 

где С, — положительное число. Решение системы (22) в классе непрерывных функций, удовле­
творяющих неравенствам вида (29), можно построить, сочетая метод итераций с методом после­
довательных приближений подобно тому, как это делается в [1] для одного функционального 
уравнения. 

Нулевое приближение Ф10, Ф20 определяется как решение системы 

Ф/0 (JC) - Ф,:о (2-i х) = Ft (х), I = 1, 2, (30) 

а приближение Ф1И , Ф2И—как решение системы 
1 

ФШ С*) - ФШ (2 - 1 *) = j [Lt (t) Ф,, „_, (2-i t*) + /С* (t) Ф2, „_, (2-i f*)] dt + Fi {х), 
о 

j=» l , 2, 0 < * < 1 . (31) 
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Решения систем (30), (31) получаются методом итераций в виде рядов, сходящихся абсолютно 
и равномерно на [0, 1] при условии (28). Методом математической индукции выводятся оценки 

I^WI<C2/(1-2"b(, ^««М-Фи-.МКС^»/'1-2'»-', (32) 
1 

х = v (v + 1 ) (^ <!-2v) - 2v ) - • J e d-2v)_2v (1 + tr-i dt> (33) 

о 

из которых следует, что при X < 1 ряды 
со 

«i (•*) = */«>(*)+ 2 [* /* ( •* ) -* / .* - . (* ) ] . / - = 1 , 2 , (34) 

абсолютно и равномерно сходятся на отрезке [0, 1]. Переходя в (34) к пределу при л->оо, 
убеждаемся, что суммы Ф1, Ф2 рядов (34) образуют решение системы функциональных уравне­
ний (22). На основании (29), (32), (34) доказывается, что Ф,, Ф2 непрерывны на.[О, 1] и удов­
летворяют неравенствам вида (29). 

Путем применения метода итераций к однородной системе, получаемой из (23) при Fi = 0, 
доказывается единственность решения в классе функций, удовлетворяющих условию (29). Из 
сказанного следует 

Т е о р е м а 1. Если выполнены условия (7), (28) и Х<1 , где X определено формулой (33), 
то система функциональных уравнений (22) имеет единственное непрерывное решение в классе 
функций, удовлетворяющих условию (29), 

С л е д с т в и е . Заключение теоремы 1 справедливо, если имеют место условия 

> ( l - 2 v ) > 2 v , (v + l)(2v — l )<2 ' ' ( 1 - 2 v ) — 2" (35) 
или условие 

г (1 — 2v) > 1 + v. (36) 
В самом деле, из (35) и (33) следуют (28) и Х< 1, а из (36) можно вывести (35). 

Когда решение Фх, Ф2 системы (22) найдено, определим функции и, v с помощью формул 
(2), (11), (14), (10), (27). Полученную указанным способом пару функций и, v назовем обобщен­
ным решением задачи (1), (5), (6). 

Проведя исследование обобщенного решения и используя теорему 1 и ее следствие, убеж­
даемся в справедливости следующих теорем. 

Т е о р е м а 2. Если выполнены условия теоремы 1, то задача (1), (5), (6) имеет единствен­
ное обобщенное решение, причем оно непрерывно на множестве Ds\ {(0, 0)} и непрерывно 
дифференцируемо на D3\ (OCi\JOC2). 

Т е о р е м а 3. Если число г удовлетворяет условиям (35), то обобщенное решение задачи 
(1), (5), (6) является регулярным. 

Т е о р е м а 4. Если выполнено неравенство (36), то производные uv, vx, vy регулярного 
решения и функции 11 = К(у) их—vy , Г2 = иу + vх непрерывны в замкнутой области Ds, 
а производная их непрерывна в D3\ {(0, 0)} и удовлетворяет неравенству 

\их\<с3(-уУ-(1+2*)/(1~~Ъ). 
П р и м е ч а н и е при к о р р е к т у р е . Когда статья находилась уже в печати, автором 

было замечено, что из условия теоремы 1 можно исключить неравенство (28), т. к. оно сле­
дует из неравенства Х<1; из системы (35) можно исключить первое неравенство, т. к. оно 
вытекает из второго и условия (4). 
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