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(Представлено академиком Л. Н. Колмогоровым 2 II 1978) 

Исчисление высказываний, содержащее правило подстановки, назы­
вается разрешимым в сильном смысле (р . с . с ) , если присоединение к нему 
любой аксиомы дает разрешимое исчисление. Проблема, является ли ис­
числение Гейтинга Я р.с .с , была поставлена Р. Харропом (*) и А. В. Куз­
нецовым ( 2 ) . Оказалось, что существуют обширные семейства р.с.с. супер-
интуиционистских лопик, например конечнослойные логики ( 3 ) , «конеч­
номерные Я-логики» ( 4 ) и др. С другой стороны, были найдены примеры 
неразрешимых исчислений слабее Я (см. ( ' ) ) . В настоящей работе при­
водится окончател-ьное решение проблемы Харропа — Кузнецова: не явля­
ется р.с.с. даже позитивный фрагмент Я с 7 переменными. Построенная 
нами логика аксиоматизируется конечным числом формул, описывающих 
работу машины Тьюринга, подобно тому, как формулы из ( 5 ) и ( 6 ) задают 
движение по натуральному ряду. 

О б о з н а ч е н и я : Г 2 — множество конечных последовательностей из 0 
и 1; Л - пустая последовательность; lh — длина; е=^б, если е — начало б; 
s — обращение последовательности е; Я а — множество г^Т2 таких, что 8 
сравнима с 10 и не содержит двух вхождений 0 подряд; / ? 2 = { б | е^Т'г}, 
Я 2

+ = Д 2 - { Л } ; Я 2

+ = Я 2 - { Л } , Г 2 ( 1 ) = { е 1 | е е Е Г 2 } и { Л } , Г 2 + = Г 2 - { Л } . 
По индукции определим 4 функции из Т2 и 3 функции из Г 2 ( 1 ) в мно­

жество интуиционистских формул: 

ЩА)=р* С , ( Л ) = д * Я , ( е О ) - Я , + 2 ( е ) Л ^ + з ( е ) - > Я , ( е ) \ / ^ + 1 ( е ) , 
Я , ( е 1 ) = Я , + 3 ( е ) ^ Я , ( е ) \ / ^ + 1 ( е ) \ / Я г + 2 ( е ) , 

С;(0Яе) =Ci+i (Хг) Л С , + 2 (Хг) -+Cj+2 (е) V C j f t e ) , 
^ ( 1 е ) = С , + 2 ( е ) - ^ ( 8 ) У ^ + 1 ( 8 ) 

(E<=T2,mZ/ ( 4 ) , / е - Z / (3) Д = 0 или Х=1). 
Для е^Т2, 8^Т2(1) полагаем 

Л B^e^A Л С{(Щ-^ 
i e Z / ( 4 ) , X G { 0 , l l , feZ/(3), te={o, 1}, 

eta=R 2 U<~R2 

~+ V 5 , ( 8 ) 4 / V Ci(6); 
i ez / (4 ) *ez/(3) 

D ( 8 , 6 ) = J B 0 ( e l ) V 4 ( e , 6 ) . 

Если a<=T2, р е Г 2 ( 1 ) , рассматриваем примеры формулы X: 
аХ=ХШ*)/ро,...,В9(а)/ра), X p = X ( C r o ( p ) / g 0 , . . . , ' C ,

2 ( p ) / g a ) . 
Л е м м а 1. 

в Я,(е)~Я<(ав); С,(е)»-С,(ер); а / ) ( е , б ) р = / ) ( а е , б^). 

Доказательство первых двух утверждений — индукцией по lh(z). 
Третье следует из них. 
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О п р е д е л е н и е 1. Пусть 31 — алфавит, St* — множество всех слов в> 
нем. П о л у с и с т е м о й Т у э с з а п я т о й (п.Т.з) над 51 назовем мно­
жество четверок <е 4, 6 F , е 2 , 6 2 > , е г, бг^ЗС*. Каждой такой четверке соответст­
вуют правила вывода ^ * 8 i ' ̂ \ a, П.Т.з Т над {0, 1} называется 

( а е 2 , б 2 р) 
у д о б н о й , если для всех <е 1 ? 6 4 , е 2 , б2> из &~ 6 4 , б 2 ^ Г 2 ( 1 ) и lh(si), 

Л е м м а 2. Пусть £Г — и.Г.з. шгд 91= { а 4 , . . . , а п } . Положим ф (А) = А , , 
ф ( О = 1 0 1 т + 2 0 1 , ф ( а Ж 1 . . . а ^ л ) = ф ( а т 1 ) ...<f(amk), 

ф ( ^ ) = { < ф ( е 1 ) , ф(в . ) , ф ( е 2 ) , ф ( б 2 ) > | < в 1 , 6 t , 8 2 , & > е # 7 . 

Гогда для любых ии ии гг2, i;2eS(* 
(иц i;i)f-^(tt 2 , г ; 2 ) ^ ( ф ( 1 г 1 ) , ф(г; 1 ) )Ь- ф ( ^ ) (ф(гг 2 ) , Ф ( У 2 ) ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . тривиально; -<= доказывается индукцией по* 
построению вывода в ф (iT"). 

О п р е д е л е н и е 2. Пусть 0~ — удобная п.Т.з. Л о г и к а Ь(Т) полу­
чается присоединением к Н множества аксиом {D(ef, б') - * # ( е , б) | 
|<е, б, е', 

Л е м м а 3. Пусть Т - удобная п.Т.з. (е, а ) Ь г ( е ' , б ' ) , в', б , е Г 2 ( 1 ) . 
Тогда L($~)hD(s\ 60-*Z>(е, б ) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно рассмотреть случай, когда длина» 

вывода (е' , б') из (е, б) равна 2. Но тогда IKe ' , б ' ) - * # ( е , б) есть пример 
аксиомы 1 , ( 5 0 (лемма 1) . 

Некоторые обозначения, касающиеся моделей Крипке: 1= обозначает-
общезначимость формулы на шкале и истинность формулы в точке Модели 

п 

Крипке; пишем х^Хи..., Хп\ Yu..., Ym, если в точке х истинна Л %i и* 
m 

дожна V ^ ; х о п р о в е р г а е т (X-+Y) (хЦХ-^Y), если xfcX\Y. 

Л е м м а 4. Пусть 0 е Г 2

+ , х —точка некоторой модели Крипке. 
а) Ясли х =1 А ( 6 ) , то я Ё Д В Д ) Д Д (Я, (90) Д В Д 1 ) ) . 

б) Ясли в е Г а ( 1 ) , *=|С<(е), то^ЛС,(в)ЛЛ(СД0в)Д(7Д1в))/ 
Доказательство легко следует из определений. 
О п р е д е л е н и е 3. К а н в о й называется множество CNV=CNVi\J* 

UCNVr, где CNVf={bi(b)\mZ/(4), 8<Е=Д 2}, C W r = { c , ( e ) | f e Z / ( 3 ) , 

Зададим на CiVV наименьший порядок, удовлетворяющий условиям: 
1) Ь<(вО)<Мв), b « + i ( e ) ; 
2) b , ( e l ) < 6 , ( e ) , b *+ i ( e ) , b i + 2 ( e ) ; 
3) c i ( 0 1 e ) < c 4 ( l e ) , c , + 2 ( e ) ; 

, 4 ) с , ( 1 е ) < С г ( е ) , ci+i(e). 
Будем рассматривать следующие группы: S n — группа всех перестано­

вок Z/(rc); CnCiDzn^Sn, причем 

o e C n ^ V i o{i+l)-o(i)=i, o e D 2 n ^ v i | а ( Ж ) - o ( J ) | = 1 . 

Л е м м а 5. Рассмотрим модель Крипке над (CNV, <). 
а) Яусгъ g e D 8 ; в, ц ^ Я 2 ; в ^ А ; V* fca(i)(T) ^ 5 , ( 9 ) . Тогда 

З т е В в УгЬ,(0(тЮ ^ ^ ( 9 ^ ) . 

б) Лг/сгь o ^ S 3 ; JI9J ! X f e f l 2 ; 9 ^ А ; ( Н И ; V « C 0 ( O ( T ) =4СГ«(в>. Гог&г 

З т е в з Vi c t ( 0 ( | i l f ) =1 С«(|*в). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Индукция по lh{\k). Разберем лишь случай 
$г=1. Выберем %, чтобы для всех i x{i)=a(i) при о е С 4 , %(i)=a(i)+2 
при о ^ С 4 . Пусть Zi=ba(i) ( 7 ) , . j/i=bt(.)(lfl). Ясно, что T e D 8 ; yi<zit zi+i, zi+2 

(откуда г/Л=| V B,(Q)). Если бы j / , t = | 5 < + s ( 0 ) , то yt =\B{+i(Q) (так как 

2 ^ 5 , + 3 ( 0 ) при / ^ = i + 3 - п о лемме 4 ) . Если 8=г)0 , то ^ Ё Я 4 + , ( т 1 ) , откуда 
zpBi+l{r\), что не так {г{=^В({ф)). Если 6 = T I 1 , то имеем zpBi+2{r\), что 
яеверно, так как Zj ̂  5 j ( t i l ) . Утверждение б) доказывается аналогично. 

Рис. 1 Рис. 2 

О п р е д е л е н и е 4. Пусть У — п . Т . з . над {0, 1} . Полагаем 
CODE(#-) = (CNV\)aV£>, < ) , где 

^ = { а ( е , е') | е е Д 2 , е ' е Щ , 0 = { d ( e , е') | е е Д 2 , е 'еД" 2 }, 

*S есть наименьший порядок, удовлетворяющий условиям: 
1) а(е, е ' К М е ) , с, (в'), при » e Z / ( 4 ) , / s Z / ( 3 ) ; 
2) ( в , в ' ) 1 - , - ( М ' К < * ( в , в , ) < а ( в , в ' ) ; -
3) d(e, в')^Ь*(в), при i e Z / ( 4 ) , « е Д 2 ) 

л индуцирующий на канве ее порядок. 
Л е м м а 6. Пусть дана модель Крипке над CODE (&~). Обозначим: 

У,(е) = {:с|Яг х<Ъ{(г)}, Г г ( е ) = { х | Я / я ^ с Д е ) } . 
а) Яг/сгь е е Д 2 , Ш(г)>3, у =j Д , ( е ) , y^CNV. Тогда 

З а е Д 2 ( У е 7 г ( а 1 ) & У ^ е Д 2 + 3 T 6 = D 8 V f c = Z / ( 4 ) 
_ F ( ( a l ) U { z | * ^ ЗД)} = { 6 г ( 0 ( а ч ) } ) . 

б) Яусть е е Д 2 , j f c ( e ) > 4 , j,=j С,(е) ,yeCNV. Тогда 
a p e s f l ^ e y ^ i p y & a - j e f l , * 3 T e S 3 V e Z / ( 3 ) 

Г г ( 1 р ) П { г | х = | С 1 ( Т ) } = {с,(о(т&)}). 
Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Так как 101=^е, то J9 0(101) опровергается в 

некоторой точке t^y. Поэтому в канве найдутся точки, составляющие 
диаграмму, изображенную на рис. 1, и такие, что =| В}(10), Vj^ Bj(i). 
Из строения канвы получается, что Я а 1 е Д 2 , a,oe=S4, V/ vi=ba(i)(ai). Так, 
как Wj н Я, (10) , то легко видеть, что o ^ D 8 . Ясно также, что о^О^Дг (а по­
тому a i = a l для некоторого a^R2). Из леммы 5 следует, что V^R2

+ 

A T T e D 8 Vj bt r(f)(aif) ^ Bi(4)- Обратно, индукцией no Ih(^) нетрудно по­
казать, что если х ^ Bi(fj и Я/ я < Ь Д а * ) , то x=bXy {i) ( oq ) . 

б) Так как 101X=^g, Я ^ { 0 , 1} , то Co(X101) опровергается в некоторой 
точке t^CNV. В канве найдутся точки, составляющие диаграмму на рис. 2 
и такие, что и», =JC,(01) , w ,=JC, ( l ) . Тогда а р ' а 0 ( У / у , = с „ ( Д ( р ' ) & j5'0e 
е /?г) . Далее рассуждаем аналогично а ) . 

Л е м м а 7 . Пусть Т - п.Т.з. над {0, 1 } ; е, б е Д 2 ; 8 ' , б ' е Д 2 ; lh(h)>3, 
tt(6)>4, ( в , в ) Ь И 6 ' , 6 ' ) . 

Гогда С Ш Я ( £ " ) | = Л ( * ' , 6 ' ) - * 0 ( e , б ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем оценку на CODE(Т). Допустим, что 

х\=\А(е, б ) , Д , ( в 1 ) ; тогда Яу>х у =j Л (в, б ) . Так как y l = 5 0 ( e l ) | V'#<(e), 
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V C i ( 6 ) , то уФх, поэтому y^s&UCNV; кроме того, все формулы 2?«(e> t 

Cj(6) опровергаются в канве. Выберем а, [} согласно лемме 6. Так как 
у ^ У * ( а 1 ) П 7 г ( 1 [ } ) , то по лемме 6 у^У1(ав)(\У1{6^); если А,е{0, 1} , т а 
уФУг(аеЯ) при aeX^R2l у<£Уг(Щ) при Я6|3€=Д2. Отсюда у=а{аг, 60 ) . Так. 
как а?<#, то x=d{u, у ) , причем (u, i ; ) h r ( a € , 6j5). По условию (е, 6 ) Ь 
Ь г ( е ' , 6 0 , откуда ( a s , б р Ж И а е ' , б 7|5), ,и, значит, d = | 4 ( e 7 , б 7 ) по лемме 6; 

Л е м м а 8. Пусть Т — п.Т.з. над {0, 1} , CODE(T)tD(s', 6 7 ) ->Z)(e , б ) ; 
е, е 7 ^ Д 2 ; б, б 7 е Д 2 . 

Тогда (е, б ) Ь г ( е 7 , б 7 ) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем оценку на CODE (&~), полагая # Ё \ Pi<=^ 

<=>x<bi(A), x£\qr<=>x<Cj(A). Из лемм 5 и 6 следует что для всех х-
s = j f l i ( e ) ^ s = = b < ( e ) , z = j С Д б ) ^ я = = с , ( б ) , поэтому d(e , 6)t=|Z)(e, б ) . 
По условию тогда <2(е, 6)t=|Z>(e 7 , б 7 ) , откуда d (e , б)=^а(е' , б 7 ) , т. е. 
( е , б ) Ь Г ( 8 7 , б 7 ) . 

Т е о р е м а . Пусть 2Г — удобная п.Т.з. е, е 7 е Д 2 ; б, 6 7 e =R 2 . Тогда 

L{T)\-D{*', б 7 ) - > # ( е , б ) ^ ( е , 6 ) h ^ ( e 7 , б 7 ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . доказано в лемме 3. Обратно, если L(9~)f-
H D ( e 7 , 6 7 ) ->Z)(e , б ) , то, так как &~ удобная, все аксиомы L{3T) общезна-
чимы на CODE{T) (лемма 7) и CODE(&~)tD(s', б 7 ) - Н Э ( е , 6 ) , откуда 
(е, б ) Ь | г ( 8 7 , б 7) (лемма 8 ) . 

С л е д с т в и е '*. Существует конечно аксиоматизируемая суперин­
туиционистская логика, имеющая полную степень неразрешимости. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть машина Тьюринга М вычисляет функ­
цию f(x)^0-\iyTi(x, х, у). Пусть п.Т.з. Э~ состоит из четверок вида 
/ \ UuiqaViV Л „ 
\и^а, qaVi, u2qb, ^ 6 ^ 2 / , для правило обычной полусистемы Туэ» 

Uu2qbV2V 
для Ж ( ( 8 ) , стр. 340) . Имеем: 

х, у)<*(к8?*ди qMhrihs^SbStfo, qjh).. у{Г) 

(лемма 2) удобна, и образ ф содержится в R20R2. 

( B i , v,)\-*r{u2, v2)^>(q)(ui), ф ( г ; 1 ) ) Ь ф ( ( Г ) ( ф ( 1 г 2 ) , ф(у 2))^=>-

(Ф(Г)) \-D(ф(в2>, Ф ( v 2 ) ) -»D(ф(в4), Ф ( v t ) ) . 
Итак, проблема самоприменимости примитивно рекурсивно сводится к 
проблеме выводимости в L ( ф ( З г ) ) . 

Результаты работы докладывались 20 X 1977 г. на семинаре по конст­
руктивной математике в Вычислительном центре АН СССР. 

Автор признателен А. Г. Драгалину и чл.-корр. АН СССР А. А. Марко­
ву за внимание к работе и С. К. Соболеву за полезные замечания. 
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* Когда эта работа у ж е была написана, появился препринт ( 7 ) , где сообщается 
аналогичный результат. Аксиомы построенного там исчисления содержат более 75 
переменных; на стр. 28 - неточность: формула & 4 ' выводима интуиционистски. 
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