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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ öåëûå �óíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà è

ðåãóëÿðíîãî ðîñòà. Èññëåäóþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûå ìíîæåñòâà, âíå êî-

òîðûõ ýòè �óíêöèè èìåþò îöåíêè ñíèçó, àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàþùèå

ñ èõ îöåíêàìè ñâåðõó. Óêàçûâàåòñÿ êîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ

èñêëþ÷èòåëüíîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå ñîñòîèò èç êðóãîâ ñ öåíòðàìè â

íóëÿõ öåëîé �óíêöèè. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïðàâèëüíî ñáàëàíñèðîâàííî-

ãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ðå-

ãóëÿðíîãî ìíîæåñòâà Á. ß. Ëåâèíà. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðàâèëüíàÿ ñáà-

ëàíñèðîâàííîñòü íóëåâîãî ìíîæåñòâà öåëîé �óíêöèè ÿâëÿåòñÿ íåîá-

õîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû êàæäàÿ �óíêöèÿ,

àíàëèòè÷åñêàÿ âî âíóòðåííîñòè ñîïðÿæåííîé äèàãðàììû öåëîé �óíê-

öèè è íåïðåðûâíàÿ âïëîòü äî ãðàíèöû, ïðåäñòàâëÿëàñü ðÿäîì ýêñïî-

íåíöèàëüíûõ ìîíîìîâ, ïîêàçàòåëè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè öåëîé

�óíêöèè. Ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàåò êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò À. Ô. Ëå-

îíòüåâà î ïðåäñòàâëåíèè �óíêöèé àíàëèòè÷åñêèõ â âûïóêëîé îáëàñòè

íà ñëó÷àé êðàòíîãî íóëåâîãî ìíîæåñòâà öåëîé �óíêöèè.

�1. Ââåäåíèå

Ïóñòü f � öåëàÿ �óíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà (òî åñòü ln |f(z)| 6
A+B|z|, z ∈ C) è ðåãóëÿðíîãî ðîñòà (ñì. [1, ãëàâà III℄); Λ = {λk, nk}∞k=1 � åå

êðàòíîå íóëåâîå ìíîæåñòâî (nk � êðàòíîñòü íóëÿ λk). Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ

îöåíêè ñíèçó íà �óíêöèþ f ðåãóëÿðíîãî ðîñòà, êîòîðûå âûïîëíåíû âñþäó

â ïëîñêîñòè çà èñêëþ÷åíèåì ñïåöèàëüíîãî ìíîæåñòâà êðóãîâ ñ öåíòðàìè

â òî÷êàõ λk.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ê ïðåäñòàâëåíèþ �óíêöèé àíàëè-

òè÷åñêèõ â çàìûêàíèè îãðàíè÷åííîé âûïóêëîé îáëàñòè D (à òàêæå �óíê-

öèé àíàëèòè÷åñêèõ â D è íåïðåðûâíûõ âïëîòü äî ãðàíèöû) ïîñðåäñòâîì

ðÿäîâ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîêàçàòåëÿìè λk.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ, ðÿä ýêñïîíåíò, ðåãóëÿðíûé ðîñò, êâàçè-

ïîëèíîì, öåëàÿ �óíêöèÿ.
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Êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò Á. ß. Ëåâèíà ( [1, ãëàâà II, òåîðåìà 2 è ãëà-

âà III, òåîðåìà 4℄) óñòàíàâëèâàåò òåñíóþ ñâÿçü ìåæäó ïîâåäåíèåì öåëûõ

�óíêöèé ðåãóëÿðíîãî ðîñòà f è èõ íóëåâûìè ìíîæåñòâàìè Λ. Ïðè ýòîì ïî-

ëó÷åíû îöåíêè ñíèçó íà �óíêöèþ |f | âíå èñêëþ÷èòåëüíîãî C0-ìíîæåñòâà

([1, ãëàâà II, �1℄). Ïî ìíåíèþ ñàìîãî Á. ß. Ëåâèíà ([1, ãëàâà II, �1, �6℄) íåäî-

ñòàòêîì ýòîãî èñêëþ÷èòåëüíîãî ìíîæåñòâà êðóæêîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíî

�íå ñòðîèòñÿ ý��åêòèâíî� (íå óêàçûâàåòñÿ, êàê ïîñòðîèòü C0-ìíîæåñòâî).

Â ýòîé ñâÿçè Á. ß. Ëåâèíûì áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîãî ìíîæå-

ñòâà, ñîñòîÿùåãî èç ïðîñòûõ òî÷åê λk (òî åñòü nk = 1). Â ñëó÷àå ýòîãî

ìíîæåñòâà äàåòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå èñêëþ÷èòåëüíûõ êðóæêîâ (ïîïàðíî íå

ïåðåñåêàþùèåñÿ êðóæêè ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ λk ñïåöèàëüíûõ ðàäèóñîâ).

Îäíàêî ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî óæå íå ÿâ-

ëÿåòñÿ C0-ìíîæåñòâîì (íî åãî ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ìîæåò áûòü ñäåëàíà

ñêîëü óãîäíî ìàëîé).

Ý��åêòèâíîñòü ïîíÿòèÿ ðåãóëÿðíîãî ìíîæåñòâà âî ìíîãîì ïðîÿâëÿåò-

ñÿ áëàãîäàðÿ âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé ðÿäàìè

ýêñïîíåíò, ïîêàçàòåëè êîòîðûõ îáðàçóþò òàêîå ìíîæåñòâî. Â ÷àñòíîñòè,

ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîãî ìíîæåñòâà ïîçâîëèëî À. Ô. Ëåîíòüåâó ïîëó÷èòü äðó-

ãîé êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò. Îí äîêàçàë, ÷òî ëþáóþ �óíêöèþ àíàëèòè÷å-

ñêóþ â çàìûêàíèè îãðàíè÷åííîé âûïóêëîé îáëàñòè D ìîæíî ïðåäñòàâèòü

ðÿäîì ýêñïîíåíò ñ �èêñèðîâàííûìè ïîêàçàòåëÿìè, êîòîðûå îáðàçóþò ðå-

ãóëÿðíîå ìíîæåñòâî. Êðîìå òîãî, À. Ô. Ëåîíòüåâ ïîëó÷èë ñëåäóþùèé ðå-

çóëüòàò ([2, ãëàâà IV, òåîðåìà 4.6.4℄).

Ïóñòü f � öåëàÿ �óíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ ïðîñòûì íóëåâûì

ìíîæåñòâîì Λ = {λk, 1}∞k=1, K � åå ñîïðÿæåííàÿ äèàãðàììà ([3, ãëàâà I,

�5, ï. 2℄) ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ D è hf � åå èíäèêàòîð ([3, ãëàâà I,

�5, ï. 4℄). Äëÿ òîãî ÷òîáû êàæäàÿ �óíêöèÿ g àíàëèòè÷åñêàÿ â çàìûêàíèè

îãðàíè÷åííîé âûïóêëîé îáëàñòè D ïðåäñòàâëÿëàñü ðÿäîì

g(z) =

∞
∑

k=1

wf (λk, g)

f ′(λk)
eλkz, z ∈ D, (1.1)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû f èìåëà ðåãóëÿðíûé ðîñò è óäîâëåòâîðÿëà
óñëîâèþ

ln |f ′(λk)| > (hf (ϕk)− ε)rk, λk = rke
iϕk , k > k(ε), (1.2)

ãäå ε > 0 � ëþáîå. Çäåñü wf (λ, g) � èçâåñòíàÿ èíòåðïîëèðóþùàÿ �óíê-

öèÿ À. Ô. Ëåîíòüåâà ([2, ãëàâà IV, �2℄). Ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè íà

f (ln |f(reiϕ)| 6 rhf (ϕ) − µ ln r, µ > 1) ýòîò ðåçóëüòàò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ

íà �óíêöèè g àíàëèòè÷åñêèå â îáëàñòè D è íåïðåðûâíûå âïëîòü äî åå

ãðàíèöû.
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Óñëîâèå (1.2) áóäåò âûïîëíåíî, åñëè íóëåâîå ìíîæåñòâî �óíêöèè f ÿâ-

ëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëåíèå (1.1) áóäåò èìåòü ìåñòî, åñëè

ñóùåñòâóåò öåëàÿ �óíêöèÿ f ñ çàäàííûì èíäèêàòîðîì hf è ðåãóëÿðíûì

íóëåâûì ìíîæåñòâîì. Ïîñòðîåíèå ïîäîáíûõ �óíêöèé ìîæíî îñóùåñòâèòü

ïðè ëþáîì çàäàííîì èíäèêàòîðå ( [2, ãëàâà I, òåîðåìà 1.3.1℄). Â ðàáîòå [4,

òåîðåìà 2.2℄ äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåãóëÿðíîå íóëåâîå ìíîæåñòâî âñåãäà ìîæ-

íî âûáðàòü òàê, ÷òî êîîðäèíàòû êàæäîé òî÷êè λk áóäóò öåëûìè ÷èñëàìè.

�åãóëÿðíîñòü ìíîæåñòâà îçíà÷àåò, ÷òî åãî òî÷êè ñïåöèàëüíûì îáðàçîì

îòäåëåíû äðóã îò äðóãà. Ïîýòîìó �óíêöèÿ f ñ ðåãóëÿðíûì íóëåâûì ìíî-

æåñòâîì Λ = {λk, 1}∞k=1 îáëàäàåò õîðîøèìè îöåíêàìè ñíèçó âíå èñêëþ÷è-

òåëüíîãî ìíîæåñòâà ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ êðóãîâ B(λk, γk), ðàäèóñû
êîòîðûõ îòíîñèòåëüíî ìàëû, áåñêîíå÷íî ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ öåíòðàìè

ïðè k → ∞ ( [1, ãëàâà II, �1, òåîðåìà 5℄). Èìåííî èç ýòîãî �àêòà âûòåêàþò

îöåíêè (1.2). Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ðåãóëÿðíîñòü íóëåâîãî ìíîæåñòâà íå

ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì, íåîáõîäèìûì äëÿ âûïîëíåíèÿ (1.2).

Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ äðóãîé èíñòðóìåíò, ïîçâîëÿþùèé îòäåëÿòü òî÷-

êè λk äðóã îò äðóãà � èíäåêñû êîíäåíñàöèè SΛ è SΛ(U) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè Λ, ââåäåííûå â ðàáîòàõ [5℄ è [6℄. Â îòëè÷èå îò ïîíÿòèÿ ðåãóëÿðíîãî

ìíîæåñòâà ýòè èíäåêñû ïîäõîäÿò äëÿ ðàáîòû ñ ëþáûìè ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòÿìè, â òîì ÷èñëå è êðàòíûìè.

Âòîðîé ïàðàãðà� ðàáîòû ïîñâÿùåí ïîëó÷åíèþ îöåíîê ñíèçó äëÿ ñïåöèà-

ëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, îïðåäåëÿåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Λ = {λk, nk}∞k=1
(ñïåöèàëüíûì îáðàçîì íîðìèðîâàííûõ �êóñêîâ� áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäå-

íèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåãî öåëóþ �óíêöèþ ñ êðàòíûì íóëåâûì ìíîæåñòâîìΛ).
Èññëåäóåòñÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ýòèìè îöåíêàìè è èíäåêñàìè êîíäåíñà-

öèè. Ñòðîÿòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûå êðóæêè ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ λk, âíå êî-
òîðûõ óêàçàííûå ìíîãî÷ëåíû èìåþò ïîäõîäÿùèå îöåíêè ñíèçó.

Â �3 íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ �2 èññëåäóþòñÿ îöåíêè ñíèçó äëÿ öåëûõ

�óíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà è ðåãóëÿðíîãî ðîñòà. Ââîäèòñÿ ïîíÿ-

òèå ïðàâèëüíî ñáàëàíñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà (ïðàâèëüíî ðàñïðåäåëåííîå

ìíîæåñòâî ñ íóëåâûì èíäåêñîì êîíäåíñàöèè SΛ). Ïîêàçàíî, ÷òî ðåãóëÿð-

íîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî ñáàëàíñèðîâàííûì (òåîðåìà 3.2). Äîêà-

çûâàåòñÿ òàêæå, ÷òî ïðàâèëüíàÿ ñáàëàíñèðîâàííîñòü íóëåâîãî ìíîæåñòâà

Λ = {λk, nk}∞k=1 �óíêöèè f ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâè-

åì äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî ñåìåéñòâî ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ

êðóæêîâ ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ λk è îòíîñèòåëüíî ìàëûìè ðàäèóñàìè, âíå

êîòîðûõ �óíêöèÿ |f | èìååò îöåíêè ñíèçó, àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàþùèå ñ

åå îöåíêàìè ñâåðõó âñþäó â ïëîñêîñòè (òåîðåìà 3.6). Òàêèì îáðàçîì, ïî-

êàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîíÿòèå ïðàâèëüíî ñáàëàíñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿ-

åòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ðåãóëÿðíîãî ìíîæåñòâà íà ñëó÷àé
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ïðîèçâîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (â òîì ÷èñëå è êðàòíûõ). Ôóíêöèÿ f
ðåãóëÿðíîãî ðîñòà âíå èñêëþ÷èòåëüíîãî C0-ìíîæåñòâà èìååò îöåíêè ñíè-

çó, àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàþùèå ñ åå îöåíêàìè ñâåðõó. Ïðè ýòîì åå íóëå-

âîå ìíîæåñòâî Λ = {λk, nk}∞k=1 àâòîìàòè÷åñêè ðàçáèâàåòñÿ íà ãðóïïû Um,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ ëåæèò â �ñâîåé� ñâÿçíîé êîìïîíåíòå èñêëþ÷èòåëüíîãî

ìíîæåñòâà. Â òåîðåìàõ 3.3 è 3.4 ïðèâîäèòñÿ ïðîñòîå è ïîëíîå îïèñàíèå

ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ Λ íà ãðóïïû, ïðè êîòîðîì òî÷êè λk èç ðàçíûõ ãðóïï

îêàçûâàþòñÿ â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ (ãðóïïîâîé èíäåêñ êîíäåíñàöèè SΛ(U)
äîëæåí áûòü ðàâíûì íóëþ). Ïðèâîäèòñÿ òàêæå êîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá

ïîñòðîåíèÿ èñêëþ÷èòåëüíîãî ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç êðóæêîâ ñ öåí-

òðàìè â òî÷êàõ λk (òåîðåìà 3.3). Ïîäîáíîå èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî

îêàçûâàåòñÿ ý��åêòèâíûì â ïðîöåññå ïðèìåíåíèÿ öåëûõ �óíêöèé ýêñïî-

íåíöèàëüíîãî òèïà ê ðàçëîæåíèþ �óíêöèé â ðÿäû ýêñïîíåíò, ðÿäû ýêñïî-

íåíöèàëüíûõ ìîíîìîâ è áîëåå îáùèå ðÿäû ýêñïîíåíöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ

(ñì., íàïð., [5�7℄). Â òåîðåìå 3.5 äîêàçûâàåòñÿ êðèòåðèé ðåãóëÿðíîñòè ðî-

ñòà öåëîé �óíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, ãäå C0-ìíîæåñòâà çàìåíÿþòñÿ

íà áîëåå ïðîñòûå ïî �îðìå èñêëþ÷èòåëüíûå ìíîæåñòâà.

Â ïîñëåäíåì ïàðàãðà�å èçó÷àþòñÿ óñëîâèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèé àíà-

ëèòè÷åñêèõ â çàìûêàíèè îãðàíè÷åííîé âûïóêëîé îáëàñòè D (à òàêæå �óí-

êöèé àíàëèòè÷åñêèõ â D è íåïðåðûâíûõ âïëîòü äî ãðàíèöû) ïîñðåäñòâîì

ðÿäîâ âèäà

∞
∑

k=1

nk−1
∑

n=0

cn,kz
neλkz. (1.3)

∞
∑

m=1

Nm
∑

j=1

dm,jem,j(z), (1.4)

ãäå em,j(z) � ñïåöèàëüíàÿ �èêñèðîâàííàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ �óíêöèé

zneλkz, ïîêàçàòåëè êîòîðûõ ðàçáèòû íà ãðóïïû Um (ëèíåéíàÿ êîìáèíà-

öèÿ em,j �îðìèðóåòñÿ ïî òî÷êàì ãðóïïû Um). Óêàçàííîå ïðåäñòàâëåíèå

îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè èíòåðïîëèðóþùåé �óíêöèè À. Ô. Ëåîíòüå-

âà. Ïóñòü Λ � íåâûðîæäåííîå ïðàâèëüíî ðàñïðåäåëåííîå ìíîæåñòâî, òî

åñòü âíóòðåííîñòü DΛ ñîïðÿæåííîé äèàãðàììû êàíîíè÷åñêîé �óíêöèè fΛ
ìíîæåñòâà Λ íå ïóñòà. Â òåîðåìå 4.6 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ �óíê-

öèÿ, àíàëèòè÷åñêàÿ â îêðåñòíîñòè çàìûêàíèÿ îáëàñòè DΛ, ïðåäñòàâëÿåò-

ñÿ ðÿäîì (1.4), ñõîäÿùèìñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ îáëà-

ñòè DΛ. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàç-

áèåíèå U = {Um}∞m=1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ = {λk, nk}∞k=1, ïî êîòîðîìó

ñòðîÿòñÿ �óíêöèè em,j , óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ SΛ(U) = 0 (òåîðåìà 4.9).

Îòìåòèì, ÷òî òàêîå ðàçáèåíèå âñåãäà ìîæíî îñóùåñòâèòü. Äîêàçûâàåòñÿ
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òàêæå ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Êàæäàÿ �óíêöèÿ, àíàëèòè÷åñêàÿ â îêðåñò-

íîñòè DΛ (èëè àíàëèòè÷åñêàÿ â DΛ è íåïðåðûâíàÿ âïëîòü äî ãðàíèöû ïðè

äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè íà fΛ), ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì (1.4), êîòîðûé ñõî-

äèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ îáëàñòè DΛ, òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà Λ � ïðàâèëüíî ñáàëàíñèðîâàííîå ìíîæåñòâî (òåîðåìà 4.10).

Òåîðåìà 4.10 îáîáùàåò óêàçàííûé âûøå ðåçóëüòàò À. Ô. Ëåîíòüåâà íà ñëó-

÷àé êðàòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ðÿäàìè (1.3) è (1.4) èçó÷àëîñü ðàíåå â ðà-

áîòàõ [8℄ è [9℄.

�2. Îöåíêè ñíèçó ñïåöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ

Ïóñòü Λ = {λk, nk}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ

÷èñåë λk è èõ êðàòíîñòåé nk. Ñ÷èòàåì, ÷òî |λk| íå óáûâàåò è |λk| → ∞,

k → ∞.

�îâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ èìååò êîíå÷íóþ âåðõíþþ ïëîòíîñòüsn(Λ) (ïðè ïîðÿäêå îäèí), åñëè

sn(Λ) = lim
r→∞

n(r,Λ)

r
,

ãäå n(r,Λ) � ÷èñëî òî÷åê λk (ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé nk) â êðóãå ðàäèóñà r
ñ öåíòðîì â íóëå.

Ñèìâîëîì U = {Um}∞m=1 îáîçíà÷èì ðàçáèåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λk}
íà ãðóïïû Um, m > 1. Ïåðåíóìåðóåì ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ. Òî÷-
êè λk, ïîïàâøèå â ãðóïïó Um, áóäåì îáîçíà÷àòü λm,l, à èõ êðàòíîñòè �

nm,l. Ïåðâûé èíäåêñ ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì ãðóïïû, à âòîðîé èíäåêñ ìå-

íÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 1 äî Mm, ãäå Mm � ÷èñëî òî÷åê λk, ïîïàâøèõ â

ãðóïïó Um. Ïîëîæèì åùå

Nm =

Mm
∑

l=1

nm,l.

Òàêèì îáðàçîì, Nm � ÷èñëî òî÷åê λk, ïîïàâøèõ â ãðóïïó Um, m > 1,
ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè. �àçáèåíèå U = {Um}∞m=1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ
áóäåì íàçûâàòü òðèâèàëüíûì, åñëè êàæäàÿ ãðóïïà Um ñîñòîèò ëèøü èç

òî÷êè λm,1, m > 1.
Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ðàçáèòà íà ãðóïïû U = {Um}∞m=1, ãäå Um =

{λm,v}Mm

v=1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Um, m > 1, � ãðóïïû îòíîñèòåëüíî ìàëîãî

äèàìåòðà, åñëè

lim
m→∞

max
16j,
l6Mm

|λm,j − λm,l|
|λm,1|

= 0.
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Áóäåì òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî ãðóïïû Um îòíîñèòåëüíî ìàëû, åñëè îíè ÿâ-

ëÿþòñÿ ãðóïïàìè îòíîñèòåëüíî ìàëîãî äèàìåòðà è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

N(Λ, U) = 0, ãäå

N(Λ, U) = lim
m→∞

Nm

|λm,1|
.

Ïóñòü B(z, r), S(z, r)� îòêðûòûé êðóã è îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå z
è ðàäèóñà r. Ââåäåì ëîêàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ,
ðàçáèòîé íà ãðóïïû Um={λm,v}Mm

v=1, m>1. Ñëåäóÿ ðàáîòàì [5,6℄, ïîëîæèì

qΛ(λ,w, δ) =
∏

λk∈B(w,δ|w|)

(

λ− λk
3δ|λk |

)nk

=
∏

λm,v∈B(w,δ|w|)

(

z − λm,v
3δ|λm,v |

)nm,v

.

Â ñëó÷àå, êîãäà êðóã B(w, δ|w|) íå ñîäåðæèò íè îäíîé λk, ïîëàãàåì
qΛ(λ,w, δ) ≡ 1. Ìîäóëü qΛ(λ,w, δ) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìåðó ñãó-

ùåíèÿ òî÷åê λk ∈ B(w, δ|w|) îêîëî λ. Âåëè÷èíà ln |qΛ(λ,w, δ)|/|w| àíàëîãè-
÷íà ïî ñìûñëó ëîãàðè�ìó ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî (ñðåäíåìó àðè�ìåòè-

÷åñêîìó ëîãàðè�ìîâ) íîðìèðîâàííûõ ðàññòîÿíèé îò òî÷åê λk∈B(w, δ|w|)
äî òî÷êè λ.
Åñëè δ ∈ (0, 1), òî ìîäóëü êàæäîãî ñîìíîæèòåëÿ �óíêöèè qΛ â êðóãå

B(w, δ|w|) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé 2(3(1 − δ))−1
. Ïîýòîìó

|λ− λk|
3δ|λk|

6 1, λ, λk ∈ B(w, δ|w|), δ ∈ (0, 1/3). (2.1)

Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî âåðíî íåðàâåíñòâî

|λ− λk|
3δ|λk|

> 1, λ /∈ B(w, 5δ|w|), λk ∈ B(w, δ|w|), δ ∈ (0, 1/3). (2.2)

Èç (2.1) ïîëó÷àåì:

|qΛ(λ,w1, δ1)| > |qΛ(λ,w2, δ2)|, λ ∈ B(w2, δ2|w2|), (2.3)

ãäå 0 < δ1 6 δ2 < 1/3, B(w1, δ1|w1|) ⊆ B(w2, δ2|w2|).
Ââåäåì åùå �óíêöèè (ñì. [6, 7℄): Ïîëîæèì

qm,lΛ,U(z, δ) =
∏

λk,v∈B(λm,l ,δ|λm,l|),
k 6=m

(

z − λk,v
3δ|λk,v|

)nk,v

, m > 1.

Åñëè êðóã B(λm,l, δ|λm,l|) íå ñîäåðæèò òî÷åê λk,v, k 6=m, òî qm,lΛ,U(z, δ)≡1.

Îòìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ qm,lΛ,U(z, δ) â îòëè÷èå îò �óíêöèè qΛ(z, w, δ) çàâèñèò

îò ðàçáèåíèÿ U ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ. Â ñèëó (2.1) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

|qm,lΛ,U (z, δ1)| > |qm,lΛ,U (z, δ2)|, z ∈ B(λm,1, δ2|λm,1|), (2.4)
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åñëè 0 < δ1 6 δ2 < 1/3. Îïðåäåëèì èíäåêñ êîíäåíñàöèè (ñì. [5�7℄):

SΛ(U) = lim
δ→0

lim
m→∞

min
16l6Mm

ln |qm,lΛ,U (λm,l, δ)|
|λm,l|

.

Îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, òàê êàê â ñèëó (2.3) ïðåäåë ïî δ ñóùåñòâóåò. Îòìå-
òèì, ÷òî âåðíî íåðàâåíñòâî SΛ(U) 6 0. Îíî âûòåêàåò èç íåïîëîæèòåëüíî-

ñòè âåëè÷èíû ln |qm,lΛ,U (λm,l, δ)| ïðè δ ∈ (0, 1/3). Â ñëó÷àå, êîãäà ðàçáèåíèå U

òðèâèàëüíî, SΛ(U) ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé SΛ, ââåäåííîé â ðàáîòå [5℄. Ïî-

ýòîìó â ñëó÷àå òðèâèàëüíîãî ðàçáèåíèÿ U âìåñòî ñèìâîëà SΛ(U) áóäåì
èñïîëüçîâàòü ñèìâîë SΛ. Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ SΛ è SΛ(U) èìåþòñÿ â ðà-

áîòàõ [7℄ è [10℄. Ïðè óñëîâèè

lim
δ→0

lim
|z|→∞

n(z, δ,Λ)

|z| = 0

(n(z, δ,Λ) � ÷èñëî òî÷åê λk ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé nk â êðóãå B(z, δ|z|))
âåëè÷èíà SΛ(U) íå èçìåíèòñÿ, åñëè â îïðåäåëåíèè �óíêöèè qm,lΛ,U ÷èñëî 3

çàìåíèòü íà ëþáîå äðóãîå îòëè÷íîå îò íóëÿ (ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó çàìå÷àíèå

ê òåîðåìå 5.1 â ðàáîòå [5℄). Êîý��èöèåíò 3 âûáðàí ëèøü äëÿ óäîáñòâà â

ïðîöåññå ðàññóæäåíèé. Óêàçàííîå óñëîâèå áóäåò âûïîëíåíî, íàïðèìåð, â

ñëó÷àå, êîãäà Λ èìååò ïëîòíîñòü (òî åñòü ñóùåñòâóåò ïðåäåë â îïðåäåëåíèè

âåëè÷èíû sn(Λ)).
Èíäåêñû êîíäåíñàöèè SΛ è SΛ(U) èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè èññëåäî-

âàíèè çàäà÷ èíòåðïîëÿöèè è �óíäàìåíòàëüíîãî ïðèíöèïà (ñì. [5℄), ïðî-

áëåìû ñóùåñòâîâàíèÿ áàçèñà â èíâàðèàíòíîì ïîäïðîñòðàíñòâå (ñì. [6,7℄),

à òàêæå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î ðàñïðåäåëåíèè îñîáûõ òî÷åê ñóììû ðÿäà

ýêñïîíåíöèàëüíûõ ìîíîìîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ãðàíèöå åãî îáëàñòè ñõî-

äèìîñòè (ñì. [10℄). �àçëè÷íûå ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, ñâÿçàííûå
ñ èíäåêñàìè SΛ è SΛ(U), ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [5�7℄ è [10℄. Ïðèâåäåì
åùå íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ýòèõ èíäåêñîâ è íåîáõîäèìûå äëÿ

äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ðàçáèòà íà ãðóïïû U = {Um},
ãäå Um = {λm,l}Mm

l=1 , SΛ(U) = 0, è B � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå

ñîäåðæèò âñå òî÷êè λm,l. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò ÷èñëà R > 0 è δ ∈ (0, 1/3), òàêèå,
÷òî

ln |qΛ(z, w, δ)| > −ε|z|, z ∈ C \B, |w| > R; (2.5)

2) äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò ÷èñëà R > 0 è δ ∈ (0, 1/3), òàêèå,
÷òî

ln |qΛ(z, w, δ)| > −ε|z|, z ∈ B(w, δ|w|) ∩ ∂B, |w| > R; (2.6)
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3) äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò íîìåð m0 è ÷èñëî δ ∈ (0, 1/3), òàêèå,
÷òî äëÿ ëþáîãî m > m0 âåðíû íåðàâåíñòâà

∑

λm,l∈B(λm,j ,δ|λm,j |)

ln

∣

∣

∣

∣

z − λm,l
3δ|λm,l|

∣

∣

∣

∣

nm,l

> −ε|λm,j |, (2.7)

ãäå z ∈ B(λm,j, δ|λm,j |) ∩ ∂B, j = 1,Mm;
4) äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò ÷èñëà R > 0 è δ ∈ (0, 1/3), òàêèå,

÷òî äëÿ ëþáîãî m > 1 âåðíî íåðàâåíñòâî

∑

λm,l∈B(w,δ|w|)

ln

∣

∣

∣

∣

z − λm,l
3δ|λm,l|

∣

∣

∣

∣

nm,l

> −ε|z|, z ∈ C \B, |w| > R, (2.8)

åñëè êðóã B(w, δ|w|) ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó èç òî÷åê λm,l, l = 1,Mm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåðíî óòâåðæäåíèå 1. Òîãäà, î÷åâèäíî, âåðíî

óòâåðæäåíèå 2. Èç íåãî è íåðàâåíñòâà (2.1) ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè

qΛ(z, w, δ) ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå 3.

Ïóñòü âåðíî 3. Äîêàæåì 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå 4 íåâåðíî.

Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè {wk}, {zk}, {m(k)}, {l(k)}, ÷òî zk ∈ C \ B, |wk| → ∞, λm(k),l(k) ∈
B(wk, |wk|/k) è

∑

λm(k),l∈B(wk,|wk|/k)

ln

∣

∣

∣

∣

zk − λm(k),l

3k−1|λm(k),l|

∣

∣

∣

∣

nm(k),l

< −2ε|zk|, k > 1. (2.9)

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3) íàéäåì íîìåð m0 è ÷èñëî δ ∈ (0, 1/3), òàêèå,
÷òî äëÿ ëþáîãî m > m0 âûïîëíåíî (2.7). Òîãäà ñ ó÷åòîì (2.1) äëÿ âñåõ

m > m0 èìååì:

∑

λm,l∈B(λm,j ,δ|λm,l|/5)

ln

∣

∣

∣

∣

z − λm,l
5−13δ|λm,l|

∣

∣

∣

∣

nm,l

>
∑

λm,l∈B(λm,j ,δ|λm,l|/5)

ln

∣

∣

∣

∣

z − λm,l
3δ|λm,l|

∣

∣

∣

∣

nm,l

>
∑

λm,l∈B(λm,j ,δ|λm,l|)

ln

∣

∣

∣

∣

z − λm,l
3δ|λm,l|

∣

∣

∣

∣

nm,l

> −ε|λm,j |,

ãäå z ∈ B(λm,j , δ|λm,j |) ∩ ∂B, j = 1,Mm. Êðîìå òîãî, â ñèëó (2.2)

∑

λm,l∈B(λm,j ,δ|λm,l|/5)

ln

∣

∣

∣

∣

z − λm,l
5−13δ|λm,l|

∣

∣

∣

∣

nm,l

>0, z∈S(λm,j , δ|λm,j |), j=1,Mm.
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Èç äâóõ ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ è ïðèíöèïà ìèíèìóìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ

�óíêöèé äëÿ âñåõ m > m0 ïîëó÷àåì:

∑

λm,l∈B(λm,j ,δ|λm,l|/5)

ln

∣

∣

∣

∣

z − λm,l
5−13δ|λm,l|

∣

∣

∣

∣

nm,l

> −ε|λm,j |,

z ∈ B(λm,j , δ|λm,j |) \B, j = 1,Mm.

(2.10)

Ïóñòü z ∈ B(wk, 5|wk|/k). Èìååì:

|λm(k),l(k) − z| 6 6
|wk|
k

6

(

1− 1

k

)−1

6
|λm(k),l(k)|

k
6 12

|λm(k),l(k)|
k

, k > 2.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì:

|λm(k),l(k) − z| 6 4
|λm(k),l(k)|

k
, z ∈ B(wk, |wk|/k), k > 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè k > 2 âåðíû âëîæåíèÿ

B

(

wk,
5|wk|
k

)

⊂ B

(

λm(k),l(k),
12|λm(k),l(k)|

k

)

,

B

(

wk,
|wk|
k

)

⊂ B

(

λm(k),l(k),
4|λm(k),l(k)|

k

)

.

Òî÷êà zk ïðèíàäëåæèò êðóãó B(wk, 5|wk|/k), k > 1 â ñèëó (2.9) è íåðàâåí-

ñòâà (2.2). Âûáåðåì òàêîé íîìåð k0 > 2, ÷òî m(k) > m0 è 20/k < δ ïðè

k > k0. Òîãäà ñ ó÷åòîì (2.1) è (2.10) èìååì:

∑

λm(k),l∈B(wk ,|wk|/k)

ln

∣

∣

∣

∣

zk − λm(k),l

3k−1|λm(k),l|

∣

∣

∣

∣

nm(k),l

>
∑

λm(k),l∈B(wk ,|wk|/k)

ln

∣

∣

∣

∣

zk − λm(k),l

5−13δ|λm(k),l|

∣

∣

∣

∣

nm(k),l

>
∑

λm(k),l∈B(λm(k),l(k) ,δ|λm(k),l(k)|/5)

ln

∣

∣

∣

∣

zk − λm(k),l

5−13δ|λm(k),l|

∣

∣

∣

∣

nm(k),l

> −ε|λm(k),l(k)| > −ε |zk|
(1− δ)

> −ε3|zk|
2

, k > k0.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò (2.9). Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå 4 âåðíî.

Äîêàæåì, íàêîíåö, ÷òî èç óòâåðæäåíèÿ 4 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå 1. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî (2.5) íåâåðíî. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóþò
òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {wk}, {zk}, ÷òî zk ∈ C \B, |wk| → ∞ è

ln |qΛ(zk, wk, k−1)| < −ε|zk|, k > 1. (2.11)
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Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè qΛ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî k > 1 êðóã
B(wk, |wk|/k) ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó èç òî÷åê λm,l. Ïóñòü λm(k),l(k) � òî÷êà

èç êðóãà B(wk, |wk|/k), êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ íà ìèíèìàëüíîì ðàññòîÿíèè

îò òî÷êè zk ñðåäè âñåõ λm,l ∈ B(wk, |wk|/k), k > 1 (åñëè òàêèõ òî÷åê

íåñêîëüêî, òî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáåðåì îäíó èç íèõ).

Ïîêàæåì, ÷òî (2.11) ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì ëåììû. Äëÿ ýòîãî íåîá-

õîäèìî îöåíèòü ñíèçó äâå ãðóïïû ñîìíîæèòåëåé, îáðàçóþùèõ âåëè÷èíó

|qΛ(zk, wk, k−1)|. Ïåðâàÿ èç íèõ ñîñòàâëåíà ïî òî÷êàì λm,l ∈ B(wk, |wk|/k),
ãäå m 6= m(k), à âòîðàÿ � ïî òî÷êàì λm(k),l ∈ B(wk, |wk|/k). Îöåíèì
ïåðâóþ. Ñîãëàñíî óñëîâèþ ëåììû SΛ(U) = 0. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ âåëè-

÷èíû SΛ(U) íàéäóòñÿ ÷èñëî δ ∈ (0, 1/3) è íîìåð m0, òàêèå, ÷òî

min
16l6Mm

ln |qm,lΛ,U (λm,l, δ)|/|λm,l | > −ε/3, m > m0. (2.12)

Âûáåðåì íîìåð k0 òàê, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿm(k) > m0, k > 2δ−1

è B(wk, |wk|/k) ⊂ B(λm(k),l(k), δ|λm(k),l(k)|) äëÿ âñåõ k > k0 (ïîñëåäíåå âîç-
ìîæíî, òàê êàê λm(k),l(k) ∈ B(wk, |wk|/k)).
Ïóñòü λm,l ∈ B(wk, |wk|/k). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

|zk − λm,l| < 2−1|λm(k),l(k) − λm,l|.
Òîãäà ñîãëàñíî âûáîðó òî÷êè λm(k),l(k) èìååì:

|λm(k),l(k)−λm,l| 6 |zk−λm,l|+|zk−λm(k),l(k)| 6 2|zk−λm,l| < |λm(k),l(k)−λm,l|.
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî,

|zk − λm,l| > 2−1|λm(k),l(k) − λm,l|, λm,l ∈ B(wk, |wk|/k).
Îòñþäà ñ ó÷åòîì (2.1), (2.12) è âûáîðà íîìåðà k0 ïîëó÷àåì:

∏

λm,l∈B(wk ,|wk|/k),m6=m(k)

( |zk − λm,l|
(3k−1|λm,l|)

)nm,l

>
∏

λm,l∈B(wk ,|wk|/k),m6=m(k)

( |λm(k),l(k) − λm,l|
(6k−1|λm,l|)

)nm,l

>
∏

λm,l∈B(wk ,|wk|/k),m6=m(k)

( |λm(k),l(k) − λm,l|
(3δ|λm,l|)

)nm,l

>
∏

λm,l∈B(λm(k),l(k) ,δ|λm(k),l(k)|),m6=m(k)

( |λm(k),l(k) − λm,l|
(3δ|λm,l|)

)nm,l

= |qm(k),l(k)
Λ,U (λm(k),l(k), δ)| > exp(−ε|λm(k),l(k)|/3), k > k0.

(2.13)
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Ïîñêîëüêó zk, λm(k),l(k) ∈ B(wk, |wk|/k), k > 1, òî íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð

k1 > k0, ÷òî

exp(−ε|λm(k),l(k)|/3) > exp(−ε|zk|/2), k > k1. (2.14)

Òåïåðü ìû îöåíèì âòîðóþ ãðóïïó ñîìíîæèòåëåé, êîòîðûå îáðàçóþò

|qΛ(zk, wk, k−1)|, ïîñòðîåííûõ ïî òî÷êàì λm(k),l ∈ B(wk, |wk|/k). Â ñèëó

óòâåðæäåíèÿ 4 ñóùåñòâóþò íîìåð k2 > k1 è ÷èñëî δ1 ∈ (0, 1/3), òàêèå, ÷òî

∑

λm(k),l∈B(wk,δ1|wk|)

ln

∣

∣

∣

∣

zk − λm(k),l

3δ1|λm(k),l|

∣

∣

∣

∣

nm(k),l

> −ε|zk|
2

, k > k2, (2.15)

Âûáåðåì íîìåð k3 > k2 èç óñëîâèÿ k
−1 6 δ1, k > k3. Òîãäà ñîãëàñíî (2.15)

è (2.1) èìååì:

∑

λm(k),l∈B(wk ,|wk|/k)

ln

∣

∣

∣

∣

zk − λm(k),l

3k−1|λm(k),l|

∣

∣

∣

∣

nm(k),l

>
∑

λm(k),l∈B(wk ,|wk|/k)

ln

∣

∣

∣

∣

zk − λm(k),l

3δ1|λm(k),l|

∣

∣

∣

∣

nm(k),l

>
∑

λm(k),l∈B(wk ,δ1|wk|)

ln

∣

∣

∣

∣

zk − λm(k),l

3δ1|λm(k),l|

∣

∣

∣

∣

nm(k),l

> −ε|zk|
2

, k > k3.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (2.13) è (2.14) ïîëó÷àåì

ln |qΛ(zk, wk, k−1)| > −ε|zk|, k > k3.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò (2.11). Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå 1 âåðíî è ëåììà

ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. �

Îïèøåì øèðîêèé êëàññ ìíîæåñòâ B è ïðèâåäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ

èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå 3 èç ëåììû 2.1.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ðàçáèòà íà ãðóïïû U = {Um},
ãäå Um = {λm,l}Mm

l=1 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæè-

òåëüíûõ ÷èñåë Γ = {γm,l}Mm,∞
l=1,m=1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

γm,l 6 |λm,l|, l = 1,Mm, m > 1,

Mm
∑

l=1

nm,l
|λm,l|

ln

(

γm,l
|λm,l|

)

→ 0, m → ∞.
(2.16)
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Òîãäà âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå 3 èç ëåììû 2.1, ãäå ïîëàãàåì

B = B(Λ, U,Γ) =

∞,Mm
⋃

m,l=1

B(λm,l, γm,l).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü δ ∈ (0, 1/3), λm,j 6= 0 è z ∈ B(λm,j , δ|λm,j |) ∩ ∂B.
Â ñèëó ïåðâîãî óñëîâèÿ â (2.16) èìååì:

∑

λm,l∈B(λm,j ,δ|λm,l|)

ln

∣

∣

∣

∣

z − λm,l
3δλm,l

∣

∣

∣

∣

nm,l

>
∑

λm,l∈B(λm,j ,δ|λm,l|)

ln

∣

∣

∣

∣

γm,l
3δλm,l

∣

∣

∣

∣

nm,l

=
∑

λm,l∈B(λm,j ,δ|λm,l|)

nm,l ln
γm,l
|λm,l|

−
∑

λm,l∈B(λm,j ,δ|λm,l|)

nm,l ln(3δ)

>

Mm
∑

l=1

nm,l ln

(

γm,l
|λm,l|

)

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì âòîðîãî óñëîâèÿ â (2.16) äëÿ âñåõ j = 1,Mm

ïîëó÷àåì:

1

|λm,j|
∑

λm,l∈B(λm,j ,δ|λm,l|)

ln

∣

∣

∣

∣

z − λm,l
3δ|λm,l|

∣

∣

∣

∣

nm,l

>
1

|λm,j |

Mm
∑

l=1

nm,l ln

(

γm,l
|λm,l|

)

=
Mm
∑

l=1

|λm,l|
|λm,j |

nm,l
|λm,l|

ln

(

γm,l
|λm,l|

)

> (1 + δ)
Mm
∑

l=1

nm,l
|λm,l|

ln

(

γm,l
|λm,l|

)

>
4

3

Mm
∑

l=1

nm,l
|λm,l|

ln

(

γm,l
|λm,l|

)

→ 0, m→ ∞.

Ýòî äàåò íàì óòâåðæäåíèå 3 èç ëåììû 2.1. Ëåììà äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ

÷èñåë {γm,l}Mm,∞
l=1,m=1 óäîâëåòâîðÿåò (2.16). Êðîìå òîãî, äëÿ rm,l ∈ (0, 1),

l = 1,Mm, m > 1, âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

Mm
∑

l=1

nm,l
|λm,l|

ln rm,l → 0, m→ ∞. (2.17)

Òîãäà, êàê íåòðóäíî çàìåòèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {rm,lγm,l}Mm,∞
l=1,m=1 òàêæå

óäîâëåòâîðÿåò (2.16). Â ÷àñòíîñòè, åñëè ãðóïïû Um îòíîñèòåëüíî ìàëû,

òî äëÿ ëþáûõ rm,l ∈ (r, 1), l = 1,Mm, m > 1, r > 0, âûïîëíåíî (2.17).
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Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ïðè m > m0 èìååì:

Mm
∑

l=1

nm,l
|λm,l|

6 2

Mm
∑

l=1

nm,l
|λm,1|

= 2
Nm

|λm,1|
→ 0, m→ ∞.

Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü Um îòíîñèòåëüíî ìàëû è γm,l = min{|λm,l|, Nm},
l = 1,Mm, m > 1. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Γ = {γm,l}Mm,∞

l=1,m=1 óäîâëåòâî-

ðÿåò (2.16). Äåéñòâèòåëüíî, ïðè m > m0

Nm

2|λm,l|
6

Nm

|λm,l|
6 2

Nm

|λm,1|
→ 0, m→ ∞,

Mm
∑

l=1

nm,l
|λm,l|

ln

(

γm,l
|λm,l|

)

=

Mm
∑

l=1

nm,l
|λm,l|

ln

(

Nm

|λm,l|

)

>

Mm
∑

l=1

2
nm,l
|λm,1|

ln

(

Nm

2|λm,1|

)

= 2
Nm

|λm,1|
ln

(

Nm

2|λm,1|

)

→ 0, m → ∞.

Çàìå÷àíèå 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî òî÷åê â ãðóïïàõ (ñ ó÷åòîì êðàò-

íîñòè) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî (Nm 6 N,m > 1). Òîãäà äëÿ âûïîëíåíèÿ

óñëîâèÿ (2.16) äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü ÷òîáû

max
16l6Mm

ln γm,l
|λm,l|

→ 0, m→ ∞.

Ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð,

γm,l = exp(−εm,l|λm,l|), εm,l > 0, l = 1,Mm, m > 1, (2.18)

max
16l6Mm

εm,l → 0, m→ ∞. (2.19)

Ïîëîæèì

εm,l =
2

|λm,l|
ln

|λm,l|√
τ
. (2.20)

Åñëè äîïîëíèòåëüíî sn(Λ) < +∞, òî ðÿä

∞,Mm
∑

m,l=1

λm,l = τ

∞,Mm
∑

m,l=1

1

|λm,l|2

ñõîäèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå, êîãäà Nm 6 N , m > 1, è sn(Λ) < +∞,

èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî B(Λ, U,Γ) èç ëåììû 2 ñîñòîèò èç êðóæêîâ ñ

öåíòðàìè â òî÷êàõ λm,l, ñóììó ðàäèóñîâ êîòîðûõ ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü

óãîäíî ìàëîé.

Çàìå÷àíèå 4. Ïóñòü èìååò ìåñòî (2.18), íî ïðè ýòîì (2.19) íå âåðíî. Òîãäà

εm(k),l(k)>a > 0, k>1. Åñëè δ∈(0, 1/3) è îêðóæíîñòü S(λm(k),l(k), γm(k),l(k))
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èìååò îáùóþ òî÷êó zk ñ ãðàíèöåé ìíîæåñòâà B(Λ, U,Γ), òî äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ íîìåðîâ k èìååì: zk ∈ B(λm(k),l(k), δ|λm(k),l(k)|) è

1

|λm(k),l(k)|
∑

λm(k),l∈B(λm(k),l(k),δ|λm(k),l(k)|)

ln

∣

∣

∣

∣

zk − λm(k),l

3δ|λm(k),l|

∣

∣

∣

∣

nm,l

6
1

|λm(k),l(k)|
ln

∣

∣

∣

∣

zk − λm(k),l(k)

3δ|λm(k),l(k)|

∣

∣

∣

∣

=
1

|λm(k),l(k)|
ln

γm(k),l(k)

3δ|λm(k),l(k)|

6
ln γm(k),l(k)

|λm(k),l(k)|
= −

εm(k),l(k)|λm(k),l(k)|
|λm(k),l(k)|

6 −a.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óòâåðæäåíèå 3 ëåììû 2.1 (à ñîãëàñíî ëåììå 2.2 è óñëîâèå

(2.16)) íå èìååò ìåñòà.

Ïîêàæåì, ÷òî â óñëîâèÿõ ëåììû 2.1 ìíîæåñòâî B ìîæíî âûáðàòü â âèäå

îáúåäèíåíèÿ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ Bm, m > 1, êàæäîå èç
êîòîðûõ ñîäåðæèò ëèøü îäíó ãðóïïó Um. Ïðè ýòîì óòâåðæäåíèÿ óïîìÿ-

íóòîé ëåììû áóäóò âûïîëíåíû.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ðàçáèòà íà ãðóïïû U = {Um}, ãäå Um =

{λm,l}Mm

l=1 , è Γ={γm,l}Mm,∞
l=1,m=1. Äëÿ êàæäîãî m>1 ñèìâîëîì βm,l, l=1,Mm,

îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè λm,l äî òî÷åê λs,j , íå âõîäÿ-
ùèõ â ãðóïïó Um (ñð. [8, ëåììà 2.3℄, [6, ëåììà 3.2℄). Ïîëîæèì

Γ0(τ) = {γ0m,l(τ)}Mm,∞
l=1,m=1, γ0m,l(τ) = τ min{γm,l, τβm,l},

τ ∈ (0, 2−1], l = 1,Mm, m > 1,
(2.21)

Bm(Λ, U,Γ0(τ)) =

Mm
⋃

l=1

B(λm,l, γ
0
m,l(τ)),

B(Λ, U,Γ0(τ)) =

∞
⋃

m=1

Bm(Λ, U,Γ0(τ)).

Â ñèëó (2.21) è îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë βm,l ìíîæåñòâà Bm(Λ, U,Γ0(τ)) ïîïàðíî
íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïðè ýòîì òî÷êè ãðóïïû Um ïðèíàäëåæàò Bm(Λ, U,Γ0(τ)).

Ëåììà 2.3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ðàçáèòà íà îòíîñèòåëüíî ìà-

ëûå ãðóïïû U = {Um}, ãäå Um = {λm,l}Mm

l=1 , τ ∈(0, 2−1] è SΛ(U)=0. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî Γ = {γm,l}Mm,∞
l=1,m=1 óäîâëåòâîðÿåò (2.16), è B = B(Λ, U,Γ0(τ)).

Òîãäà âåðíî óòâåðæäåíèå 3 èç ëåììû 2.1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå 3 èç ëåììû 2.1 íåâåð-

íî. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {j(k)}, {m(k)} è {zk}, ÷òî m(k) → ∞, k → ∞, zk ∈ Bk = B(λm(k),j(k),
|λm(k),j(k)|/k) ∩ ∂B è

∑

λm(k),l∈Bk

ln

∣

∣

∣

∣

zk − λm(k),l

3k−1|λm(k),l|

∣

∣

∣

∣

nm(k),l

< −ε|λm(k),j(k)|, k > 1. (2.22)

Äëÿ êàæäîãî k > 1 òî÷êè ãðóïïû Um(k), ïîïàâøèå â êðóã Bk, ðàçäåëèì
íà äâå ãðóïïû Vk,1 è Vk,2. Â ïåðâóþ ãðóïïó îòíåñåì âñå òî÷êè λm(k),l ∈
Bk, äëÿ êîòîðûõ γ0m(k),l = γm(k),l. Îñòàëüíûå òî÷êè λm(k),l ∈ Bk îòíåñåì

âî âòîðóþ ãðóïïó. �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

rΛ, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ

òàêèõ ïàð λs, ns ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, ÷òî λs ïðèíàäëåæèò îäíîé èç ãðóïï
Vk,1, k > 1. Ïî ïîñòðîåíèþ ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèòà íà ãðóïïû

V = {Vk,1}. Ïîëîæèì rΓ = {τγm(k),l}∞k=1,λm(k),l∈Vk,1
.

Ïî óñëîâèþ Um � îòíîñèòåëüíî ìàëûå ãðóïïû è Γ óäîâëåòâîðÿåò (2.16).

Ïîñêîëüêó âñå ÷ëåíû ñóììû â (2.16) îòðèöàòåëüíû, òî ñ ó÷åòîì çàìå÷à-

íèÿ 1 ê ëåììå 2.2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

rΓ òàêæå óäîâëåòâîðÿåò (2.16). Òîãäà

ïî ëåììå 2.2 äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

rΛ âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå 3 èç ëåì-

ìû 2.1 (ãäå ïîëàãàåì B = B(rΛ, V, rΓ)), à ñîãëàñíî ïîñëåäíåé âûïîëíåíî

òàêæå åå óòâåðæäåíèå 4. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò íîìåð k0 è ÷èñëî

δ ∈ (0, 1/3), òàêèå, ÷òî

∑

λm(k),l∈Vk,1

ln

∣

∣

∣

∣

zk − λm(k),l ∈ Vk,1

3k−1|λm(k),l|

∣

∣

∣

∣

nm(k),l

>
∑

λm(k),l∈Vk,1

ln

∣

∣

∣

∣

zk − λm(k),l ∈ Vk,1

3δ|λm(k),l|

∣

∣

∣

∣

nm(k),l

> −ε|zk|
3

, k > k0,

(2.23)

Çäåñü ìû ó÷ëè òîò �àêò, ÷òî zk ∈ Bk \B ⊂ Bk \B(rΛ, V, rΓ).
Ïóñòü λm(k),l(k) � òî÷êà ãðóïïû Vk,2, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ íà ìèíèìàëü-

íîì ðàññòîÿíèè îò òî÷êè zk ñðåäè âñåõ λm(k),l ∈ Vk,2, k > 1 (åñëè òà-

êèõ òî÷åê íåñêîëüêî, òî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáåðåì îäíó èç íèõ).

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ÷èñåë βm,l íàéäåì òàêèå íîìåðà p(k) 6= m(k) è t(k),
÷òî |λm(k),l(k) − λp(k),t(k)| = βm(k),l(k). Â ñèëó âûáîðà λm(k),l(k) äëÿ êàæäîãî

λm(k),l ∈ Vk,2 èìååì:
|λm(k),l−λp(k),t(k)|6 |λm(k),l−zk|+|zk−λm(k),l(k)|+|λm(k),l(k)−λp(k),t(k)|

62|λm(k),l−zk|+βm(k),l(k).
(2.24)
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Ïóñòü λm(k),l ∈ Vk,2 è s(k) 6= m(k), i óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó |λm(k),l −
λs(k),i| = βm(k),l. Òîãäà

βm(k),l(k) 6 |λm(k),l(k) − λs(k),i|
6 |zk − λm(k),l(k)|+ |λm(k),l − zk|+ |λm(k),l − λs(k),i|
6 2|λm(k),l − zk|+ βm(k),l.

Ïîñêîëüêó zk ∈ B(λm(k),l, τβm(k),l, òî |λm(k),l − zk| > τλm(k),l. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî |λm(k),l− zk| < τβm(k),l(k)/2. Òîãäà βm(k),l < βm(k),l(k)/2. Îòñþäà ñ
ó÷åòîì ïðåäûäóùåãî èìååì:

βm(k),l(k)62|λm(k),l−zk|+βm(k),l6τβm(k),l(k)+βm(k),l<τβm(k),l(k)+
βm(k),l(k)

2
.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, âåðíî íåðàâåíñòâî |λm(k),l−zk| >
τβm(k),l(k)/2. Îòñþäà ñ ó÷åòîì (2.24) èìååì:

|λm(k),l − λp(k),t(k)|
|λm(k),l − zk|

6 2 +
βm(k),l(k)

|λm(k),l − zk|
6 2

1 + τ

τ
6

4

τ
.

Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ åùå âêëþ÷åíèÿ zk, λm(k),l ∈ Bk, ïîëó÷àåì:

|λm(k),l − λp(k),t(k)| 6
4

τ
|λm(k),l − zk| 6

8

τk
|λm(k),j(k)|, λm(k),l ∈ Vk,2. (2.25)

Ïî óñëîâèþ SΛ(U) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ íîìåð k1 > k0 è δ1 ∈
(0, 1/3), òàêèå, ÷òî

ln |qp(k),t(k)Λ,U (λp(k),t(k), δ1)|
|λp(k),t(k)|

> −ε
3
, k > k1. (2.26)

Â ñèëó âòîðîãî íåðàâåíñòâà â (2.25) èìååì:

|λm(k),j(k) − λp(k),t(k)| 6 |λm(k),l − λp(k),t(k)|+ |λm(k),l − λm(k),j(k)|

6
8

τk
|λm(k),j(k)|+

1

k
|λm(k),j(k)|.

Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè k > k1 êàæäàÿ òî÷êà λm(k),l ∈ Vk,2 ïðè-

íàäëåæèò êðóãó B(λp(k),t(k)), δ1|λp(k),t(k)|) è 4(kτ)−1 < δ1. Ïîýòîìó ñîãëàñ-

íî (2.1) è ïåðâîìó íåðàâåíñòâó â (2.25) èìååì äëÿ k > k1:

∏

λm(k),l∈Vk,2

∣

∣

∣

∣

zk − λm(k),l

3k−1|λm(k),l|

∣

∣

∣

∣

nm(k),l

>
∏

λm(k),l∈Vk,2

∣

∣

∣

∣

λm(k),l − λp(k),t(k)

12(kτ)−1|λm(k),l|

∣

∣

∣

∣

nm(k),l

>
∏

λm(k),l∈Vk,2

∣

∣

∣

∣

λm(k),l − λp(k),t(k)

3δ1|λm(k),l|

∣

∣

∣

∣

nm(k),l

> |qp(k),t(k)Λ,U (λp(k),t(k), δ)|.
(2.27)
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Èç íåðàâåíñòâ (2.25) ñëåäóåò, ÷òî |zk|/|λp(k),t(k)| → 1 ïðè k → ∞. Ïîýòîìó

äëÿ íåêîòîðîãî íîìåðà k2 > k1 âåðíà îöåíêà

−ε
3
|λp(k),t(k)| > −2ε

3
|zk|, k > k2.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (2.27) è (2.26) ïîëó÷àåì:

∏

λm(k),l∈Vk,2

ln

∣

∣

∣

∣

zk − λm(k),l

(3k−1|λm(k),l|

∣

∣

∣

∣

nm(k),l

> −2ε

3
|zk|, k > k2.

Ýòî âìåñòå ñ (2.23) ïðîòèâîðå÷èò (2.22). Ëåììà äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå. Â óñëîâèÿõ ëåììû 2.3 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Γ = {γm,l}Mm,∞
l=1,m=1

ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî äèàìåòðû dm ìíîæåñòâ Bm(Λ, U,Γ0(τ)) áóäóò óäî-
âëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ

lim
m→∞

dm
|λm,1|

= 0. (2.28)

Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì γm,l = min{|λm,l|, Nm}, l = 1,Mm,m > 1. Ñîãëàñ-

íî çàìå÷àíèþ 2 ê ëåììå 2.2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Γ = {γm,l}Mm,∞
l=1,m=1 óäîâëå-

òâîðÿåò (2.16). Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâ Bm(Λ, U,Γ0(τ)), èìååì:

dm
|λm,1|

6 max
16j,l6Mm

|λm,j − λm,l|
|λm,1|

+ 2 max
16l6Mm

γm,l
|λm,1|

= max
16j,l6Mm

|λm,j − λm,l|
|λm,1|

+ 2
Nm

|λm,1|
.

Ïîñêîëüêó ãðóïïû Um îòíîñèòåëüíî ìàëû, òî îòñþäà ïîëó÷àåì (2.28).

Â êîíöå ïàðàãðà�à ïðèâåäåì ïðîñòîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå â íåêîòîðîì

ñìûñëå (ñ ó÷åòîì ëåììû 2.1) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê ëåììå 2.3.

Ëåììà 2.4. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ðàçáèòà íà ãðóïïû U = {Um},
ãäå Um = {λm,l}Mm

l=1 , è Bm, m > 1,� îòêðûòûå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ

ìíîæåñòâà â C. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Um ⊂ Bm, m > 1, äèàìåòðû dm
ìíîæåñòâ Bm óäîâëåòâîðÿþò (2.28) è äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò

íîìåð m0 è ÷èñëî δ ∈ (0, 1/3), òàêèå, ÷òî

ln |qΛ(z, λm,1, δ)| > −ε|z|, z ∈ B(λm,1, δ|λm,1|) ∩ ∂B, m > m0, (2.29)

ãäå B = ∪∞
m=1Bm. Òîãäà SΛ(U) = 0 è U = {Um} � ðàçáèåíèå íà îòíîñè-

òåëüíî ìàëûå ãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε > 0. Ïî óñëîâèþ âåðíî (2.29). Òîãäà ñîãëàñ-

íî (2.1) è îïðåäåëåíèþ �óíêöèè qm,1Λ,U(z, δ) èìååì:

ln |qm,1Λ,U(z, δ)| > −ε|z|, z ∈ B(λm,1, δ|λm,1|) ∩ ∂B, m > m0. (2.30)
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Â ñèëó (2.28) íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð m1 > m0, ÷òî

B(λm,l, δ1|λm,l|) ⊂ B(λm,1, δ|λm,1|), l = 1,Mm, m > m1,

ãäå δ1 = δ/2. Ïîýòîìó èç (2.30) ñ ó÷åòîì (2.1) ïîëó÷àåì:

ln |qm,lΛ,U(z, δ1)| > ln |qm,1Λ,U(z, δ)| > −ε|z|,
z ∈ B(λm,l, δ1|λm,l|) ∩ ∂B, l = 1,Mm, m > m1.

(2.31)

Ïîñêîëüêó δ1 ∈ (0, 1/3) è λm,l ∈ Um ⊂ Bm, òî â ñèëó (2.28) íàéäåòñÿ òàêîé

íîìåð m2 > m1, ÷òî

−ε|z| > −2ε|λm,l|, z ∈ B(λm,l, δ1|λm,l|),
Bm ⊂ B(λm,l, δ1|λm,l|), l = 1,Mm, m > m2.

(2.32)

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (2.31) ïîëó÷àåì:

ln |qm,lΛ,U(z, δ1)| > −2ε|λm,l|, z ∈ ∂Bm, l = 1,Mm, m > m2.

Ìíîãî÷ëåí qmΛ,U(z, δ1) íå èìååò íóëåé íà Bm. Ïîýòîìó ïî ïðèíöèïó ìèíè-

ìóìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðîäîëæàåòñÿ

íà ìíîæåñòâî Bm. Â ÷àñòíîñòè,

ln |qm,lΛ,U(λm,l, δ1)| > −2ε|λm,l|, l = 1,Mm, m > m1.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (2.4) ïîëó÷àåì:

lim
α→0

lim
m→∞

min
16l6Mm

ln |qm,lΛ,U (λm,l, α)|
|λm,l|

> −2ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî SΛ(U) = 0.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî Um � îòíîñèòåëüíî ìàëûå ãðóïïû. Â ñèëó (2.28)

Um � ãðóïïû îòíîñèòåëüíî ìàëîãî äèàìåòðà. Â ÷àñòíîñòè, âåðíî íåðàâåí-

ñòâî

|λm,1| 6 2|λm,l|, l = 1,Mm, m > m3 > m2. (2.33)

Ïîñêîëüêó Um ⊂ Bm, òî ñîãëàñíî (2.29) è (2.32) ñ ó÷åòîì (2.1) èìååì:

Mm
∑

l=1

ln

∣

∣

∣

∣

z − λm,l
3δ|λm,l|

∣

∣

∣

∣

nm,l

> ln |qΛ(z, λm,1, δ)| > −2ε|λm,1|, z ∈ ∂Bm, m > m3.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (2.33) è (2.32)

Nm

|λm,1|
ln

2dm
3δ|λm,1|

>
1

|λm,1|

Mm
∑

l=1

nm,l ln
|z − λm,l|
3δ|λm,l|

> −2ε, z∈∂Bm, m>m3.

Òîãäà èç (2.28) ñëåäóåò, ÷òî Nm/|λm,1| → 0, m → ∞, òî åñòü N(Λ, U) = 0.
Ëåììà äîêàçàíà. �
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�3. Îöåíêè ñíèçó öåëûõ �óíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà è

ðåãóëÿðíîãî ðîñòà

Ïóñòü f � öåëàÿ �óíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà è

hf (ϕ) = lim
r→+∞

ln |f(reiϕ)|
r

� åå èíäèêàòîð. Îòìåòèì îäíî ñâîéñòâî èíäèêàòîðà (ñì. [1, ãëàâà I, �18,

òåîðåìà 28℄): äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå R(ε) > 0, ÷òî

ln |f(reiϕ)| 6 (hf (ϕ) + ε)r, ϕ ∈ [0, 2π], r > R(ε). (3.1)

Ôóíêöèÿ hf ñîâïàäàåò ñ îïîðíîé �óíêöèåé

HT (ϕ) = max
z∈L

Re(ze−iϕ)

íåêîòîðîãî âûïóêëîãî êîìïàêòà T ⊂ C, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ èíäèêàòîðíîé

äèàãðàììîé �óíêöèè f . Ñîïðÿæåííàÿ äèàãðàììà K �óíêöèè f ÿâëÿåòñÿ

êîìïàêòîì êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì ê êîìïàêòó L (ñì. [3, ãëàâà I, �5,

òåîðåìà 5.4℄). Òàêèì îáðàçîì,

hf (ϕ) = HK(−ϕ), ϕ ∈ [0, 2π]. (3.2)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ hf íåïðåðûâíà (à çíà÷èò, è ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíà) íà îòðåçêå [0, 2π]. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî ε0 > 0 íàéäåòñÿ òàêîå
δ0 ∈ (0, 1), ÷òî

|thf (ψ) − hf (ϕ)| 6 ε0, ϕ ∈ [0, 2π], teiψ ∈ B(eiϕ, δ0). (3.3)

�îâîðÿò (ñì. [1, ãëàâà III℄), ÷òî f èìååò ðåãóëÿðíûé ðîñò, åñëè

hf (ϕ) = lim
r /∈E,r→+∞

ln |f(reiϕ)|
r

, ϕ ∈ [0, 2π],

ãäå E⊂(0,+∞)� ìíîæåñòâî íóëåâîé îòíîñèòåëüíîé ìåðû (E0-ìíîæåñòâî),

òî åñòü

lim
r→+∞

mes (E ∩ (0, r)

r
= 0

(ñèìâîë �mes� îáîçíà÷àåò ëåáåãîâó ìåðó ìíîæåñòâà). �îâîðÿò òàêæå, ÷òî f
èìååò ðåãóëÿðíûé ðîñò íà ëó÷å Lϕ = {reiϕ, r > 0}, åñëè

hf (ϕ) = lim
r /∈Eϕ, r→+∞

ln |f(reiϕ)|
r

, (3.4)

ãäå Eϕ � E0-ìíîæåñòâî. Åñëè f èìååò ðåãóëÿðíûé ðîñò íà êàæäîì ëó-

÷å, òî ìíîæåñòâî Eϕ, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò ϕ ∈ [0, 2π]. Îêàçûâàåòñÿ,
îäíàêî, ÷òî ìîæíî ïîäîáðàòü èñêëþ÷èòåëüíîå E0-ìíîæåñòâî, êîòîðîå ïîä-

õîäèò äëÿ âñåõ ϕ ∈ [0, 2π] ([1, ãëàâà III, �1, òåîðåìà 1℄). Äðóãèìè ñëîâàìè,



94 À. Ñ. Ê�ÈÂÎØÅÅÂ, À. B. �ÀÔÈÊÎÂ

�óíêöèÿ f èìååò ðåãóëÿðíûé ðîñò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èìååò

ðåãóëÿðíûé ðîñò íà êàæäîì ëó÷å. Èçâåñòíî òàêæå äðóãîå ýêâèâàëåíòíîå

îïðåäåëåíèå �óíêöèè ðåãóëÿðíîãî ðîñòà. Îíî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî ðå-

çóëüòàòà.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü f � öåëàÿ �óíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà. Ýêâè-

âàëåíòíû óòâåðæäåíèÿ:

1) �óíêöèÿ f èìååò ðåãóëÿðíûé ðîñò íà ëó÷å Lϕ;
2) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zm}∞m=1, ÷òî

lim
m→∞

|zm| = ∞, lim
m→∞

zm
|zm|

= eiϕ,

lim
m→∞

|zm+1|
|zm|

= 1, lim
m→∞

ln |f(zm)|
|zm|

= hf (ϕ).
(3.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f èìååò ðåãóëÿðíûé ðîñò íà ëó÷å Lϕ. Òîãäà âåð-
íî (3.4). Îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pm}∞m=1 âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

p òàêèõ, ÷òî ïîëóèíòåðâàë [p− 1, p) íå ëåæèò öåëèêîì â Eϕ. Äëÿ êàæäîãî

m > 1 ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáåðåì ÷èñëî rm ∈ [pm − 1, pm) \ Eϕ. Ïî-
ëó÷èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zm = rme

iϕ}∞m=1. Ïî ïîñòðîåíèþ âûïîëíåíî

ïåðâîå, âòîðîå, à ñ ó÷åòîì (3.4), è ÷åòâåðòîå ðàâåíñòâî èç (3.5). Ïîêàæåì,

÷òî âûïîëíåíî òàêæå òðåòüå ðàâåíñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òî-

ãäà íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zml
}∞l=1 òàêàÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî

α > 1 âåðíû íåðàâåíñòâà |zml+1| > α|zml
|, l > 1. Òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ äëÿ

ëþáîãî l > 1 ïîëóèíòåðâàë [([|zml
|] + 1), [α|zml

|]) ëåæèò íà ìíîæåñòâå Eϕ
([x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x). Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
r→+∞

mes(Eϕ ∩ (0, r)

r
> lim

l→∞

mes(Eϕ ∩ (0, [α|zml
|]))

[α|zml
|]

> lim
l→∞

[α|zml
|]− [|zml

|]− 1

[α|zml
|] =

α− 1

α
.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî Eϕ ÿâëÿåòñÿ E0-ìíîæåñòâîì. Òàêèì

îáðàçîì, (3.5) âåðíî.

Ïóñòü òåïåðü èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå 2. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî |zm+1| >
|zm|, m > 1. Ïóñòü k > 1. Âûáåðåì δk ∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî äëÿ ε0 = k−2

è

δ0 = δk âûïîëíåíî (3.3). Ñîãëàñíî (3.5) íàéäåì íîìåð m(k), äëÿ êîòîðîãî

âåðíû íåðàâåíñòâà

∣

∣

∣

∣

zm
|zm|

− eiϕ
∣

∣

∣

∣

<
δk
12
,

|zm+1|
|zm|

− 1 <
δk
12
, m > m(k), (3.6)

ln |f(zm)|
|zm|

> hf (ϕ)−
1

k2
, m > m(k). (3.7)
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Ïóñòü R(k−2) > 0 îïðåäåëåíî íåðàâåíñòâîì (3.1). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

(1− δk)|zm(k)| > R(k−2), m > m(k). (3.8)

�àññìîòðèì �óíêöèè fm(z) = f(z)(f(zm))
−1
, m > m(k). Â ñèëó (3.8),

(3.1), (3.3) è (3.7)

ln |fm(z)| 6 3k−2|zm|, z ∈ B(zm, δk|zm|), m > m(k).

Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå îá îöåíêå ñíèçó ìîäóëÿ àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè â

êðóãå ([3, ãëàâà I, �4, òåîðåìà 4.2℄) âåðíî íåðàâåíñòâî

ln |fm(z)| > −3k−2(2 + ln(2ek))|zm|, z ∈ B(zm, 6
−1δk|zm|) \Bk,m,

ãäå Bk,m � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî êðóãîâ, ñóììà ðàäèóñîâ êîòîðûõ ðàâíà

2(3k)−1δk|zm|. Îòñþäà ñ ó÷åòîì (3.3) è (3.7) ïîëó÷àåì:

ln |f(reiψ)| > ln |f(zm)| − 3k−2(2 + ln(2ek))|zm |
> hf (ψ)r − 2k−2 − 3k−2(2 + ln(2ek))|zm|(hf (ψ) − εk)r,

εk = 2k−2(8 + 6 ln(2ek)), reiψ ∈ B(zm, 6
−1δk|zm|) \Bk,m.

(3.9)

Â ñèëó âòîðîãî íåðàâåíñòâà â (3.6) íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {zmk,j
}∞j=1, ÷òî

zmk,1
= zm(k), (βk)

j−1|zm(k)| 6 |zmk,j
| < (βk)

j |zm(k)|,

βk = 1 +
δk
12
, j > 1.

(3.10)

Îòñþäà è ïåðâîãî íåðàâåíñòâà â (3.6) ñëåäóåò, ÷òî èìåþò ìåñòî âëîæåíèÿ

[

(βk)
j−1|zm(k)|eiϕ, (βk)j |zm(k)|eiϕ

)

⊂ B(zmk,j
, 6−1δk|zmk,j

|), j > 1.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà Ek,j ⊂ (0,+∞) èç ðàâåíñòâ

{reiϕ, r ∈ Ek,j} =
[

(βk)
j−1|zm(k)|eiϕ, (βk)j |zm(k)|eiϕ

)

∩Bk,m, j > 1.

Ïîëîæèì Ek = ∪∞
j=1Ek,j . Â ñèëó (3.9) èìååì:

ln |f(reiϕ)| > hf (ϕ)|z| − εk|z|, r ∈ (|zm(k)|,+∞) \ Ek. (3.11)

Ïóñòü (βk)
j |zm(k)| 6 r < (βk)

j+1|zm(k)|. Òîãäà ñ ó÷åòîì (3.10) èìååì:

mes(Ek ∩ (0, r))

r
6

mes(Ek ∩ (0, (βk)
j+1|zm(k)|))

(βk)j |zm(k)|

6
1

(βk)j

j+1
∑

s=1

4δk
3k

|zmk,s
|

|zm(k)|
6

4δk
3k

j+1
∑

s=1

(βk)
s|zm(k)|

(βk)j |zm(k)|

6
4δk(βk)

2

3k(βk − 1)
=

16(βk)
2

3k
6

16

k
.

(3.12)
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Âûáåðåì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Rk}∞k=1, ÷òî

Rk > |zm(k)|, 16

k−1
∑

s=1

Rs
s

6
Rk
k
, k > 1. (3.13)

Ïîëîæèì

rE1 = E1 ∩ [|zm(1)|, R1) rEk = Ek ∩ [Rk−1, Rk), k > 1, Eϕ =
∞
⋃

k=1

rEk.
Ïóñòü Rk < r 6 Rk+1. Òîãäà èç (3.12) è (3.13) ïîëó÷àåì:

mes(Eϕ ∩ (0, r))

r
6

k−1
∑

s=1

mes(Es ∩ (0, Rs))

Rk
+

mes(Ek ∩ (0, Rk))

Rk

+
mes(Ek+1 ∩ (0, r))

r
6

16

Rk

k−1
∑

s=1

Rs
s

+
16

k
+

16

k
6

33

k
.

Òàêèì îáðàçîì, Eϕ ÿâëÿåòñÿ E0-ìíîæåñòâîì. Èç (3.11) ñëåäóåò (3.4). Ëåì-

ìà äîêàçàíà. �

Ïóñòü Λ = {λk, nk}∞k=1 èìååò êîíå÷íóþ âåðõíþþ ïëîòíîñòü sn(Λ). �îâî-
ðÿò ( [1, ãëàâà II℄), ÷òî Λ èìååò óãëîâóþ ïëîòíîñòü (ïðè ïîðÿäêå îäèí),

åñëè äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ϕ1 < ϕ2 çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, ñ÷åòíîãî

ìíîæåñòâà ΦΛ ñóùåñòâóåò ïðåäåë

nΛ(ϕ1, ϕ2) = lim
r→+∞

n(ϕ1, ϕ2, r)

r
,

ãäå n(ϕ1, ϕ2, r) � ÷èñëî òî÷åê λk (ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé nk), ïîïàâøèõ
â ñåêòîð

Γ(ϕ1, ϕ2) ∩B(0, r), Γ(ϕ1, ϕ2) = {z = teiϕ : ϕ ∈ (ϕ1, ϕ2), t > 0}.
Ìíîæåñòâî ΦΛ ñîñòîèò èç òåõ è òîëüêî òåõ ϕ, äëÿ êîòîðûõ

inf
α>0

lim
r→+∞

n(ϕ− α,ϕ + α, r)

r
> 0.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíî ðàñïðåäåëåííûì ìíîæåñò-

âîì ([1, ãëàâà II℄), åñëè îíà èìååò óãëîâóþ ïëîòíîñòü è ñóùåñòâóåò ïðåäåë

(óñëîâèå Ëèíäåë¼�à)

Ξ(Λ) = lim
r→+∞

∑

|λk|<r

nk
λk
.

Êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò Á. ß. Ëåâèíà ([1, ãëàâà II, òåîðåìà 2 è ãëàâà III,

òåîðåìà 4℄) óòâåðæäàåò, ÷òî f èìååò ðåãóëÿðíûé ðîñò òîãäà è òîëüêî òîãäà,
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êîãäà åå êðàòíîå íóëåâîå ìíîæåñòâî Λ = {λk, nk}∞k=1 ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî

ðàñïðåäåëåííûì. Ïðè ýòîì âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

ln |f(reiϕ)| > rhf (ϕ)+α(r), reiϕ ∈ C\Bf , α(r)/r → 0, r → ∞, (3.14)

ãäå Bf � C0-ìíîæåñòâî, òî åñòü ìîæåò áûòü ïîêðûòî êðóãàìè B(zj, rj),
j > 1, òàêèìè, ÷òî

σ(Bf ) = lim
r→∞

1

r

∑

|zj |6r

rj = 0. (3.15)

Ïóñòü Λ = {λk, nk}∞k=1 � ïðàâèëüíî ðàñïðåäåëåííîå ìíîæåñòâî. Ïîëî-

æèì

H(ϕ,Λ) = τΛ cos(ϕ− ϕΛ)−
ϕ
∫

ϕ−2π

(ϕ−Θ) sin(ϕ −Θ)dω(Θ), (3.16)

ãäå τΛe
−iϕΛ = Ξ(Λ). Ôóíêöèÿ H(ϕ,Λ) ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé �óíêöèåé íåêî-

òîðîãî âûïóêëîãî êîìïàêòà (ñì. [2, ãëàâà I, �2, òåîðåìà 1.2.5℄), êîòîðûé

îáîçíà÷èì ñèìâîëîì T (Λ). Êàíîíè÷åñêîé �óíêöèåé ìíîæåñòâà Λ íàçûâà-

åòñÿ

fΛ(z) = zn1

∞
∏

k=2

(

1− z

λk

)nk

exp

(

z

λk

)

(åñëè λk 6= 0, òî ïåðâûé ñîìíîæèòåëü îòñóòñòâóåò è áåñêîíå÷íîå ïðîèçâå-

äåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ k = 1). Ôóíêöèÿ fΛ ÿâëÿåòñÿ öåëîé, èìååò ýêñïîíåíöè-

àëüíûé òèï è ðåãóëÿðíûé ðîñò, åå êðàòíîå íóëåâîå ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò

ñ Λ, à èíäèêàòîðíàÿ äèàãðàììà � ñ T (Λ) (ñì. [1, ãëàâà I, �1, òåîðåìà 2℄, [2,
ãëàâà I, �2, òåîðåìà 1.2.5℄). Òàêèì îáðàçîì, âåðíî ðàâåíñòâî

hfΛ(ϕ) = HT (Λ)(ϕ) = H(ϕ,Λ), ϕ ∈ [0, 2π]. (3.17)

Öåëü äàííîãî ïàðàãðà�à � êîíñòðóêòèâíîå ïîñòðîåíèå èñêëþ÷èòåëü-

íîãî ìíîæåñòâà Bf â �îðìå óäîáíîé äëÿ åãî ïðèìåíåíèÿ. Â öåëÿõ òà-

êîãî êîíñòðóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ Á. ß. Ëåâèíûì áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå

ðåãóëÿðíîãî ìíîæåñòâà ([1, ãëàâà II, �1℄). Ýòî ïðàâèëüíî ðàñïðåäåëåííîå

ìíîæåñòâî ïðîñòûõ òî÷åê (nk = 1) Λ, óäîâëåòâîðÿþùåå îäíîìó õîòÿ áû

îäíîìó èç äâóõ ñëåäóþùèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé (ïðè ïîðÿäêå îäèí):

(C) Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî d > 0, ÷òî êðóæêè ðàäèóñîâ rk = d
√

|λk| ñ
öåíòðàìè â òî÷êàõ λk ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.

(C

′
) Òî÷êè λk ëåæàò â çàìêíóòûõ óãëàõ (èõ êîíå÷íîå ÷èñëî) ñ îáùåé

âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò, íå èìåþùèõ (ïîïàðíî) äðóãèõ îáùèõ òî÷åê.

Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ òî÷åê λk(p), ïîïàâøèõ â îäèí è òîò æå óãîë, âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî

|λk(p+1)| − |λk(p)| > d, (3.18)
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ãäå d > 0 íå çàâèñèò îò óãëà.

Ìíîæåñòâî BΛ, ñîñòîÿùåå â ïåðâîì ñëó÷àå èç êðóãîâ B(λk, d
√

|λk|),
k > 1, à âî âòîðîì � èç êðóãîâ B(λk, d), k > 1, íàçûâàåòñÿ CR-ìíîæåñòâîì.
Îòìåòèì, ÷òî CR-ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ C0-ìíîæåñòâîì. Åãî âåðõíÿÿ ëè-

íåéíàÿ ïëîòíîñòü σ(BΛ) îòëè÷íà îò íóëÿ. Îäíàêî ïðè óñëîâèè (C') çà

ñ÷åò âûáîðà ÷èñëà d > 0 âåëè÷èíà σ(BΛ) ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîä-

íî ìàëîé. Ïðè óñëîâèè (C) ñêîëü óãîäíî ìàëîé ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñóììà

ïëîùàäåé èñêëþ÷èòåëüíûõ êðóæêîâ. Á. ß. Ëåâèí äîêàçàë ( [1, ãëàâà II,

�1, òåîðåìà 5℄), ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà íóëåâîå ìíîæåñòâî �óíêöèè f ÿâëÿåò-

ñÿ CR-ìíîæåñòâîì, â êà÷åñòâå èñêëþ÷èòåëüíîãî ìíîæåñòâà Bf â íåðàâåí-
ñòâå (3.14) ìîæíî âçÿòü BΛ.

Ïðîñòîå èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî â îöåíêå (3.14), ñîñòîÿùåå èç ïîïàð-

íî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ êðóæêîâ, âîçíèêàåò áëàãîäàðÿ óñëîâèÿì (C) è (C

′
),

êîòîðûå îòäåëÿþò ïðîñòûå òî÷êè λk äðóã îò äðóãà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå

èñïîëüçóåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ñëàáîå óñëîâèå, ïîçâîëÿþùåå ïîäõîäÿùèì

îáðàçîì îòäåëÿòü òî÷êè λk äðóã îò äðóãà äàæå â ñëó÷àå êðàòíûõ òî÷åê.

Ýòî óñëîâèå ñîñòîèò ëèøü èç òðåáîâàíèÿ ðàâåíñòâà íóëþ èíäåêñà êîíäåí-

ñàöèè SΛ(U).
Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ëåììå 3.5 èç ðàáîòû [5℄ ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü Λ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ êàêîãî-ëèáî ïðàâèëüíî ðàñïðåäåëåííîãî

ìíîæåñòâà, ìîæåò áûòü ðàçáèòà íà îòíîñèòåëüíî ìàëûå ãðóïïû U = {Um}
òàê, ÷òî áóäåò âûïîëíåíî ðàâåíñòâî SΛ(U) = 0.
Ïðàâèëüíî ðàñïðåäåëåííîå ìíîæåñòâî Λ áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíî ñáà-

ëàíñèðîâàííûì, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå SΛ = 0 (òî åñòü SΛ(U) = 0 äëÿ

òðèâèàëüíîãî ðàçáèåíèÿ U).
Óñòàíîâèì âçàèìîñâÿçü ìåæäó ïîíÿòèÿìè ðåãóëÿðíîãî è ïðàâèëüíî ñáà-

ëàíñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà. Îòìåòèì âíà÷àëå, ÷òî â îòëè÷èå îò ïðàâèëüíî

ñáàëàíñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîãî ìíîæåñòâà îïðåäåëåíî

ëèøü äëÿ ïðîñòûõ òî÷åê λk.
�àññìîòðèì ïðèìåð èç ðàáîòû [7℄ (ñì. �2). Ïóñòü Λ1 = {λk, 1}∞k=1. Ïîëî-

æèì λ2k = k è λ2k−1 = k − e−ε(k)k, k > 1, ãäå 0 < ε(k) → 0, e−ε(k)k → 0,

k → ∞ (íàïðèìåð, ε(k) = 1/
√
k). Ïóñòü åùå Λ2 = {−λk, 1}∞k=1. Íåòðóäíî

çàìåòèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = Λ1 ∪Λ2 èìååò óãëîâóþ ïëîòíîñòü è

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèíäåë¼�à, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî ðàñïðåäå-

ëåííûì ìíîæåñòâîì. Â ðàáîòå [7℄ äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

SΛ1 = 0. Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî SΛ = 0, òî åñòü Λ � ïðàâèëüíî ñáàëàí-

ñèðîâàííîå ìíîæåñòâî. Ïðè ýòîì Λ íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ìíîæåñòâîì,

òàê êàê λ2k − λ2k−1 = e−ε(k)k → 0, k → ∞ (óñëîâèÿ (C) è (C

′
) íå âûïîëíå-

íû).
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Â ðàáîòå [7℄ äîêàçûâàåòñÿ òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ε(k) = ε, k > 1,
âåðíî ðàâåíñòâî SΛ = −ε. Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ
íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî ñáàëàíñèðîâàííûì ìíîæåñòâîì. Îíà íå ÿâëÿåòñÿ

òàêæå è ðåãóëÿðíûì ìíîæåñòâîì (λ2k − λ2k−1 = e−εk → 0, k → ∞). Åñëè
æå Λ ðàçáèòü íà ãðóïïû U2m = {λ2m−1, λ2m}, U2m−1 = {−λ2m−1,−λ2m},
m > 1, òî èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ èç ðàáîòû [7℄, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

SΛ(U) = 0.
Òàêèì îáðàçîì, ïðàâèëüíî ñáàëàíñèðîâàííîå ìíîæåñòâî (â ñëó÷àå ïðî-

ñòûõ òî÷åê) íå îáÿçàíî áûòü ðåãóëÿðíûì ìíîæåñòâîì. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó

âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü Λ = {λk, 1}∞k=1 � ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà Λ
� ïðàâèëüíî ñáàëàíñèðîâàííîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ëèøü óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî SΛ = 0. Ïóñòü âíà-
÷àëå âûïîëíåíî óñëîâèå (C

′
). Èç ýòîãî óñëîâèÿ è îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû SΛ

ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî SΛj
= 0 äëÿ ëþáîãî óãëà Γj ,

�èãóðèðóþùåãî â óñëîâèè (C

′
), ãäå Λj � ÷àñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, ëå-

æàùàÿ â óãëå Γj . Ïóñòü Λj = Λ = {λk(p), 1}∞p=1.

Ñóùåñòâóþò ÷èñëî δ0 ∈ (0, 1/3) è íîìåð p0, òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ δ ∈
(0, δ0) è p > p0 êðóã B(λk(p), δ|λk(p)|) íå ïåðåñåêàåò óãëîâ èç óñëîâèÿ (C

′
),

îòëè÷íûõ îò Γj . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âû÷èñëåíèè âåëè÷èíû SΛj
ìîæíî

èñïîëüçîâàòü òîëüêî òî÷êè λk(p). Â ñèëó (3.18) è (2.1) èìååì:

∑

λk(s)∈B(λk(p) ,

δ|λk(p)|),s 6=p

ln
|λk(s) − λk(p)|

3δ|λk(s)|
=

∑

λk(s)∈B(λk(p),

δ|λk(p)|),|λk(s)|<|λk(p)|

ln
|λk(s) − λk(p)|

3δ|λk(s)|

+
∑

λk(s)∈B(λk(p) ,

δ|λk(p)|),|λk(s)|>|λk(p)|

ln
|λk(s) − λk(p)|

3δ|λk(s)|
> 2

lp
∑

l=1

ln
ld

3δ(1 + δ)|λk(p)|
,

ãäå lp � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà δ|λk(p)|. Îòñþäà ïîëó÷àåì:

1

|λk(p)|
∑

λk(s)∈B(λk(p),

δ|λk(p)|),s 6=p

ln
|λk(s) − λk(p)|

3δ|λk(s)|
>

2

|λk(p)|
ln

(

(lp)!
dlp

(3δ(1 + δ)|λk(p)|)lp

)

>
2

|λk(p)|
ln

(

(lpd)
lp

(9δ(1 + δ)|λk(p)|)lp

)

=
2lp

|λk(p)|
ln

lpd

9δ(1 + δ)|λk(p)|
.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
p→∞

(

1

|λk(p)|
∑

λk(s)∈B(λk(p),

δ|λk(p)|), s 6=p

ln
|λk(s) − λk(p)|

3δ|λk(s)|

)

> 2δ ln
d

9(1 + δ)
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî SΛj
= 0. Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíî óñëîâèå (C).

Ôèêñèðóåì δ ∈ (0, 1/3). Â ñèëó ýòîãî óñëîâèÿ êðóã B(λk, d
√

|λk|), k > 2, íå
ñîäåðæèò òî÷åê λs ïðè s 6= k, è ÷èñëî mn òî÷åê λs, ïîïàâøèõ â êîëüöî

Kn,k = B(λk, (n + 1)d
√

|λk|) \B(λk, nd
√

|λk|), n > 1,

íå ïðåâîñõîäèò îòíîøåíèÿ ïëîùàäè êîëüöà

B(λk, ((n + 1) +
√
1 + δ)d

√

|λk|) \B(λk, (n−
√
1 + δ)d

√

|λk|)
(â ñëó÷àå n = 1 ýòî ïåðâûé êðóã) ê ïëîùàäè êðóãà B(λs, d

√

|λs|) ñ ìèíè-
ìàëüíûì ðàäèóñîì (äëÿ òåõ æå λs). Ïîñëåäíÿÿ îöåíèâàåòñÿ ñíèçó âåëè÷è-

íîé πd2(1 − δ)|λk|. Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî δ < 1/3, èìååì:
m1 6 20 è

mn 6
(((n + 1) +

√
1 + δ)2 − (n−

√
1 + δ)2)d2|λk|

d2(1− δ)|λk|

6
3((n + 3)2 − (n− 2)2)

2
6

30n + 15

2
6 15n+ 8 6 16n, n > 2.

(3.19)

Ïóñòü jk � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà δ|λk|/(d
√

|λk|) = d−1δ
√

|λk|. Êîëüöî Kn,k

íå ïåðåñåêàåò êðóã B(λk, δ|λk|) äëÿ âñåõ n > jk. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äî-

ñòàòî÷íî áîëüøèõ k â ñèëó (3.19) èìååì: mn 6 16jk äëÿ âñåõ êîëåö Kn,k,

n > 1, êîòîðûå ïåðåñåêàþò êðóã B(λk, δ|λk |). Ïîëîæèì

bk =
d
√

|λk|
16jk

>
d
√

|λk|
16d−1δ

√

|λk|
=

d2

16δ
. (3.20)

Ïóñòü 1 > n 6 jk. Äëÿ êàæäîãî λs ∈ Kn,k âåðíû íåðàâåíñòâà

|λs−λk| > nd
√

|λk| > (n−1)d
√

|λk|+ lbk = (n−1)16jkbk+ lbk, l = 1, 16jk .

Òîãäà ñ ó÷åòîì (2.1) ïîëó÷àåì:

∑

λs∈B(λk ,δ|λk|),
s 6=k

ln
|λs − λk|
3δ|λs|

>

lk
∑

l=1

ln
lbk

3δ(1 + δ)|λk |
,

ãäå lk = 16(jk)
2
. Îòñþäà è èç (3.20) êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå ñëåäóåò òðåáóå-

ìîå ðàâåíñòâî. Òåîðåìà äîêàçàíà. �
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Òåîðåìà 3.2 îçíà÷àåò, ÷òî ïîíÿòèå ïðàâèëüíî ñáàëàíñèðîâàííîãî ìíî-

æåñòâà ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì, ÷åì ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîãî ìíîæåñòâà. Äàëåå

ïîêàæåì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî îáà ïîíÿòèÿ ââåäåíû ñ îäíîé è òîé æå öåëüþ.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü f � öåëàÿ �óíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà è ðåãó-

ëÿðíîãî ðîñòà, Λ = {λk, nk}∞k=1 � åå êðàòíîå íóëåâîå ìíîæåñòâî, êîòî-

ðîå ðàçáèòî íà ãðóïïû U = {Um}, ãäå Um = {λm,l}Mm

l=1 , Γ = {γm,l}Mm,∞
l=1,m=1

óäîâëåòâîðÿåò (2.16), è τ ∈ (0, 1/2]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî SΛ(U) = 0. Òîãäà
âåðíî (3.14), ãäå Bf = B(Λ, U,Γ0(τ)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ε > 0. Ñîãëàñíî óñëîâèþ è ëåììàì 2.3, 2.1

ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà R0 > 0 è δ ∈ (0, 1/3), ÷òî

ln |qΛ(z, w, δ)| > −ε|z|/4, z ∈ B(w, δ|w|) \B(Λ, U,Γ0(τ)), |w| > R0. (3.21)

Âûáåðåì òàêîå δ0 ∈ (0, δ), ÷òî íåðàâåíñòâî (3.3) âûïîëíåíî äëÿ ε0 = ε/4.
Ïî óñëîâèþ f èìååò ðåãóëÿðíûé ðîñò. Â ÷àñòíîñòè, âåðíî (3.14), ãäå Bf
ìîæåò áûòü ïîêðûòî êðóãàìè B(zj , rj), j > 1, äëÿ êîòîðûõ èìååò ìå-

ñòî (3.15). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå R1 > R0, ÷òî

1

r

∑

|zj |62r

rj 6
δ0
3
, r > R. (3.22)

Ñîãëàñíî (3.14) ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî

α(r) > −εr/4, r > (1− δ0)R1. (3.23)

Ïóñòü |z| > R1 è êðóã B(zj, rj) ïåðåñåêàåò êðóã B(z, δ0|z|) â òî÷êå w.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |zj | > |z|. Òîãäà â ñèëó (3.22)

rj
|zj |

6
1

|zj |
∑

|zs|6|zj |

rs 6
δ0
3
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

(

1− δ0
3

)

|zj | < |w| < (1 + δ0)|z|

Îòñþäà ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà δ0 < 1/3 ïîëó÷àåì: |zj | < 2|z|. Òàêèì îá-

ðàçîì, ñîãëàñíî (3.22) ñóììà d äèàìåòðîâ âñåõ êðóãîâ B(zj, rj), êîòîðûå
ïåðåñåêàþò B(z, δ0|z|), óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

d

|z| 6
1

|z|
∑

|zj|62|z|

2rj 6
2δ0
3
.

Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîå t ∈ (0, 1), ÷òî îêðóæíîñòü S(z, tδ0|z|) íå ïåðåñåêàåò
ìíîæåñòâî Bf . Ïîëîæèì z = r0e

iϕ0
. Òîãäà â ñèëó (3.14), (3.3), (3.23) è
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íåðàâåíñòâà δ0 < 1/3 èìååì:

ln |f(reiϕ)| > rhf (ϕ) + α2(r) > r0hf (ϕ0)−
ε

4
r0 −

ε

4
r

> r0hf (ϕ0)−
ε

4
r0 −

ε

4
(1 + δ0)r0 > r0hf (ϕ0)−

3ε

4
r0,

(3.24)

ãäå reiϕ ∈ S(z, tδ0|z|).
�àññìîòðèì �óíêöèþ

rf(λ) = f(λ)(qΛ(λ, z, δ0))
−1
. Îíà àíàëèòè÷åñêàÿ â

êðóãå B(z, δ0|z|) è â ñèëó (2.1) è (3.24) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

ln | rf(reiϕ)| > r0hf (ϕ0)−
3ε

4
r0, reiϕ ∈ S(z, tδ0|z|).

Ïîñêîëüêó

rf íå èìååò íóëåé â êðóãå B(z, δ0|z|), òî îòñþäà ïî ïðèíöèïó

ìèíèìóìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé ïîëó÷àåì:

ln | rf(z)| > r0hf (ϕ0)−
3ε

4
r0. (3.25)

Ïóñòü z ∈ B(Λ, U,Γ0(τ)) è |z| > R1. Òîãäà â ñèëó (3.21) è (3.25) ñ ó÷å-

òîì (2.3) èìååì:

ln |f(z)| = ln | rf(z)|+ ln |qΛ(z, z, δ0)| > ln | rf(z)|+ ln |qΛ(z, z, δ)|

> r0hf (ϕ0)−
3ε

4
r0 −

ε

4
r0 = r0hf (ϕ0)− εr0.

Òàê êàê ε ìîæåò áûòü ëþáûì, òî ýòî äàåò íàì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå, êîãäà ãðóïïû {Um} îòíîñèòåëüíî ìàëû, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü Γ = {γm,l}Mm,∞

l=1,m=1 â òåîðåìå 3.3 ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî äèàìåò-

ðû dm ìíîæåñòâ Bm(Λ, U,Γ0(τ)) áóäóò óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ (2.28)

(ñì. çàìå÷àíèå ê ëåììå 2.3).

Åñëè â òåîðåìå 3.3 ðàçáèåíèå U = {Um} ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì (â ýòîì

ñëó÷àå SΛ = 0), òî B(Λ, U,Γ0(τ)) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïîïàðíî íå ïåðå-

ñåêàþùèõñÿ êðóãîâ B(λk, γ
0
k(τ)), ãäå

γ0k(τ) = τ min{γk, βk/2}, βk = min
s 6=k

|λk−λs|, k > 1, lim
k→∞

nk
|λk|

ln
γk
|λk|

= 0.

Äëÿ ïðîñòûõ òî÷åê (nk = 1) ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøå-

íèþ

lim
k→∞

ln γk
|λk|

= 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ñóììó ðàäèóñîâ èñêëþ÷èòåëüíûõ êðóãîâ B(λk, γ
0
k(τ)) ìîæíî

ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé (ñì. çàìå÷àíèå 3 ê ëåììå 2.2). Â ÷àñòíîñòè, ýòî
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ìîæíî ñäåëàòü, êîãäà Λ � ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî. Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷-

íîå èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî èç òåîðåìû 5 â êíèãå [1℄ (ñì. ãëàâà II, �1)

ñóùåñòâåííî áîëüøå (îíî èìååò ëèøü êîíå÷íóþ âåðõíþþ ëèíåéíóþ ïëîò-

íîñòü σ(Bf )).

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü f � öåëàÿ �óíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, Λ =
{λk, nk}∞k=1 � åå êðàòíîå íóëåâîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå ðàçáèòî íà ãðóïïû

U = {Um}, ãäå Um = {λm,l}Mm

l=1 , è Bm, m > 1, � îòêðûòûå ïîïàðíî íåïå-

ðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà, B = ∪∞
m=1Bm. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Um ⊂ Bm,

m > 1, äèàìåòðû dm ìíîæåñòâ Bm óäîâëåòâîðÿþò (2.28) è äëÿ êàæäîãî

ε > 0 ñóùåñòâóåò r(ε) > 0, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

ln |f(reiϕ)| > (hf (ϕ) − ε)r, reiϕ ∈ ∂B \B(0, r(ε)). (3.26)

Òîãäà SΛ(U) = 0 è U = {Um} � ðàçáèåíèå íà îòíîñèòåëüíî ìàëûå

ãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (2.29). Ôèêñè-

ðóåì ε > 0. Âûáåðåì òàêîå δ0 ∈ (0, 1/5), ÷òî äëÿ ε0 = ε âûïîëíåíî (3.3).

Âûáåðåì òåïåðü òàêîå R(ε) > r(ε), ÷òî âåðíî (3.1). Âûáåðåì, íàêîíåö, òà-

êîé íîìåð m0, ÷òî |λm,1| > R(ε)(1 − 5δ0)
−1

äëÿ âñåõ m > m0.

Ïóñòü m > m0 è λm,1 = rme
iϕm

. �àññìîòðèì �óíêöèþ

rf(z) = f(z)(qΛ(z,
λm,1, δ0))

−1
. Â ñèëó (2.2), (3.1) è (3.3) ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà δ0 < 1/5 èìååì:

ln | rf(reiϕ)| 6 ln |f(reiϕ)| 6 rhf (ϕ) + εr 6 rmhf (ϕm) + εrm + ε(1 + 5δ0)rm

< rmhf (ϕm) + 3εrm, reiϕ ∈ S(λm,1, 5δ0|λm,1|).
Îòñþäà ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé

è (3.3) ïîëó÷àåì:

ln | rf(reiϕ)| < rmhf (ϕm) + 3εrm 6 rhf (ϕ) + 4εrm < rhf (ϕ) + 4ε
r

(1 − δ0)

6 rhf (ϕ) + 5εr, reiϕ ∈ B(λm,1, δ0|λm,1|).
Îòñþäà ñ ó÷åòîì (3.26) ïîëó÷àåì:

ln |qΛ(z, λm,1, δ0)| = ln |f(z)|−ln | rf(z)| > −6ε|z|, z ∈ B(λm,1, δ0|λm,1|)∩∂B.
Ýòî äàåò íàì (2.29). Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì óñëîâèé òåîðåìû âûïîëíå-

íû âñå óñëîâèÿ ëåììû 2.4. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî åå óòâåðæäåíèå. Òåîðåìà

äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü f � öåëàÿ �óíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, è Λ =
{λk, nk}∞k=1 � åå êðàòíîå íóëåâîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå ðàçáèòî íà ãðóï-

ïû U = {Um}, ãäå Um = {λm,l}Mm

l=1 . Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâè-

âàëåíòíû:
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1) �óíêöèÿ f èìååò ðåãóëÿðíûé ðîñò, SΛ(U) = 0 è U = {Um} � ðàçáè-

åíèå íà îòíîñèòåëüíî ìàëûå ãðóïïû;

2) ñóùåñòâóþò îòêðûòûå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà Bm,
m > 1, òàêèå, ÷òî Um ⊂ Bm, m > 1, äèàìåòðû dm ìíîæåñòâ Bm óäîâëå-

òâîðÿþò (2.28), è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3.14), ãäå Bf = B =
⋃∞
m=1Bm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå 1. Òîãäà ñîãëàñíî òåî-

ðåìå 3.3 ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ ê íåé âåðíî óòâåðæäåíèå 2.

Ïóñòü òåïåðü èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå 2. Òîãäà ïî òåîðåìå 3.4 âûïîë-

íåíî SΛ(U) = 0 è U = {Um} � ðàçáèåíèå íà îòíîñèòåëüíî ìàëûå ãðóïïû.

Ïîêàæåì, ÷òî f � �óíêöèÿ ðåãóëÿðíîãî ðîñòà. Äëÿ ýòîãî, êàê îòìå÷àëîñü

â íà÷àëå ïàðàãðà�à, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî f èìååò ðåãóëÿðíûé ðîñò

íà êàæäîì ëó÷å Lϕ.
Îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ps}∞s=1 âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë p, òàêèõ,

÷òî ïîëóèíòåðâàë [(p − 1)eiϕ, peiϕ) íå ëåæèò öåëèêîì â B. Äëÿ êàæäîãî

s > 1 ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáåðåì òî÷êó zs ∈ [(ps − 1)eiϕ, pse
iϕ) \ B.

Ïîëó÷èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zs}∞s=1. Ïî ïîñòðîåíèþ âûïîëíåíî ïåðâîå,

âòîðîå, à ñ ó÷åòîì (3.14), è ÷åòâåðòîå ðàâåíñòâî èç (3.5). Ïîêàæåì, ÷òî

âûïîëíåíî òàêæå òðåòüå ðàâåíñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òî-

ãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zsj}∞j=1, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî

α > 1 âåðíû íåðàâåíñòâà |zsj+1| > α|zsj |, j > 1. Òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ

äëÿ ëþáîãî j > 1 ïîëóèíòåðâàë

[([
∣

∣zsj
∣

∣

]

+ 1
)

eiϕ,
[

α
∣

∣zsj
∣

∣

]

eiϕ
)

ëåæèò â B.
Ïîñêîëüêó Bm ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ýòîò ïîëóèíòåðâàë ëåæèò â

íåêîòîðîì ìíîæåñòâå Bmj
. Â ñèëó (2.28) |wj |/|λmj ,1| → 1, j → ∞, ãäå

wj =
([
∣

∣zsj
∣

∣

]

+ 1
)

eiϕ. Ïîýòîìó

lim
j→∞

dmj

|λmj ,1|
> lim

j→∞

[

α
∣

∣zsj
∣

∣

]

−
[
∣

∣zsj
∣

∣

]

− 1

|λmj ,1|

= lim
j→∞

[

α
∣

∣zsj
∣

∣

]

−
[
∣

∣zsj
∣

∣

]

− 1
[
∣

∣zsj
∣

∣

]

+ 1
= α− 1 > 0.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò (2.28). Òàêèì îáðàçîì, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà (3.5).

Òîãäà ïî ëåììå 3.1 �óíêöèÿ f èìååò ðåãóëÿðíûé ðîñò íà ëó÷å Lϕ. Òåîðåìà
äîêàçàíà. �

�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé òðèâèàëüíîãî ðàçáèåíèÿ.

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü f � öåëàÿ �óíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà è Λ =
{λk, nk}∞k=1 � åå êðàòíîå íóëåâîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ýêâèâàëåíòíû ñëå-

äóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) Λ � ïðàâèëüíî ñáàëàíñèðîâàííîå ìíîæåñòâî (â ÷àñòíîñòè, f èìååò
ðåãóëÿðíûé ðîñò, SΛ = 0, è nk/|λk| → 0, k → ∞);
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2) ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà γ0k > 0, k > 1, ÷òî γ0k/|λk| → 0, k → ∞,
êðóãè B(λk, γ

0
k) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è âûïîëíåíî (3.14), ãäå Bf =

⋃∞
k=1B(λk, γ

0
k) .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1)⇒2). Ïóñòü Λ � ïðàâèëüíî ñáàëàíñèðîâàííîå ìíî-

æåñòâî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî SΛ = 0 è Λ � ïðàâèëüíî ðàñïðåäåëåííîå ìíîæå-

ñòâî. Òîãäà ñîãëàñíî óêàçàííîìó ðàíåå ðåçóëüòàòó Á. ß. Ëåâèíà �óíêöèÿ f
èìååò ðåãóëÿðíûé ðîñò. Êðîìå òîãî, Λ èìååò ïëîòíîñòü. Ïîýòîìó

lim
k→∞

nk
|λk|

6 lim
k→∞

n(|λk|+ 1,Λ) − n(|λk|,Λ)
|λk|

= lim
k→∞

n(|λk|+ 1,Λ)

|λk|+ 1
− lim
k→∞

n(|λk|,Λ)
|λk|

= 0.

Òàêèì îáðàçîì, òðèâèàëüíîå ðàçáèåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì íà îòíîñè-

òåëüíî ìàëûå ãðóïïû. Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå 3.3 ñ ó÷åòîì çàìå÷à-

íèÿ ê íåé íàõîäèì, ÷òî âåðíî íåðàâåíñòâî (3.14), ãäå Bf = B(Λ, U,Γ0(τ))
(τ ∈ (0, 1/2]), è äèàìåòðû dk ìíîæåñòâ Bk(Λ, U,Γ0(τ)) óäîâëåòâîðÿþò ñî-

îòíîøåíèþ (2.28). Â íàøåì ñëó÷àå, êîãäà ðàçáèåíèå U òðèâèàëüíî, ïî-

ïàðíî íå ïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà Bk(Λ, U,Γ0(τ)) ÿâëÿþòñÿ êðóãàìè

B(λk, γ
0
k(τ)), è dk = 2γ0k(τ). Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå 2) âåðíî.

Èìïëèêàöèÿ 2)⇒1) âåðíà ñîãëàñíî òåîðåìå 3.5 ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ

ïðàâèëüíî ñáàëàíñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå. Ïî òåîðåìå 3.2 ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó-

÷àåì ïðàâèëüíî ñáàëàíñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà. Ïåðâîå ìíîæåñòâî ïîÿâè-

ëîñü ëèøü ñ òîé öåëüþ, ÷òîáû èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî â (3.14) ñîñòî-

ÿëî èç ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ êðóãîâ ñ öåíòðàìè â íóëÿõ è îòíîñè-

òåëüíî ìàëûìè ðàäèóñàìè. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.6 íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷-

íûì óñëîâèåì äëÿ ýòîãî ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíàÿ ñáàëàíñèðîâàííîñòü íóëåâî-

ãî ìíîæåñòâà �óíêöèè f . Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòèå ïðàâèëüíî ñáàëàíñèðî-

âàííîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ðåãóëÿð-

íîãî ìíîæåñòâà. Îòìåòèì åùå, ÷òî ïîíÿòèå ïðàâèëüíî ñáàëàíñèðîâàííîãî

ìíîæåñòâà ý��åêòèâíî è â ñëó÷àå êðàòíîãî íóëåâîãî ìíîæåñòâà.

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðà�à äîêàæåì ðåçóëüòàò, êîòîðûé, â ÷àñòíîñòè, óñ-

òàíàâëèâàåò òåñíóþ âçàèìîñâÿçü ìåæäó íåðàâåíñòâîì (1.2) è èíäåêñîì

êîíäåíñàöèè SΛ.

Òåîðåìà 3.7. Ïóñòü f � öåëàÿ �óíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà è Λ =
{λk, nk}∞k=1 � åå êðàòíîå íóëåâîå ìíîæåñòâî. Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè nk/|λk| → 0, k → ∞, è èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

ln |f (nk)(λk)| > rk(hf (ϕk)− ε), k > k(ε), λk = rke
iϕk , (3.27)
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òî SΛ = 0 è ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà γ0k > 0, k > 1, ÷òî γ0k/|λk| → 0,
k → ∞, êðóãè B(λk, 2γ

0
k) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è âåðíà îöåíêà

ln |f(z)| > r(hf (ϕ) − ε), z = reiϕ ∈ ∂B(λk, γ
0
k), k > rk(ε); (3.28)

2) åñëè Λ � ïðàâèëüíî ñáàëàíñèðîâàííîå ìíîæåñòâî, òî âåðíî (3.27).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü nk/|λk| → 0 è âåðíî (3.27). Ôèêñèðóåì ε > 0. Â
ñèëó (3.1) è (3.3) íàéäåòñÿ òàêîå δ ∈ (0, 1/3), ÷òî

ln |f(z)| 6 rk(hf (ϕk) + ε), z ∈ B(λk, δrk), k > k1(ε) > k(ε). (3.29)

gk(z) =
f(z)

qΛ(z, λk, δ1)
, hk(z) = f(z)

(

z − λk
(3δ1rk

)−nk

,

qk(z, δ1) =
∏

λs∈B(λk , δ1rk), s 6=k

(

z − λs
3δ1rs

)ns

.

Â ñèëó (2.2) è (3.29) ñ ó÷åòîì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìîäóëÿ èìååì:

|gk(z)| 6 rk(hf (ϕk) + ε), z ∈ B(λk, δrk), k > k1(ε). (3.30)

Íåïîñðåäñòâåííûì ïîäñ÷åòîì ïîëó÷àåì:

hk(λk) =
(3δ1rk)

nk

(nk)!
f (nk)(λk), qk(z, δ1) =

hk(z)

gk(z)
, k > 1. (3.31)

Îöåíèì ñíèçó êîý��èöèåíò ïðè ïðîèçâîäíîé. Òàê êàê nk/rk → 0, òî

1

rk
ln

∣

∣

∣

∣

(3δ1rk)
nk

(nk)!

∣

∣

∣

∣

>
1

rk
ln

∣

∣

∣

∣

(3δ1rk)
nk

(nk)nk

∣

∣

∣

∣

=
nk
rk

ln

∣

∣

∣

∣

3δ1rk
nk

∣

∣

∣

∣

= −nk
rk

ln

∣

∣

∣

∣

nk
3δ1rk

∣

∣

∣

∣

> 0,

k > k2 > k1(ε).

Îòñþäà è èç (3.27), (3.31) ïîëó÷àåì:

ln |hk(λk)| > rk(hf (ϕk)− ε), k > k2. (3.32)

Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì (3.31) è (3.30) èìååì:

ln |qk(λk, δ1)| = ln |hk(λk)| − ln |gk(λk)|
> rk(hf (ϕk)− ε)− rk(hf (ϕk) + ε) = −2εrk.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (2.4)

SΛ = lim
α→0

lim
m→∞

ln |qk(λk, α)|
|λk|

> −2ε.

Ïîñêîëüêó ε > 0 � ëþáîå, òî SΛ = 0.
Ïðè óñëîâèè nk/|λk| → 0 òðèâèàëüíîå ðàçáèåíèå ñòàíîâèòñÿ ðàçáèåíè-

åì íà îòíîñèòåëüíî ìàëûå ãðóïïû. Ïîýòîìó ñîãëàñíî ëåììå 2.3 ñ ó÷åòîì
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çàìå÷àíèÿ ê íåé è îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà B(Λ, U,Γ0(τ)) (ïðèìåíèòåëüíî
ê ñëó÷àþ òðèâèàëüíîãî ðàçáèåíèÿ) ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà γ0k > 0, k > 1,
÷òî γ0k/|λk| → 0, k → ∞, êðóãè B(λk, 2γ

0
k) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è

ln

∣

∣

∣

∣

z − λk
3δrk

∣

∣

∣

∣

nk

> −εrk, z ∈ B(λk, δrk) ∩ ∂B, k > k0(ε) > k2, (3.33)

ãäå ε > 0 � ëþáîå è δ ∈ (0, 1/3) çàâèñèò îò ε. Óìåíüøàÿ, åñëè ýòî íåîáõîäè-
ìî, ÷èñëî δ (ýòî íå íàðóøèò îöåíêè (3.33)), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåðíî (3.29)
è (3.3), ãäå ε0 = ε è δ0 = δ.
Ïîñêîëüêó γ0k/|λk| → 0, òî ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî B(λk, 2γ

0
k) ⊂

B(λk, δrk), k > k0(ε). Òàêæå êàê è (3.30) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

ln |hk(z)| 6 rk(hf (ϕk) + ε), z ∈ (λk, δrk), k > k0(ε). (3.34)

�àññìîòðèì �óíêöèþ

rhk(z) = hk(z)(hk(λk))
−1
. Îíà íå èìååò íóëåé â

êðóãå B(λk, 2γ
0
k) è â ñèëó (3.32), (3.34) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

ln |rhk(z)| 6 2εrk, z ∈ B(λk, δrk), k > k0(ε).

Òîãäà ïî ëåììå îá îöåíêå ñíèçó àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè, íå èìåþùåé íó-

ëåé (ñì. [3, ãëàâà I, �4, ëåììà 4.3℄), ïîëó÷àåì:

ln |rhk(z)| > −4εrk, z ∈ B(λk, γ
0
k), k > k0(ε).

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (3.32), (3.33) è (3.3) èìååì:

ln |f(z)|=ln |hk(z)|+ln
∣

∣

∣

z−λk
3δrk

∣

∣

∣

nk

= ln |rhk(z)|+ln |hk(λk)|+ln
∣

∣

∣

z−λk
3δrk

∣

∣

∣

nk

> rk(hf (ϕk)−6ε)>r(hf (ϕ)−7ε), z=reiϕ∈∂B(λk, γ
0
k), k>k0(ε).

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1).

Ïóñòü Λ� ïðàâèëüíî ñáàëàíñèðîâàííîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ïî òåîðåìå 3.6

ñ ó÷åòîì (3.3) ñóùåñòâóþò òàêèå γ0k > 0, ÷òî γ0k/|λk| → 0, êðóãè B(λk, γ
0
k)

ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è

ln |f(z)| > rk(hf (ϕk)− ε), z ∈ ∂B(λk, γ
0
k), k > k3(ε). (3.35)

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî B(λk, γ
0
k) ⊂ B(λk, δ1rk), k > k3(ε). Òîãäà â ñèëó (2.1)

ln |hk(z)| > ln |f(z)| > rk(hf (ϕk)− ε), z ∈ ∂B(λk, γ
0
k), k > k3(ε).

Ôóíêöèÿ hk íå èìååò íóëåé â çàìûêàíèè êðóãà B(λk, γ
0
k). Ñëåäîâàòåëüíî,

ïî ïðèíöèïó ìèíèìóìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé ýòà îöåíêà ïðîäîë-

æàåòñÿ â êðóã B(λk, γ
0
k). Â ÷àñòíîñòè,

ln |hk(λk)| > rk(hf (ϕk)− ε), k > k3(ε). (3.36)
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Ïîñêîëüêó nk/rk → 0, òî

1

rk
ln
∣

∣

∣

(nk)!

(3δ1rk)nk

∣

∣

∣
>

1

rk
ln
∣

∣

∣

(nk)
nk

(9δ1rk)nk

∣

∣

∣
=
nk
rk

ln
∣

∣

∣

nk
9δ1rk

∣

∣

∣
> −ε, k > k3 > k3(ε).

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (3.36) è (3.31) ïîëó÷àåì (3.27). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèÿ. 1. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.7 ïðè óñëîâèè ïðàâèëüíîé ðàñïðåäå-

ëåííîñòè ìíîæåñòâà Λ = {λk, 1}∞k=1 íåðàâåíñòâî (1.2) ýêâèâàëåíòíî ðàâåí-

ñòâó SΛ = 0.
2. Åñëè èìååò ìåñòî îöåíêà (3.28), òî ÷èñëà γ0k óäîâëåòâîðÿþò äîïîëíè-

òåëüíîìó óñëîâèþ:

lim
k→∞

ln γ0k
|λk|

> 0.

Äåéñòâèòåëüíî, èç (3.28) è (3.3) ñëåäóåò (3.35). Äëÿ �óíêöèè hk(z) =
f(z)(z − λk)

−1
, êàê è âûøå, âûïîëíåíî (3.34). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòà-

òî÷íî áîëüøèõ íîìåðîâ k èìååì:

ln γ0k
|λk|

=
ln |z − λk|

|λk|
=

ln |f(z)| − ln |hk(z)|
|λk|

> −2ε.

Ýòî äàåò íàì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

�4. Ïðåäñòàâëåíèå àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé

Çàêëþ÷èòåëüíûé ïàðàãðà� ïîñâÿùåí îáîáùåíèþ óêàçàííîãî âî ââåäå-

íèè ðåçóëüòàòà À. Ô. Ëåîíòüåâà î ïðåäñòàâëåíèè �óíêöèé àíàëèòè÷åñêèõ

â îêðåñòíîñòè çàìûêàíèÿ îãðàíè÷åííîé âûïóêëîé îáëàñòè D ⊂ C, à òàêæå

�óíêöèé àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòè D è íåïðåðûâíûõ âïëîòü äî åå ãðàíè-

öû. Ïóñòü f � öåëàÿ �óíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ èíäèêàòîðîì hf .
Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïóêëûé êîìïàêòK, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
ñîïðÿæåííîé äèàãðàììîé f , èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü D. Ñèìâîëîì
γ(t, f) îáîçíà÷èì �óíêöèþ, àññîöèèðîâàííóþ ïî Áîðåëþ ñ f (ñì. [3, ãëà-

âà I, �5, ï. 1℄). Êîìïàêò K � ýòî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà îñîáûõ

òî÷åê γ(t, f). Òàêèì îáðàçîì, γ(t, f) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé âíå çàìûêà-

íèÿ

sD = K îáëàñòè D. Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (3.2). Ôóíêöèÿ f
äîïóñêàåò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå (ñì. [3, ãëàâà I, �5, òåîðåìà 5.2℄)

f(λ) =
1

2πi

∫

Ω

γ(t, f)eλtdt,

ãäå Ω � êîíòóð (ïðîñòàÿ íåïðåðûâíàÿ çàìêíóòàÿ ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ),

îõâàòûâàþùèé êîìïàêò K. Â ïîëóïëîñêîñòè Re(teiϕ) > hf (ϕ) âåðíà �îð-

ìóëà ([3, ãëàâà I, �5, òåîðåìà 5.3℄)
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γ(t, f) = lim
a→+∞

aeiϕ
∫

0

f(z)e−ztdz.

Åñëè 0 ∈ D, òî ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè íà f

|f(reiϕ)| < A
exp(rhf (ϕ))

rµ
, r > 0, (4.1)

(ïðè íåêîòîðûõ A > 0 è µ > 1) �óíêöèÿ γ(t, f) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé

âïëîòü äî ãðàíèöû ∂D îáëàñòè D (ñì. [3, ãëàâà I, �5, ï. 3℄).

Ïóñòü G � îáëàñòü â C. Ñèìâîëàìè H(G), H( sG), H0( sG) îáîçíà÷èì ñî-

îòâåòñòâåííî ïðîñòðàíñòâà �óíêöèé àíàëèòè÷åñêèõ â G, àíàëèòè÷åñêèõ â

îêðåñòíîñòè çàìûêàíèÿ

sG, àíàëèòè÷åñêèõ â G è íåïðåðûâíûõ âïëîòü äî

ãðàíèöû ∂G.
Ïóñòü g ∈ H(G), f � öåëàÿ �óíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, 0 ∈ D, è

α ∈ C òàêîâî, ÷òî ñäâèã ñîïðÿæåííîé äèàãðàììû K(α) = K + α ëåæèò â

îáëàñòè G. Ïîëîæèì (ñì. [11, ãëàâà I, �2, ï. 1℄)

ωf (λ, α, g) =
e−αλ

2πi

∫

Ω

γ(t, f)

(

t
∫

0

g(t+ α− z)eλzdz

)

dt, (4.2)

ãäå Ω � êîíòóð, îõâàòûâàþùèé êîìïàêò K è ëåæàùèé â îáëàñòè G − α.
Ôóíêöèÿ ωf (λ, α, g) íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëèðóþùåé �óíêöèåé äëÿ �óíê-

öèè g.
Åñëè f óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ (4.1), òî èíòåðïîëè-

ðóþùàÿ �óíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà �óíêöèé g ∈
H0( sD+α). Â ýòîì ñëó÷àå ωf(λ, α, g) îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå (4.2), ãäå α
�èêñèðîâàíî è êîíòóð Ω ñîâïàäàåò ñ ãðàíèöåé ∂D.
Ïóñòü w ∈ D. Ñîïðÿæåííàÿ äèàãðàììà �óíêöèè fw(z) = f(z)e−wz ñîâ-

ïàäàåò ñ êîìïàêòîì K − w, à åå âíóòðåííîñòü D − w ñîäåðæèò íà÷àëî

êîîðäèíàò. Òîãäà ïî �îðìóëå (4.2) îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèÿ ωfw(λ, α, g) äëÿ
âñåõ òàêèõ α ∈ C, ÷òî êîìïàêò K − w + α ëåæèò â îáëàñòè G. Îòìåòèì
íåêîòîðûå ñâîéñòâà �óíêöèè ωfw(λ, α, g). Èç (4.2) ñëåäóåò, ÷òî îíà ÿâëÿ-

åòñÿ öåëîé è ëèíåéíà ïî òðåòüåìó àðãóìåíòó. Ïóñòü Kε = K + B(0, ε) �
ε-ðàñøèðåíèå êîìïàêòà K, Ω = ∂Kε − w è Ω(α) = Ω + α ⊂ G (ïðè äîïîë-

íèòåëüíîì óñëîâèè (4.1) íà fw Ω(α) = ∂D −w + α). Â ñèëó (4.2) èìååì:

|ωfw(λ, α, g)| 6
1

2π
|e−αλ|max

z∈Ω
|eλz| max

z∈Ω(α)
|g(z)|

∫

Ω

|γ(t, fw)||t||dt|

6 τε exp(rHΩ(−ϕ)− Re(αλ)) max
z∈Ω(α)

|g(z)|
∫

∂Kε

|γ(t, f)||dt|
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= A(f, ε) exp(rHK(−ϕ) + εr − Re(wλ) − Re(αλ)) max
z∈Ω(α)

|g(z)|,

λ = reiϕ,

ãäå A(f, ε) = (2π)−1τε(f)dε, dε � äèàìåòð îáëàñòè Kε è τε(f) � ïîñëåäíèé

èíòåãðàë. Îòñþäà ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (3.2) ïîëó÷àåì:

|ωfw(λ, α, g)| 6 A(f, ε) exp(rhf (ϕ) + εr − Re((w + α)λ)) max
z∈Ω(α)

|g(z)|,

λ = reiϕ ∈ C.
(4.3)

�àññìîòðèì �óíêöèþ g(z) = eξz. Îíà öåëàÿ. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî

α ∈ C èìååì:

ωfw(λ, α, g) =
e−αλ

2πi

∫

Ω

γ(t, fw)

(

t
∫

0

eξ(t+α−z)eλzdz

)

dt

=
eα(ξ−λ)

2πi

∫

Ω

γ(t, fw)e
ξt

(

t
∫

0

e(λ−ξ)zdz

)

dt

=
eα(ξ−λ)

2πi

∫

Ω

γ(t, fw)e
ξt e

(λ−ξ)t − 1

λ− ξ
dt

=
eα(ξ−λ)

2πi

∫

Ω

γ(t, fw)
eλt − eξt

λ− ξ
dt

= eα(ξ−λ)
fw(λ)− fw(ξ)

λ− ξ
.

Îòìåòèì, íàêîíåö, ãëàâíîå ñâîéñòâî èíòåðïîëèðóþùåé �óíêöèè. Ïóñòü

Λ = {λk, nk}∞k=1 � êðàòíîå íóëåâîå ìíîæåñòâî �óíêöèè f è

P (z) =

p
∑

k=1

nk−1
∑

n=0

ak,nz
neλkz. (4.4)

Òîãäà èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà (ñì. [11, ãëàâà I, �2, òåîðåìà 1.2.4℄):

1

2πi

∫

S(λk,bk)

ωf (λ, α, P )

f(λ)
eλzdλ =

nk−1
∑

n=0

ak,nz
neλkz, α ∈ C, k = 1, p, (4.5)

ãäå S(λk, bk) � îêðóæíîñòü, âíóòðè êîòîðîé íåò òî÷åê λs, s 6= k.
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Îñíîâíîå ïðåäíàçíà÷åíèå èíòåðïîëèðóþùåé �óíêöèè âûòåêàåò íåïî-

ñðåäñòâåííî èç åå ñâîéñòâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ ïðåäå-

ëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýêñïîíåíöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ

Pl(z) =

l
∑

m=1

∑

λk∈Um

nk−1
∑

n=0

ak,nz
neλkz,

êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ âûïóêëîé îáëàñòè G. Äëÿ êàæ-
äîãî k > 1 è âñåõ l > l(k) (l(k) îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ: λk ∈ Ul(k)) äëÿ
ìíîãî÷ëåíà P = Pl âåðíî ðàâåíñòâî (4.5). Åñëè îáëàñòü G ñîäåðæèò ñäâèã

K + α ñîïðÿæåííîé äèàãðàììû �óíêöèè f , òî â ñèëó (4.3)

nk−1
∑

n=0

ak,nz
neλkz=

1

2πi

∫

S(λk ,bk)

ωf (λ, α, Pl)

f(λ)
eλzdλ→ 1

2πi

∫

S(λk ,bk)

ωf (λ, α, g)

f(λ)
eλzdλ.

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëèðóþùåé �óíêöèè ìîæíî âû÷èñëÿòü

êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèé â ðÿäû (1.3) è (1.4).

Öåëüþ äàííîãî ïàðàãðà�à ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå âñåõ �óíêöèé g ∈
H( sD) (H0( sD)) ïîñðåäñòâîì ðÿäà (1.3). Åñëè òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íåâîç-

ìîæíî, òî ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå ðÿäû âèäà (1.4), ãäå em,j(z) � ñïåöè-

àëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

em,j(z) =

Mm
∑

l=1

nm,l−1
∑

n=0

bn,l,m,jz
neλm,lz, (4.6)

è U={Um}, Um={λm,l}Mm

l=1 , � ðàçáèåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ íà ãðóïïû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ g ∈ H( sD) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì (1.3) â îá-

ëàñòè G, êîòîðàÿ ñîäåðæèò

sD. Åñëè sn(Λ) < ∞ è nk/|λk| → 0, òîãäà ïî

òåîðåìå Àáåëÿ äëÿ ðÿäîâ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ìîíîìîâ ([12, òåîðåìà 3.1℄)

îáëàñòü Gg ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé. Åñëè �óíêöèÿ f
(ñîïðÿæåííàÿ äèàãðàììà êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ

sD, à íóëåâîå ìíîæåñòâî

ñîâïàäàåò ñ Λ) èìååò ðåãóëÿðíûé ðîñò è SΛ = 0, òî äîñòàòî÷íî ìíîãî

òî÷åê ãðàíèöû ∂Gg ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè äëÿ �óíêöèè g. Ïî òåîðåìå 4.1

èç ðàáîòû [10℄ ëþáàÿ òî÷êà z ∈ ∂Gg, êîòîðîé ìîæíî êîñíóòüñÿ ñäâèãîì

êîìïàêòà

sD èçíóòðè îáëàñòè Gg, ÿâëÿåòñÿ îñîáîé äëÿ �óíêöèè g.
Ïóñòü W (Λ, G) � çàìûêàíèå â ïðîñòðàíñòâå H(G) (ñ òîïîëîãèåé ðàâíî-

ìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ) ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñèñòåìû

E(Λ) = {zn exp(λkz)}∞,nk−1
k=1,n=0.

Åñëè G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü, òî ïî òåîðåìå 6.2 ðàáîòû [6℄

êàæäàÿ �óíêöèÿ g ∈ W (Λ, G) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì (1.3) òîãäà è òîëüêî
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òîãäà, êîãäà SΛ = 0 è Λ � ÷àñòü íóëåâîãî ìíîæåñòâà �óíêöèè ðåãóëÿðíîãî

ðîñòà. Ñîãëàñíî òåîðåìå 6.1 ýòîé ðàáîòû ïîñëåäíåå óñëîâèå ðàâíîñèëüíî

ïðåäñòàâëåíèþ �óíêöèé g ∈W (Λ, G) ðÿäîì (1.4).

Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (1.3) âîçìîæíî òîëüêî â âûïó-

êëîé îáëàñòè G. Ïðè ýòîì äëÿ øèðîêîãî êëàññà �óíêöèé g ∈ H( sD) ñ íåïî-
äõîäÿùèì ðàñïðåäåëåíèåì ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê ïðåäñòàâëåíèå (1.3) â

îáëàñòè G ⊃ sD íåâîçìîæíî. Ýòî îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, ê �óíêöèè g(z) =
(z − a)−1

, ãäå a /∈ sD. Îäíàêî, êàê ñëåäóåò èç îòìå÷åííîãî âî ââåäåíèè

ðåçóëüòàòà À. Ô. Ëåîíòüåâà â ñëó÷àå ïðîñòûõ òî÷åê λk òàêîå ïðåäñòàâëåíèå
âîçìîæíî â îáëàñòè D äëÿ ëþáîé �óíêöèè g ∈ H( sD) (H0( sD)).
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëèøü çàäà÷ó ïðåäñòàâëåíèÿ �óí-

êöèé g ∈ H( sD) (H0( sD)) ðÿäàìè (1.3) è (1.4), ñõîäÿùèìèñÿ â îáëàñòè D.
Ìîæíî ñäåëàòü òàêæå âûâîä î òîì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ (1.3) è (1.4) ñëå-

äóåò èñêàòü â êëàññå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè

ìíîæåñòâàìè �óíêöèé ðåãóëÿðíîãî ðîñòà.

Ïðèñòóïèì ê ðåøåíèþ óêàçàííîé çàäà÷è. Îíî áóäåò îñíîâûâàòüñÿ íà

îäíîì èç ðåçóëüòàòîâ À. Ô. Ëåîíòüåâà ([2, ãëàâà IV, �6, òåîðåìà 4.6.8℄).

Ñ�îðìóëèðóåì åãî â ÷àñòíîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü f � öåëàÿ �óíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, ñîïðÿ-

æåííàÿ äèàãðàììà K êîòîðîé èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü 0 ∈ D.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþòñÿ êîíòóðû Γp, p > 1, îõâàòûâàþùèå íà÷àëî

êîîðäèíàò è îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) êàæäûé ëó÷ Lϕ = {teiϕ : t > 0} ïåðåñåêàåò ëþáîé êîíòóð Γp â îäíîé
òî÷êå, è Rp = minz∈Γp |z| → ∞, p→ ∞;
2) a) åñëè [ap(ϕ), bp(ϕ)](ap(ϕ) < bp(ϕ)) � íàèáîëüøèé îòðåçîê ëó÷à Lϕ,

êîíöû êîòîðîãî óäàëåíû îò Γp íà ðàññòîÿíèå, ðàâíîå åäèíèöå (ýòîò îò-

ðåçîê ïåðåñåêàåò Γp), òî maxϕ∈[0,2π]
bp(ϕ)
ap(ϕ)

→ 1, p→ ∞;

b) ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè (4.1) âåðíû îöåíêè maxϕ∈[0,2π] |bp(ϕ) −
ap(ϕ)| 6 H, p > 1;
3) èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

ln |f(reiϕ)| > r(hf (ϕ)− εp), reiϕ ∈ Γp, p > 1, εp → 0, p→ ∞.

Òîãäà äëÿ ëþáîé �óíêöèè g ∈ H( sD) (g ∈ H0( sD) ïðè äîïîëíèòåëüíîì

óñëîâèè (4.1)) âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

∣

∣

∣

∣

g(z) − 1

2πi

∫

Γp

ωf (λ, 0, g)

f(λ)
eλzdλ

∣

∣

∣

∣

6 AΥp exp(−(δ − δp)Rp), (4.7)

z ∈ D, δ = ρ(z, ∂D), p > 1, δp → 0, p→ ∞,
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ãäå Υp � äëèíà êîíòóðà Γp è ρ(z, ∂D) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè z äî ãðà-

íèöû ∂D.

�àññìîòðèì ñëó÷àè, êîãäà âîçìîæíî ïîñòðîåíèå ñïåöèàëüíûõ êîíòó-

ðîâ Γp, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 1) è 2) èç òåîðåìû 4.1.

Ëåììà 4.2. Ïóñòü Bj = B(zj , rj), j > 1, � ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèåñÿ

êðóãè, |zj | → ∞, rj/|zj | → 0, j → ∞, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zj} èìååò

êîíå÷íóþ âåðõíþþ ïëîòíîñòü. Òîãäà ñóùåñòâóþò êîíòóðû Γp, îãðàíè-
÷èâàþùèå ñîîòâåòñòâåííî îáëàñòè ∆p, p > 1, îõâàòûâàþùèå íà÷àëî

êîîðäèíàò, îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè 1), 2a) èç òåîðåìû 4.1 è òàêèå, ÷òî

ïðè ïîäõîäÿùåé ïåðåíóìåðàöèè êðóãîâ Bj âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

∆p ⊂ ∆p+1,

p0+p
⋃

j=1

Bj ⊂ ∆p, Bs ∩∆p = ∅, s > p0 + p, p > 1, (4.8)

Υp 6 C(Rp)
2, p > 1, (4.9)

ãäå C>0, p0� íåêîòîðûé �èêñèðîâàííûé íîìåð è Υp� äëèíà êîíòóðà Γp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèé |zj | → ∞, rj/|zj | → 0, j → ∞, ñëåäóåò,

÷òî ëþáîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ìîæåò ïåðåñåêàòüñÿ ëèøü ñ êîíå÷íûì

÷èñëîì êðóãîâ Bj . Âûáåðåì òàêîé íîìåð j0, ÷òî rj/|zj | < 1/2, j > j0. Òî-
ãäà êðóã Bj , j > j0, íå ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïóñòü ςj, j > j0, �
äëèíà îòðåçêà êàñàòåëüíîé ê S(zj , rj), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäè-

íàò, êîòîðûé ñîåäèíÿåò ýòî íà÷àëî è òî÷êó êàñàíèÿ. Ïîäõîäÿùèì îáðàçîì

ïðîíóìåðîâàâ êðóãè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

ςj0+1 6 ςj0+2 6 . . . ςj0+k 6 . . . . (4.10)

Èç òåõ æå óñëîâèé, ÷òî è âûøå, ïîëó÷àåì: ςj → ∞, j → ∞. Âûáåðåì òàêîé

íîìåð p0 > j0, ÷òî

max
16j6j0

|zj |+ rj < ςp0 .

Ïîëîæèì

∆p =

(

B(0, ςp0+p)
⋃

( p0+p
⋃

j=1

Bj

))

\
( ∞

⋃

j=p0+p+1

Bj

)

, p > 1.

Òàê êàê Bj ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ïî ïîñòðîåíèþ âåðíî ñîîòíîøå-

íèå (4.8) è 0 ∈ ∆p, p > 1. Ïîêàæåì, ÷òî Γp = ∂∆p � êîíòóðû, êîòîðûå

óäîâëåòâîðÿþò (4.9) è óñëîâèÿì 1), 2a) èç òåîðåìû 4.1.

�àññìîòðèì êðóãè Bj , êîòîðûå ïåðåñåêàþò îêðóæíîñòü S(0, ςp0+p). ×èñ-
ëî ýòèõ êðóãîâ êîíå÷íî. Îáîçíà÷èì åãîm(p). Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ S(0, ςp0+p)

∩S(zj , rj) îáîçíà÷èì wp,1k è wp,2k , k = 1,m(p). Êðèâàÿ Γp ñîñòîèò èç äóã
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îêðóæíîñòè S(0, ςp0+p) è îêðóæíîñòåé S(zj , rj), j > p0, ñ êîíöàìè â ýòèõ

òî÷êàõ. Ïóñòü Hp
k � óãîë, ãðàíèöåé êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ëó÷è ñ íà÷àëîì

â íóëå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè wp,1k è wp,2k . Ïîñêîëüêó Bj ïîïàðíî íå

ïåðåñåêàþòñÿ, òî âíóòðåííîñòè óãëîâ Hp
k , k = 1,m(p), òàêæå ïîïàðíî íå

ïåðåñåêàþòñÿ.

Åñëè Lϕ∩S(zj , rj) 6= ∅, j > j0 òî ëó÷ Lϕ ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü S(zj , rj)
â äâóõ òî÷êàõ (âîçìîæíî ñëèâàþùèõñÿ â îäíó). Ìîäóëü îäíîé èç íèõ íå

ìåíüøå, ÷åì ςj , à äðóãîé � íå ïðåâûøàåò ςj . Ïîýòîìó â ñèëó (4.10) è

îïðåäåëåíèÿ ∆p óêàçàííûå äóãè ëåæàò â óãëàõ Hp
k (êàæäàÿ â �ñâîåì�), è

êàæäàÿ èç ýòèõ äóã ìîæåò ïåðåñåêàòüñÿ ñ ëó÷îì Lϕ íå áîëåå ÷åì â îäíîé

òî÷êå. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ëó÷ Lϕ ïåðåñåêàåò ëþáóþ êðèâóþ Γp â

îäíîé òî÷êå z(p, ϕ).
Ïóñòü j > j0 è rj = δj|zj |. Òîãäà δj < 1/2. Êðóã Bj ëåæèò â êîëüöå

(1− δj)|zj | < |z| < (1 + δj)|zj |. Åñëè îí ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü S(0, ςp0+p),
òî (1−δj)|zj | 6 ςp0+p 6 (1+δj)|zj |. Ñëåäîâàòåëüíî, S(zj , rj) ëåæèò â êîëüöå

1− δj
1 + δj

ςp0+p 6 |z| 6 1 + δj
1− δj

ςp0+p.

Òàêèì îáðàçîì, êðèâàÿ Γp ëåæèò â êîëüöå

1− τp
1 + τp

ςp0+p 6 |z| 6 1 + τp
1− τp

ςp0+p, (4.11)

ãäå τp = maxj>l(p) δj < 1/2, è íîìåð l(p) âûáðàí òàê, ÷òî Bj ⊂ B(0, ςp0+p)

äëÿ âñåõ j = 1, l(p). Ïîñêîëüêó δj = rj/|zj | → 0, j → ∞, òî τp → 0, p→ ∞.

Ïóñòü rp, ap(ϕ), bp(ϕ) � ÷èñëà èç òåîðåìû 4.1. Â ñèëó (4.11)

Rp = min
ϕ∈[0,2π]

|z(p, ϕ)| > 1− τp
1 + τp

ςp0+p → ∞, p→ ∞. (4.12)

Êðîìå òîãî,

1 < max
ϕ∈[0,2π]

bp(ϕ)

ap(ϕ)
6

(

1 + τp
1− τp

ςp0+p + 1

)(

1− τp
1 + τp

ςp0+p − 1

)−1

→ 1, p→ ∞.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî êðèâûå Γp óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 1) è 2)a) èç òåî-

ðåìû 4.1.

Äîêàæåì (4.9). Ïî óñëîâèþ äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà c > 0 âåðíî íåðàâåí-

ñòâî

n(R) 6 cR, R > 0,
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ãäå n(R) � ÷èñëî òî÷åê zj èç êðóãà B(0, R). Åñëè Bj ïåðåñåêàåò S(0, ςp0+p),
òî zj ëåæèò â êîëüöå (4.11). Ïîýòîìó

rj = δj |zj | 6 τp
1 + τp
1− τp

ςp0+p,

è ÷èñëî lp êðóãîâ Bj , êîòîðûå ïåðåñåêàþò S(0, ςp0+p) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

lp 6 c
1 + τp
1− τp

ςp0+p, p > 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Υp 6 2πςp0+p + 2πτp
1 + τp
1− τp

ςp0+pc
1 + τp
1− τp

ςp0+p

6 2πςp0+p + 2πcτ1

(1 + τ1
1− τ1

ςp0+p

)2
.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (4.12) ïîëó÷àåì (4.9). Ëåììà äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèÿ. 1. Åñëè ðàäèóñû êðóãîâ Bj îãðàíè÷åíû (rj 6 r0, j > 1), òî
Γp ëåæèò â êîëüöå ςp0+p − 2r0 < |z| < ςp0+p + 2r0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì

ñëó÷àå êðèâûå Γp óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 2b) èç òåîðåìû 4.1, ãäå H = 4r0.
2. Êîíòóðû Γp, ïîñòðîåííûå â ëåììå 4.2, â îáùåì ñëó÷àå íå óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèþ 2b) èç òåîðåìû 4.1. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Bpk , k > 1 �

òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êðóãîâ Bp0+p, p > 1, ÷òî
rpk → ∞, k → ∞. Äëÿ êàæäîãî k > 1 âûáåðåì ëó÷ Lϕk

, êîòîðûé ëåæèò íà

êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè S(zpk , rpk). Òî÷êè apk(ϕk), bpk(ϕk) ðàñïîëîæåíû
íà ëó÷å Lϕk

ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî òî÷êè êàñàíèÿ z(pk, ϕk), êîòîðàÿ
ïðèíàäëåæèò êîíòóðó Γpk .
Ñèìâîëîì wk îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà [zpk , bpk(ϕk)] ñ îê-

ðóæíîñòüþ S(zpk , rpk). Ïî ïîñòðîåíèþ äóãà ýòîé îêðóæíîñòè ñ êîíöàìè

z(pk, ϕk) è wk ëåæèò íà êîíòóðå Γpk . Èìååì:

|bpk(ϕk)− z(pk, ϕk)| =
√

|bpk(ϕk)− zpk |2 − (rpk)
2.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ òî÷êè bpk(ϕk) âåðíî íåðàâåíñòâî

|bpk(ϕk)− wk| > 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|bpk(ϕk)− z(pk, ϕk)| >
√

(rpk + 1)2 − (rpk)
2 → ∞, k → ∞.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå 2)b) íå âûïîëíåíî.
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Ïðåäïîëîæèì åùå, ÷òî äëÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ íîìåðîâ k èìååò ìåñòî
ñëåäóþùàÿ ñèòóàöèÿ. Îêðóæíîñòü S(zpk , rpk) êàñàåòñÿ íåêîòîðîé îêðóæ-

íîñòè S(zj(k), rj(k)) â òî÷êå z(pk, ϕk). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

íåëüçÿ ïîñòðîèòü êîíòóðû Γp, äëÿ êîòîðûõ âåðíî óòâåðæäåíèå ëåììû 4.2

ñ çàìåíîé óñëîâèÿ 2)a) èç òåîðåìû 4.1 íà 2)b). Îäíàêî ïðè äîïîëíèòåëüíîì

óñëîâèè íà êðóãè Bj ýòî ìîæíî ñäåëàòü. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå.

Ëåììà 4.3. Ïóñòü α > 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîïîëíèòåëüíî ê óñëîâèÿì

ëåììû 4.2 âûïîëíåíî ñëåäóþùåå: êðóãè B(zj, αrj), j > 1 ïîïàðíî íå ïåðå-

ñåêàþòñÿ. Òîãäà âåðíî óòâåðæäåíèå ëåììû 4.2 ñ çàìåíîé óñëîâèÿ 2)a) èç

òåîðåìû 4.1 íà 2)b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü j0, p0, ςj , j > j0, è íóìåðàöèÿ êðóãîâ Bj òàêèå

æå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 4.2. �àññìîòðèì êðóãè Bj , êîòîðûå ïåðå-
ñåêàþò îêðóæíîñòü S(0, ςp0+p). Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ S(0, ςp0+p) ∩ S(zj , αrj)

îáîçíà÷èì wp,1k è wp,2k , k = 1,m(p), ãäå m(p) � ÷èñëî óêàçàííûõ êðóãîâ.

Ïî óñëîâèþ äóãè îêðóæíîñòè S(0, ςp0+p) ñ êîíöàìè w
p,1
k , wp,2k ïîïàðíî íå

ïåðåñåêàþòñÿ. Ñ÷èòàåì, ÷òî îíè ïðîíóìåðîâàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëîæè-

òåëüíûì íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè S(0, ςp0+p) (äëÿ óäîáñòâà
ïîëàãàåì

wp,1m(p)+1(w
p,2
m(p)+1) = wp,11 (wp,21 )).

Ïîñòðîèì êðèâûå Γp. Ôèêñèðóåì k = 1,m(p) è âûáåðåì îêðóæíîñòü

S(zj , αrj), êîòîðàÿ ñîäåðæèò òî÷êè w
p,1
k è wp,2k . Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî

j0 < j 6 p0 + p. Ïóñòü Lp,1k (Lp,2k ) � êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè S(zj , rj),

ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç wp,1k (wp,2k ), òàêàÿ, ÷òî òî÷êà ξp,1k (ξp,2k ) åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ

ýòîé îêðóæíîñòüþ ëåæèò âíå êðóãà B(0, ςp0+p).

Îòðåçîê [ξp,1k , wp,1k ] ([ξp,2k , wp,2k ]) îáîçíà÷èì Γp,1k (Γp,3k ). Äóãó îêðóæíîñòè

S(zj , rj) ñ êîíöàìè ξ
p,1
k è ξp,2k îáîçíà÷èì Γp,2k . Íàêîíåö, ñèìâîëîì Γp,4k îáî-

çíà÷èì äóãó îêðóæíîñòè S(0, ςp0+p) ñ êîíöàìè w
p,2
k è wp,1k+1 (âîçìîæíî îíà

âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó wp,2k = wp,1k+1).
Ïóñòü òåïåðü j > p0+p. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ êàñàòåëüíóþ

Lp,1k (Lp,2k ) âûáåðåì òàê, ÷òî òî÷êà ξp,1k (ξp,2k ) ∈ S(zj , rj) ∩ Lp,1k (Lp,2k ) ïðè-

íàäëåæèò B(0, ςp0+p). Çàòåì, êàê è âûøå, îïðåäåëÿåì Γp,sk , s = 1, 4. Ïóñòü

Γp � îáúåäèíåíèå êðèâûõ Γp,sk , s = 1, 4, k = 1,m(p), è ∆p � îáëàñòü, îãðà-

íè÷åííàÿ êðèâîé Γp. Ïî ïîñòðîåíèþ Γp � ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, è

âåðíî (4.8).
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Ñèìâîëîì Hp,s
k îáîçíà÷èì óãîë, ãðàíèöà êîòîðîãî ñîñòîèò èç ëó÷åé ñ íà-

÷àëîì â íóëå, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç êîíöû êðèâîé Γp,sk . Ïî ïîñòðîåíèþ, âíóò-

ðåííîñòè óãëîâ Hp,s
k ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Â ñèëó (4.10) êðèâàÿ Γp,sk

ëåæèò â óãëå Hp,s
k . Ïîýòîìó, êàê è â ëåììå 4.2, êàæäûé ëó÷ Lϕ ïåðåñåêàåò

ëþáóþ êðèâóþ Γp â îäíîé òî÷êå z(p, ϕ). Êðîìå òîãî, êàê è â ëåììå 4.2, âåð-
íî (4.12), ãäå τp íóæíî çàìåíèòü íà ατp. Ñëåäîâàòåëüíî, Γp óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ 1) èç òåîðåìû 4.1.

Äëèíû îòðåçêîâ Γp,1k , Γp,3k íå ïðåâîñõîäÿò äèàìåòðà êðóãà B(zj , αrj), â
êîòîðîì îíè ëåæàò. Ïîýòîìó èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé, ÷òî è â ëåììå 4.2,

ïîëó÷àåì (4.9).

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü óñëîâèå 2)b) èç òåîðåìû 4.1. �àçáåðåì íàèáîëåå �ïî-

äîçðèòåëüíûé� ñëó÷àé. Îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü |z(p, ϕ)| > ςp0+p, ëó÷ Lϕ ëåæèò â îäíîì èç óãëîâ Hp,1
k ∪Hp,2

k ∪Hp,3
k , è

z ∈ Lϕ, |z| < |z(p, ϕ)|. Â ýòîì ñëó÷àå äóãà Γp,1k ∪Γp,2k ∪Γp,3k ëåæèò âíå êðóãà

B(ςp0+p). Íàéäåì îöåíêó ñíèçó íà ρ(z,Γp) � ðàññòîÿíèå îò z äî êðèâîé Γp.
Ëó÷ Lϕ, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó zpk, îáîçíà÷èì Lp,k. Ïóñòü x

p
k � òî÷êà

ïåðåñå÷åíèÿ Lp,k è êàñàòåëüíîé Lp,1k (Lp,2k ). Ñèìâîëàìè zpk è rpk îáîçíà÷èì

öåíòð è ðàäèóñ îêðóæíîñòè S(zj , rj), äóãîé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ êðèâàÿ Γp,2k .

Ïîñêîëüêó |z(p, ϕ)| > ςp0+p, òî ïî ïîñòðîåíèþ j0 < j 6 p0 + p.
Ïóñòü ψ(p, k) � óãîë ïðè âåðøèíå zpk â òðåóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè zpk,

wp,1k , xpk. Ïóñòü åùå ζ
p,1
k ∈ S(zpk , αr

p
k)∩S(0, ς

p
k ), ãäå ς

p
k � ÷èñëî ςj , ñîîòâåòñòâó-

þùåå îêðóæíîñòè S(zpk , r
p
k), è

rψ(p, k)� óãîë ïðè âåðøèíå zpk â òðåóãîëüíèêå

ñ âåðøèíàìè zpk, ζ
p,1
k , xpk. Â ñèëó (4.10) èìååì: ςpk 6 ςp0+p. Ïîýòîìó âåðíî

íåðàâåíñòâî

rψ(p, k) > ψ(p, k). Ïî óñëîâèþ rj/|zj | → 0, j → ∞. Ïîýòîìó ñ

ó÷åòîì âûáîðà òî÷êè ζp,1k èìååì:

max
16k6m(p)

rψ(p, k) → π/2, p→ ∞. (4.13)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî ε > 0 âåðíû íåðàâåíñòâà

max
16k6m(p)

ψ(p, k) 6 π/2 + ε, p > p(ε). (4.14)

Ïî ïîñòðîåíèþ óãîë φ0 ïðè âåðøèíå w
p,1
k â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå

ñ âåðøèíàìè zpk, w
p,1
k , ξp,1k (â òðåóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè zpk, w

p,1
k , xpk) íå

çàâèñèò îò íîìåðîâ p, k, òàê êàê

sinφ0 =
|zpk − ξp,1k |
|zpk − wp,1k |

=
rpk
αrpk

=
1

α
.
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Ïóñòü Θ(p, k) � óãîë ìåæäó ëó÷îì Lp,k è êàñàòåëüíîé Lp,1k (Lp,2k ) (óãîë

ïðè âåðøèíå xpk â òðåóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè zpk, w
p,1
k , xpk), è ε > 0. Òîãäà

èç (4.14) ïîëó÷àåì:

Θ(p, k) = π − ψ(p, k) − φ0 > π −
(π

2
+ ε
)

− φ0 =
π

2
− φ0 − ε,

k = 1,m(p), p > p(ε).
(4.15)

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó (4.14) íîìåð p(ε) íå çàâèñèò îò k.
Ïóñòü L(p, ϕ) � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó z(p, ϕ) ïàðàëëåëüíî

êàñàòåëüíîé Lp,1k (Lp,2k ) (âûáîð êàñàòåëüíîé çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè

z(p, ϕ) îòíîñèòåëüíî ëó÷à Lp,k). Óãîë ìåæäó ëó÷îì Lϕ è ýòîé ïðÿìîé íå

ìåíüøå, ÷åì Θ(p, k). Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì (4.15) äëÿ p > p(ε) èìååì:

ρ(z,Γp,1k ∪ Γp,2k ∪ Γp,3k ) > ρ(z, L(p, ϕ)) > |z − z(p, ϕ)| sin(π/2− φ0 − ε). (4.16)

Îöåíèì òåïåðü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè z äî îñòàëüíûõ äóã êðèâîé Γp. Èç

îïðåäåëåíèÿ äóã Γp,4l ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå l = k âåðíî íåðàâåíñòâî

ρ(z,Γp,4l ∪ Γp,4l−1) > ρ(z, L(p, ϕ)) > |z − z(p, ϕ)| sin(π/2− φ0 − ε, ), (4.17)

ãäå p > p(ε). Îòìåòèì, ÷òî ïîâîðîò äóã Γp,sl , l 6= k, âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò

ïî íàïðàâëåíèþ ê óãëó Hp,1
k ∪ Hp,2

k ∪ Hp,3
k íå óâåëè÷èâàåò ðàññòîÿíèÿ îò

òî÷êè z ∈ Hp,1
k ∪ Hp,2

k ∪ Hp,3
k äî ýòèõ äóã. Ïîýòîìó (4.17) âåðíî ïðè âñåõ

l = 1,m(p).

Îöåíèì, íàêîíåö, ðàññòîÿíèå îò òî÷êè z äî êðèâîé Γp,1l ∪ Γp,2l ∪ Γp,3l ,

l 6= k. Â ñèëó ñêàçàííîãî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî l = k + 1, è óãëû Hp,3
k , Hp,1

k+1

èìåþò îáùóþ ñòîðîíó. �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îêðóæíîñòü S(zj , αrj),

âíóòðè êîòîðîé ëåæèò äóãà Γp,1k+1 ∪ Γp,2k+1 ∪ Γp,3k+1, èìååò íîìåð j > p0 + p

(äðóãîé ñëó÷àé î÷åâèäåí). Â ýòîì ñëó÷àå ýòà äóãà ëåæèò â êðóãå B(ςp0+p).

Äîñòàòî÷íî îöåíèòü òðåáóåìîå ðàññòîÿíèå äëÿ òî÷åê z 6= wp,2k = wp,1k+1,

êîòîðûå ëåæàò �ëåâåå� ëó÷à Lp,k.
Ïóñòü ε > 0 è L(p, ϕ, ε) � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç z(p, ϕ) ïîä óãëîì

π/2 − φ0 − 3ε ê ëó÷ó Lϕ. Èç (4.15) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè z è wp,2k = wp,1k+1
ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ýòîé ïðÿìîé. Ïîñêîëüêó rj/|zj | → 0, j → ∞
è Hp,3

k , Hp,1
k+1 èìåþò îáùóþ ñòîðîíó, òî óãîë ìåæäó ëó÷àìè Lϕ è Lp,k+1

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè p→ ∞ (ðàâíîìåðíî ïî k). Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîé

íîìåð p1(ε), ÷òî rΘ(p, k + 1) 6 π/2− φ0 − 2ε, p > p1(ε), (4.18)

ãäå

rΘ(p, k+1) � óãîë ìåæäó ëó÷îì Lp,k+1 è ïðÿìîé L(p, ϕ, ε). Â ñèëó (4.10)

èìååì: ςpk+1 > ςp0+p. Ïîýòîìó âåðíî íåðàâåíñòâî
rψ(p, k+1) > ψ(p, k+1), è,
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êàê è âûøå, èç (4.13) ïîëó÷àåì (4.15). Òîãäà ñîãëàñíî (4.15) è (4.18) âåðíî

íåðàâåíñòâî rΘ(p, k + 1) < Θ(p, k + 1), p > max{p1(ε), p(ε)}. (4.19)

Ïî ïîñòðîåíèþ êðèâàÿ Γp,1k+1 ∪ Γp,2k+1 ∪ Γp,3k+1 ðàñïîëîæåíà â òðåóãîëüíèêå

ñ âåðøèíàìè wp,1k+1, w
p,2
k+1, x

p
k+1. Èç (4.19) ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìàÿ L(p, ϕ, ε) íå

ïåðåñåêàåò ýòîò òðåóãîëüíèê. Ñëåäîâàòåëüíî, êðèâàÿ Γp,1k+1 ∪ Γp,2k+1 ∪ Γp,3k+1 è

òî÷êà z ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé L(p, ϕ, ε). Òàêèì îáðàçîì,

ρ(z,Γp,1k+1 ∪ Γp,2k+1 ∪ Γp,3k+1) > ρ(z, L(p, ϕ, ε)) > |z − z(p, ϕ)| sin(π/2 − φ0 − ε)

äëÿ âñåõ p > max{p1(ε), p(ε)}. Îòñþäà ñ ó÷åòîì (4.16) è (4.17) äëÿ íåêîòî-

ðîãî H > 0 ïîëó÷àåì:

ρ(z,Γp) > 2H−1|z − z(p, ϕ)|, z ∈ Lϕ, ϕ ∈ [0, 2π].

Ýòî äàåò íàì óñëîâèå 2)b) èç òåîðåìû 4.1. Ëåììà äîêàçàíà. �

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðÿäàìè (1.3) è (1.4) íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäèí ïðî-

ìåæóòî÷íûé ðåçóëüòàò. Ïðåæäå âñåãî, ââåäåì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è îïðå-

äåëèì �óíêöèè em,j èç ðÿäà (1.4). Ïóñòü Λ = {λk, nk}∞k=1 ðàçáèòà íà ãðóï-

ïû U = {Um}, ãäå Um = {λm,l}Mm

l=1 . Ñëåäóÿ [13℄, ïîëîæèì

Pm(λ, z)=
1

2πi

∫

Γm

eζz(ωm(ζ)−ωm(λ))
(ζ−λ)ωm(ζ)

dζ, ωm(λ)=

Mm
∏

l=1

(λ−λm,l)nm,l , m>1,

ãäå Γm � êîíòóð, îõâàòûâàþùèé òî÷êè ãðóïïû Um. Ïî ïåðåìåííîé λ
�óíêöèÿ Pm(λ, z) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè Nm − 1 (÷èñëî λm,l ñ
ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé). Åãî ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà n, âû÷èñëåííàÿ â òî÷êå

λm,l, ðàâíà z
neλm,lz

, n = 0, nm,l − 1, l = 1,Mm. Ïîëîæèì

em,j(z) = P (j−1)
m (λm,1, z) =

(j − 1)!

2πi

∫

|λ−λm,1|=1

Pm(λ, z)dλ

(λ− λm,1)j
, j = 1, Nm.

Ôóíêöèè em,j ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå (4.6). Ïîëó÷åííóþ òàêèì îáðàçîì

ñèñòåìó �óíêöèé {em,j}Nm,∞
j,m=1 îáîçíà÷èì ñèìâîëîì E(Λ, U). Íåòðóäíî çà-

ìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå òðèâèàëüíîãî ðàçáèåíèÿ (Um = {λm,1 = λm}) ñèñòå-
ìà E(Λ, U) ñîâïàäàåò ñ E(Λ). Ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè íà ðàçáèåíèå

�óíêöèè em,j îáëàäàþò ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè. Îïèøåì èõ.

Ïóñòü G � âûïóêëàÿ îáëàñòü è K(G) = {Kp}∞p=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

âûïóêëûõ êîìïàêòîâ, ñòðîãî èñ÷åðïûâàþùàÿ G, òî åñòü G = ∪∞
p=1Kp è Kp
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ëåæèò âî âíóòðåííîñòè êîìïàêòà Kp+1, p > 1. Ñèñòåìà (ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü) �óíêöèé E(Λ, U) íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ýêñïîíåíöèàëüíîé â îáëàñòè G,
åñëè âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ (ñì. [14℄)

1) äëÿ êàæäîãî p > 1 ñóùåñòâóþò ÷èñëî a > 0 è íîìåð s, òàêèå, ÷òî

sup
z∈Kp

|em,j(z)| 6 a exp(rmHKs)(−ϕm)), rme
iϕm = λm,1, j = 1, Nm,m > 1;

2) äëÿ êàæäîãî p > 1 ñóùåñòâóþò ÷èñëî b > 0 è íîìåð s, òàêèå, ÷òî

b exp(rmHKp(−ϕm)) 6 sup
z∈Ks

|em,j(z)|, j = 1, Nm, m > 1.

Óñëîâèÿ 1) è 2) îçíà÷àþò, ÷òî ñèñòåìà E(Λ, U) â íåêîòîðîì ñìûñëå ñõîæà

ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýêñïîíåíò {eλm,1z}∞m=1.

�ÿäû ïî ïî÷òè ýêñïîíåíöèàëüíûì ñèñòåìàì �óíêöèé ðàññìàòðèâàëèñü

â ðàáîòàõ [13�16℄. Â [16℄ ïîëó÷åíû àíàëîãè òåîðåì Àáåëÿ è Êîøè�Àäàìàðà

äëÿ òàêèõ ðÿäîâ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà �óíêöèé E(Λ, U) îáëàäàåò ãðóïïîâûì ñâîé-

ñòâîì Êåòå â îáëàñòè G (ñì. [13℄), åñëè äëÿ ëþáîãî p ñóùåñòâóþò c > 0 è

íîìåð s òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîãî m > 1 è êàæäîé �óíêöèè hm âèäà

hm(z) =

Nm
∑

j=1

am,jem,j(z)

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

Nm
∑

j=1

|am,j | sup
z∈Kp

|em,j(z)| 6 c sup
z∈Ks

|hm(z)|. (4.20)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñì. [15, òåîðåìû 3,5℄).

Ëåììà 4.4. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü, è ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü Λ ðàçáèòà íà îòíîñèòåëüíî ìàëûå ãðóïïû U = {Um}, ãäå
Um = {λm,l}Mm

l=1 . Òîãäà E(Λ, U) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ýêñïîíåíöèàëüíîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòüþ è îáëàäàåò ãðóïïîâûì ñâîéñòâîì Êåòå â îáëàñòè G.

Òåïåðü ìû ìîæåì ñ�îðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü óêàçàííûé âûøå ïðîìå-

æóòî÷íûé ðåçóëüòàò, ñâÿçàííûé ñ �äðîáëåíèåì� ÷ëåíîâ ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

�ñî ñêîáêàìè� áåç ïîòåðè ñõîäèìîñòè.

Ëåììà 4.5. Ïóñòü f � öåëàÿ �óíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, ñîïðÿ-

æåííàÿ äèàãðàììà K êîòîðîé èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü D, åå íó-
ëåâîå ìíîæåñòâî Λ = {λk, nk}∞k=1 ðàçáèòî íà ãðóïïû U = {Um}, Bm,
m > 1, � îòêðûòûå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà, òàêèå, ÷òî
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Um ⊂ Bm, m > 1, äèàìåòðû dm ìíîæåñòâ Bm óäîâëåòâîðÿþò (2.28),

äëèíû σm êðèâûõ ∂Bm óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

lim
m→∞

lnσm
|λm,1|

6 0, (4.21)

è äëÿ êàæäîãî ε > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

ln |f(reiϕ)| > (hf (ϕ)− ε)r, reiϕ ∈ ∂Bm, m > m(ε). (4.22)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî α0 ∈ C èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

g(z) =

∞
∑

ν=1

(

∑

λk∈Vν

nk−1
∑

n=0

ak,nz
neλkz

)

, z ∈ D + α0, (4.23)

ãäå V = {Vν} � ðàçáèåíèå Λ íà îòíîñèòåëüíî ìàëûå ãðóïïû. Ïðè ýòîì

äëÿ êàæäîãî p > 1

∞
∑

ν=1

sup
z∈Kp

∣

∣

∣

∣

∑

λk∈Vν

nk−1
∑

n=0

ak,nz
neλkz

∣

∣

∣

∣

<∞, (4.24)

ãäå {Kp}∞p=1 = K(D + α0). Òîãäà âåðíî ïðåäñòàâëåíèå

g(z) =
∑

Um,ν 6=∅

(

∑

λk∈Um,ν

nk−1
∑

n=0

ak,nz
neλkz

)

, z ∈ D + α0, (4.25)

ãäå Um,ν = Um ∩ Vν. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî p > 1

∑

Um,ν 6=∅

sup
z∈Kp

∣

∣

∣

∣

∑

λk∈Um,ν

nk−1
∑

n=0

ak,nz
neλkz

∣

∣

∣

∣

<∞. (4.26)

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå ðÿäîì (4.25), íóæíî

îöåíèòü ñâåðõó åãî ÷ëåíû. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïðè ïîìîùè èíòåðïîëè-

ðóþùåé �óíêöèè, ïîñòðîåííîé ïî �óíêöèè f , è ñîîòíîøåíèé (4.3), (4.5).

Îäíàêî, â íåðàâåíñòâå (4.3) ó÷àñòâóþò îöåíêè �óíêöèè íà îêðåñòíîñòÿõ

ñäâèãà êîìïàêòà K, íî íè îäíà èç ýòèõ îêðåñòíîñòåé (äà è ñàì ñäâèã) íå

ïîìåùàåòñÿ â îáëàñòü D + α0. Ïðè ýòîì ïî óñëîâèþ êàêèå-òî îöåíêè èìå-

þòñÿ òîëüêî íà êîìïàêòàõ ýòîé îáëàñòè (ýòî îöåíêè (4.24)). ×òîáû èìåòü

âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü èíòåðïîëèðóþùóþ �óíêöèþ, ïîñòóïèì ñëåäó-

þùèì îáðàçîì. �àçäåëèì ðÿä (4.23) íà òðè ðÿäà, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò

áîëåå øèðîêóþ (÷åì D + α0) îáëàñòü ñõîäèìîñòè, è äëÿ êîìïàêòîâ ýòîé

îáëàñòè âûïîëíåí àíàëîã (4.24).
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Ïóñòü Vν = {λν,l}Mν

l=1. Ïî àíàëîãèè ñ ñèñòåìîé E(Λ, U) ïðè ïîìîùè òî-

÷åê λν,1 îáðàçóåì ñèñòåìó �óíêöèé E(Λ, V ) = {reν,j}Jν ,∞j,ν=1 (Jν � ÷èñëî òî-

÷åê λk â ãðóïïå Vν ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé nk). Ïî óñëîâèþ, ãðóïïû Vν
îòíîñèòåëüíî ìàëû. Òîãäà ïî ëåììå 4.4 ñèñòåìà E(Λ, V ) îáëàäàåò ãðóï-

ïîâûì ñâîéñòâîì Êåòå â îáëàñòè D + α0. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé ÷ëåí

ðÿäà (4.23) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

∑

λk∈Vν ,n=0,nk−1

ak,nz
neλkz =

Jν
∑

j=1

bν,jreν,j(z), (4.27)

è â ñèëó (4.24), (4.20) äëÿ ëþáîãî p > 1 èìååì:

∞
∑

ν=1

Jν
∑

j=1

|bν,j | sup
z∈Kp

|reν,j(z)| <∞. (4.28)

�àçäåëèì ýòîò ðÿä íà òðè ðÿäà. Ïóñòü V 1
ν , ν > 1, � âñå ãðóïïû Vν , êî-

òîðûå èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ óãëîì Γ(0, 2π/3). Â ÷èñëî ãðóïï V 2
ν ,

ν > 1, îòíåñåì âñå îñòàâøèåñÿ ãðóïïû Vν , êîòîðûå èìåþò íåïóñòîå ïåðå-

ñå÷åíèå ñ óãëîì Γ(2π/3, 4π/3). Âñå îñòàëüíûå ãðóïïû Vν îáîçíà÷èì V 3
ν ,

ν > 1. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëó÷åííûì ãðóïïàì �óíêöèè reν,j îáîçíà÷èìreµν,j , à èõ êîý��èöèåíòû � bµν,j . Ïóñòü µ = 1, 2, 3. �àññìîòðèì ðÿä

∑

ν>1

Jν
∑

j=1

bµν,jreµν,j(z). (4.29)

Â ñèëó (4.28) îí ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â îáëàñòè

D+α0. Ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå îí ñõîäèòñÿ â áîëåå øèðîêîé îáëàñòè,

è â íåé èìååò ìåñòî àíàëîã (4.28). Âíà÷àëå ïîñòðîèì ýòó îáëàñòü. Ïóñòü

K0 = K + α0. Ïîëîæèì

Dµ = {z : Re(ze−iϕ) < HK0(ϕ), ϕ ∈ Iµ}, Iµ =
[

− 2π

3
µ,−2π

3
(µ − 1)

]

.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òîDµ � íåîãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü. Ïðè ýòîì

âåðíû ðàâåíñòâà

HDµ(ϕ) = HK0(ϕ), ϕ ∈ Iµ, HDµ(ϕ) = +∞, ϕ ∈ [0, 2π] \ Iµ.
Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

HK0(ϕ)− Re(teiψµe−iϕ) < HDµ(ϕ), ϕ ∈ [0, 2π],

ãäå t > 0, ψµ = rψµ + π, è rψµ � ñåðåäèíà îòðåçêà Iµ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

èìåþò ìåñòî âëîæåíèÿ

K0 − teiψµ ⊂ Dµ, t > 0. (4.30)
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Ïîêàæåì, ÷òî ðÿä (4.29) ñõîäèòñÿ â îáëàñòè Dµ. Ñîãëàñíî ëåììå 4.4 ñè-

ñòåìà {reµν,j} ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ýêñïîíåíöèàëüíîé. Âåðõíÿÿ ïëîòíîñòü sn(Λ)
êîíå÷íà, òàê êàê Λ � íóëåâîå ìíîæåñòâî öåëîé �óíêöèè ýêñïîíåíöèàëü-

íîãî òèïà (ñì. [3, ãëàâà I, �2, òåîðåìà 2.3℄). Åñëè

λν(j),1 ∈
⋃

ν>1

V µ
ν , j > 1, λν(j),1/|λν(j),1| → e−iϕ, j → ∞,

òî â ñèëó îòíîñèòåëüíîé ìàëîñòè ãðóïï Vν è îïðåäåëåíèÿ V µ
ν âåðíî âêëþ-

÷åíèå ϕ ∈ Iµ. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Àáåëÿ äëÿ

ðÿäîâ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ (ñì. [16, òåîðåìà 3.1℄). Òîãäà ñîãëàñ-

íî ýòîé òåîðåìå ðÿä (4.39) ñõîäèòñÿ â îáëàñòè Dµ. Ïðè÷åì ñ ó÷åòîì (4.27)

äëÿ êàæäîãî êîìïàêòà Kµ ⊂ Dµ âåðíû íåðàâåíñòâà

∞
∑

ν=1

sup
z∈Kµ

∣

∣

∣

∣

∑

λk∈V
µ
ν , n=0,nk−1

ak,nz
neλkz

∣

∣

∣

∣

6

∞
∑

ν=1

Jν
∑

j=1

|bµν,j| sup
z∈Kµ

|reµν,j(z)|<∞. (4.31)

Òåïåðü ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü èíòåðïîëèðóþùóþ �óíêöèþ. Ïîëîæèì

Pµν (z) =
∑

λk∈V
µ
ν ,n=0,nk−1

ak,nz
neλkz.

Ïóñòü w ∈ D. �àññìîòðèì �óíêöèþ fw(λ) = f(λ)e−wλ. Ôóíêöèÿ Pµν (z)
� öåëàÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïî �îðìóëå (4.2) îïðåäåëåíà èíòåðïîëèðóþùàÿ

�óíêöèÿ ωfw(λ, α, P
µ
ν ), α ∈ C.

Ïóñòü m > 1 è Um,s = Um ∩ V µ
ν 6= ∅. Ôóíêöèþ Pµν ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå (4.4), ãäå ak,n = 0, åñëè λk ∈ V µ
ν . Ïîñêîëüêó Bm ñîäåðæèò òîëüêî

òî÷êè ãðóïïû Um, òî â ñèëó (4.5) èìååì:

1

2πi

∫

∂Bm

ωfw(λ, α, P
µ
ν )

fw(λ)
eλzdλ =

∑

λk∈Um,s

nk−1
∑

n=0

ak,nz
neλkz, α ∈ C. (4.32)

Íàì íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü îöåíêó ñâåðõó íà �óíêöèþ, ñòîÿùóþ ñïðàâà â

ýòîì ðàâåíñòâå, íà êîìïàêòàõ îáëàñòè D + α0. Äëÿ ýòîãî îöåíèì ëåâóþ

÷àñòü ðàâåíñòâà.

Ïðåæäå âñåãî, ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáåðåì òî÷êó λk ∈ Um,s è îáî-

çíà÷èì åå ξm,s = rm,se
iϕm,s

. Ïóñòü Kp ∈ K(D + α0). Ïîñêîëüêó Kp � êîì-

ïàêò â îáëàñòè D + α0, òî äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà εp > 0 è ϕ ∈ [0, 2π]
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

HKp(ϕ)+7εp6HD(ϕ) +Re(α0e
−iϕ)=HK(ϕ)+Re(α0e

−iϕ) = HK0(ϕ). (4.33)
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Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îïîðíîé �óíêöèè íàéäåòñÿ òî÷êà w(m, s) ∈ D, òà-
êàÿ, ÷òî

Re(w(m, s)eiϕm,s ) > HK(−ϕm,s)− εp. (4.34)

Äàëåå â ñèëó (4.30) ñóùåñòâóåò òàêîå εµ,p ∈ (0, εp), ÷òî êîìïàêò

Kµ = ∂Kεµ,p − w(m, s) + α, α = w(m, s) + α0 − εpe
iψµ

ëåæèò â îáëàñòè Dµ. Ïîëîæèì

Aµν = max
z∈Ω(α)

|Pµν (z)|, Ω(α) = Kµ. (4.35)

Òîãäà â ñèëó (4.3) èìååì:

|ωfw(m,s)
(λ, α, Pµν )| 6 A(f, εµ,p)A

µ
ν exp(rhf (ϕ) + εpr − Re((w(m, s) + α)λ)),

λ = reiϕ ∈ C.

Ñîãëàñíî (4.22) âåðíî íåðàâåíñòâî

ln |fw(m,s)(reiϕ)| > rhf (ϕ)− εpr−Re(w(m, s)λ), reiϕ ∈ ∂Bm, m > m(εp).

Ïóñòü z ∈ Kp. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ îïîðíîé �óíêöèè

Re(zeiϕ) 6 HKp(−ϕ), ϕ ∈ [0, 2π].

Èç ïîñëåäíèõ îöåíîê ñ ó÷åòîì (4.33) äëÿ m > m(εp) ïîëó÷àåì:
∣

∣

∣

∣

1

2πi

∫

∂Bm

ωfw(m,s)
(λ, α, gµ)

fw(m,s)(λ)
eλzdλ

∣

∣

∣

∣

6
σm
2π

max
λ∈∂Bm

( |ωfw(m,s)
(λ, α, gµ)|

|fw(m,s)(λ)|
|eλz |

)

6 A(f, εµ,p)A
µ
ν

σm
2π

max
λ∈∂Bm

exp((−5εp − Re(αeiϕ) +HK0(−ϕ))r)

6 A(f, εµ,p)A
µ
ν

σm
2π

max
λ∈∂Bm

exp((−4εp − Re(w(m, s)eiϕ) +HK(−ϕ))r).

(4.36)

Â ñèëó (2.28), (3.2), (3.3) è (4.34) äëÿ âñåõ m > m0(p) > m(εp) âåðíî
íåðàâåíñòâî

max
λ∈∂Bm

(−4εp − Re(w(m, s)eiϕ) +HK(−ϕ))r

6 (−3εp − Re(w(m, s)eiϕm,s ) +HK(−ϕm,s))rm,s = −2εprm,s.
(4.37)

Ñîãëàñíî (4.21) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

A(f, εp)
σm
2π

6 exp(εprm), m > m0(p).
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Òîãäà èç (4.36), (4.37) è (4.32) èìååì:

max
z∈Kp

∣

∣

∣

∣

∑

λk∈Um,s

nk−1
∑

n=0

ak,nz
neλkz

∣

∣

∣

∣

6 Aµν exp(−εprm,s), m > m0(p).

Ïîñêîëüêó âåðõíÿÿ ïëîòíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ξm,s} íå ïðåâîñõîäèò

ïëîòíîñòè sn(Λ), êîòîðàÿ êîíå÷íà, òî îòñþäà ñ ó÷åòîì (4.35) è (4.31) ïî-

ëó÷àåì (4.26). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà (4.23) ñîâïàäàåò

ñ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà (4.25). Ïîýòîìó èç (4.26)

ñëåäóåò (4.25). Ëåììà äîêàçàíà. �

Ïåðåéäåì òåïåðü ê �îðìóëèðîâêàì è äîêàçàòåëüñòâàì îñíîâíûõ ðåçóëü-

òàòîâ ïàðàãðà�à.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ðàçáèòà ãðóïïû U = {Um}, ãäå Um =

{λm,l}Mm

l=1 , λm,1 = rme
iϕm

, G � âûïóêëàÿ îáëàñòü è {Kp}∞p=1 = K(G). Äëÿ
êàæäîãî p > 1 ââåäåì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé

Qp(Λ, G)=
{

d = {dm,j}Nm,∞
j,m=1 : ||d||p = sup

m,j

(

|dm,j | exp(rmHKp(−ϕm))
)

<∞
}

.

Ïîëîæèì

Q(Λ, G) =
⋂

p>1

Qp(Λ, G).

Ïðîñòðàíñòâî Q(Λ, G) îïðåäåëÿåòñÿ îáëàñòüþ G è íå çàâèñèò, î÷åâèäíî, îò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè K(G). Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà U � òðèâèàëüíîå

ðàçáèåíèå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a ∈ Q(Λ, G) èìååò âèä {ak,n}nk−1,∞
n=0,k=1. Êðîìå

òîãî, rke
iϕk = λk.

Ïðàâèëüíî ðàñïðåäåëåííîå ìíîæåñòâî Λ íàçîâåì íåâûðîæäåííûì, åñ-

ëè êîìïàêò T (Λ) (åãî îïîðíàÿ �óíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå (3.16))

èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü. Îáëàñòü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî ñî-

ïðÿæåííûì ìíîæåñòâîì ê ýòîé âíóòðåííîñòè, îáîçíà÷èì DΛ.

Òåîðåìà 4.6. Ïóñòü Λ = {λk, nk}∞k=1 � íåâûðîæäåííîå ïðàâèëüíî ðàñ-

ïðåäåëåííîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå ðàçáèòî íà îòíîñèòåëüíî ìàëûå ãðóï-

ïû U = {Um}, Um = {λm,µ}Mm

µ=1, òàê, ÷òî SΛ(U) = 0, è α0 ∈ C. Òîãäà

êàæäàÿ �óíêöèÿ g ∈ H(DΛ + α0) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì

g(z) =

∞
∑

m=1

Nm
∑

j=1

dm,jem,j(z), z ∈ DΛ + α0, (4.38)

ãäå

{em,j}Nm,∞
j,m=1 = E(Λ, U)
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è

{dm,j}Nm,∞
j,m=1 = d ∈ Q(Λ,DΛ + α0).

Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà Kp ∈ K(DΛ + α0) ñóùåñòâóþò ÷èñëî

c > 0 è íîìåð s (îíè íå çàâèñÿò îò g), òàêèå, ÷òî

∞
∑

m=1

Nm
∑

j=1

|dm,j | sup
z∈Kp

|em,j(z)| 6 c||d||s. (4.39)

Êðîìå òîãî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Nm
∑

j=1

dm,jem,j(z) =
∑

λk∈Um

1

2πi

∫

S(λk,bk)

ωfw(λ, α, g)

fw(λ)
eλzdλ, m > 1, (4.40)

ãäå fw(λ)=fΛ(λ)e
−wλ, fΛ � êàíîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ìíîæåñòâà Λ, w ∈ DΛ,

α = w+α0, S(λk, bk) � îêðóæíîñòü, âíóòðè êîòîðîé íåò òî÷åê λs, s 6= k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w ∈ DΛ. Â ñèëó (3.17) è (3.2) ñîïðÿæåííàÿ äèà-

ãðàììà K �óíêöèè fw ñîâïàäàåò ñ êîìïàêòîì DΛ − w. Êàê îòìå÷àëîñü

âûøå, �óíêöèÿ fΛ (à çíà÷èò è fw) èìååò ðåãóëÿðíûé ðîñò. Ïîýòîìó ñî-

ãëàñíî (3.14) âåðíî íåðàâåíñòâî

ln |fw(reiϕ)| > rhfw(ϕ)+α(r), reiϕ ∈ C\Bf ,
α(r)

r
→ 0, r → ∞, (4.41)

ãäå Bf =
⋃

j>1B(zj , rj) � C0-ìíîæåñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç ëåììû 1

â ðàáîòå [15℄ ìíîæåñòâî Bf ìîæåò áûòü ïîêðûòî ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþ-

ùèìèñÿ êðóãàìè, êîòîðûå òàêæå îáðàçóþò C0-ìíîæåñòâî. Ïîýòîìó ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî êðóãè Bj = B(zj, rj), j > 1, ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ìîæíî

òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäûé êðóã B(zj , rj) ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó òî÷êó λk,
òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (4.41) ïðîäîëæàëîñü áû âíóòðü

êðóãà ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìèíèìóìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé è íåðà-

âåíñòâó (3.3). Îòñþäà ñ ó÷åòîì (3.15) ñëåäóåò, ÷òî |zj | → ∞, rj/|zj | → 0,
j → ∞, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zj} èìååò êîíå÷íóþ âåðõíþþ ïëîòíîñòü

(îíà íå ïðåâîñõîäèò ïëîòíîñòè sn(Λ), êîòîðàÿ êîíå÷íà).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ëåììó 4.2. Ñîãëàñíî åé ñóùåñòâó-

þò êîíòóðû Γl, îãðàíè÷èâàþùèå îáëàñòè ∆l, îõâàòûâàþùèå íà÷àëî êîîð-

äèíàò, îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè 1), 2)a) èç òåîðåìû 4.1 è óäîâëåòâîðÿþùèå

(4.8), (4.9). Â ñèëó (4.8) êðèâûå Γl íå ïåðåñåêàþò êðóãè Bj . Ïîýòîìó ñîãëàñ-
íî (4.41) è óñëîâèþ 1) âûïîëíåíî óñëîâèå 3) òåîðåìû 4.1. Ñëåäîâàòåëüíî,

ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðåìó 4.1.



Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ 127

Ïóñòü g ∈ H(DΛ+α0), rg(z) = g(z+α), α = w+α0, è T � ïðîèçâîëüíûé

êîìïàêò â îáëàñòè DΛ − w. Ïî òåîðåìå 4.1 èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

rg(z) = ∞
∑

l=1

gl(z), z ∈ DΛ − w, g1(z) =
1

2πi

∫

Γ1

ωfw(λ, 0, rg)
fw(λ)

eλzdλ,

gl(z) =
1

2πi

∫

Γl

ωfw(λ, 0, rg)
fw(λ)

eλzdλ− 1

2πi

∫

Γl−1

ωfw(λ, 0, rg)
fw(λ)

eλzdλ, l > 2.

(4.42)

Ïðè ýòîì ñîãëàñíî (4.7) âåðíû íåðàâåíñòâà

max
z∈T

|gl(z)| 6 AΥl exp(−(3δ − δl)Rl) +AΥl−1 exp(−(3δ − δl−1)Rl−1)

6 A(Υl +Υl−1) exp(−2δRl), l > l1,

ãäå Υl � äëèíà êîíòóðà Γl, 3δ = ρ(T, ∂D) è Rl = minz∈Γl
|z| → ∞, l → ∞.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (4.9) ïîëó÷àåì:

max
z∈T

|gl(z)| 6 e−δRl , l > l2. (4.43)

Â ñèëó (4.8) êàæäîå ìíîæåñòâî ∆l+1 \ ∆l ñîäåðæèò ðîâíî îäèí êðóã

Bl0+l+1. Èç (4.41) ñëåäóåò, ÷òî âñå òî÷êè λk ïðèíàäëåæàò îáúåäèíåíèþ

êðóãîâ Bj . Ïîýòîìó ñîãëàñíî (4.42) èìååì:

gl(z) =
∑

λk∈Vl

1

2πi

∫

S(λk,bk)

ωfw(λ, 0, rg)
fw(λ)

eλzdλ, l > 1, (4.44)

ãäå Vl � ãðóïïà âñåõ òî÷åê λk èç êðóãà Bl0+l+1, l > 2, è V1 � ãðóïïà âñåõ

òî÷åê λk èç ìíîæåñòâà ∪l0+1
j=1 Bj . Ïîñêîëüêó êðóãè Bj , j > 1, ïîïàðíî íå

ïåðåñåêàþòñÿ è rj/|zj | → 0, òî V = {Vl} � ðàçáèåíèå Λ íà ãðóïïû îò-

íîñèòåëüíî ìàëîãî äèàìåòðà. Ïóñòü

rNl � ÷èñëî òî÷åê λk â ãðóïïå Vl ñ

ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé, è

rλl,1 ∈ Vl. Ïî óñëîâèþ ìíîæåñòâî Λ ÿâëÿåòñÿ ïðà-

âèëüíî ðàñïðåäåëåííûì. Â ÷àñòíîñòè, îíî èìååò ïëîòíîñòü n(Λ). Ïîýòîìó
ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ãðóïïû Vl èìååì:

lim
l→∞

rNl

|rλl,1| 6 lim
l→∞

n(|zl0+l+1|+ rl0+l+1,Λ)− n(|zl0+l+1| − rl0+l+1,Λ)

|rλl,1|
= lim

l→∞

n(|zl0+l+1|+ rl0+l+1,Λ)

|rλl,1| − lim
l→∞

n(|zl0+l+1| − rl0+l+1,Λ)

|rλl,1|
= lim

l→∞

n(|zl0+l+1|+ rl0+l+1,Λ)

|zl0+l+1|+ rl0+l+1
− lim
l→∞

n(|zl0+l+1| − rl0+l+1,Λ)

|zl0+l+1| − rl0+l+1

= n(Λ)− n(Λ) = 0.



128 À. Ñ. Ê�ÈÂÎØÅÅÂ, À. B. �ÀÔÈÊÎÂ

Çäåñü ó÷òåíî òî, ÷òî rj/|zj | → 0. Ñëåäîâàòåëüíî, V � ðàçáèåíèå íà îòíî-

ñèòåëüíî ìàëûå ãðóïïû.

Ïîëîæèì

∫

S(λk,bk)

ωfw(λ, 0, rg)
fw(λ)

eλzdλ =

nk−1
∑

n=0

ak,nz
neλkz, k > 1, (4.45)

Òîãäà â ñèëó (4.42) è (4.44) âåðíî ïðåäñòàâëåíèå

rg(z) = ∞
∑

l=1

(

∑

λk∈Vl

nk−1
∑

n=0

ak,nz
neλkz

)

, z ∈ DΛ −w. (4.46)

Ïðè ýòîì èç (4.43) è (4.44) ïîëó÷àåì:

∞
∑

l=l2

sup
z∈T

∣

∣

∣

∣

∑

λk∈Vl

nk−1
∑

n=0

ak,nz
neλkz

∣

∣

∣

∣

6

∞
∑

l=l2

e−δRl <∞. (4.47)

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âåðõíÿÿ ïëîòíîñòü ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {Rl} êîíå÷íà (îíà ñîâïàäàåò ñ âåðõíåé ïëîòíîñòüþ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {zj}).
Äàëåå íàì íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ïåðåãðóïïèðîâêó ÷ëåíîâ ðÿäà (4.46),

÷òîáû ãðóïïû Vl çàìåíèòü ãðóïïàìè Um, ñîõðàíèâ ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèÿ

(4.46) è (4.47). Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì ëåììó 4.5. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå åå

óñëîâèé.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.3 ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ ê ëåììå 2.3 äèàìåòðû dm ìíî-

æåñòâ

Bm =

Mm
⋃

µ=1

B(λm,µ, γ
0
m,µ), γ0m,µ = 2−1 min{|λm,µ|, Nm, βm,µ},

µ = 1,Mm, m > 1,

óäîâëåòâîðÿþò (2.28) (βm,µ � ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè λm,µ äî

òî÷åê λs,j , íå âõîäÿùèõ â ãðóïïó Um) è äëÿ êàæäîãî ε > 0 âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî

ln |fw(reiϕ)| > (hfw(ϕ)− ε)r, reiϕ ∈ ∂Bm, m > m(ε). (4.48)

Ýòî äàåò íàì (4.22). Ïî îïðåäåëåíèþ Bm � îòêðûòûå ïîïàðíî íåïåðåñåêà-

þùèåñÿ ìíîæåñòâà, è Um ⊂ Bm, m > 1. Ïðîâåðèì óñëîâèå (4.21). Èìååì:

σm 6 2π

Mm
∑

µ=1

γ0m,µ 6 2πMmNm 6 2π(Nm)
2.
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Ïîñêîëüêó ãðóïïû Um îòíîñèòåëüíî ìàëû, òî îòñþäà ïîëó÷àåì (4.21). Â

ñèëó (4.46) è (4.47) âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (4.23) äëÿ òî÷åê z ∈ DΛ − w
è (4.24) äëÿ êîìïàêòîâ T ⊂ DΛ−w. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü

ëåììó 4.5. Ñîãëàñíî åé âåðíî ïðåäñòàâëåíèå

rg(z) = ∑

Um,l 6=∅

(

∑

λk∈Um,l

nk−1
∑

n=0

ak,nz
neλkz

)

, z ∈ DΛ −w, (4.49)

ãäå Um,l = Um ∩ Vl è íåðàâåíñòâî

∑

Um,l 6=∅

sup
z∈T

∣

∣

∣

∣

∑

λk∈Um,l

nk−1
∑

n=0

ak,nz
neλkz

∣

∣

∣

∣

<∞. (4.50)

Îòñþäà è èç (4.49) ñëåäóåò, ÷òî

rg(z) = ∞
∑

m=1

(

∑

λk∈Um,l

nk−1
∑

n=0

ak,nz
neλkz

)

, z ∈ DΛ − w. (4.51)

Êðîìå òîãî, èç (4.50) ïîëó÷àåì:

∞
∑

m=1

sup
z∈T

∣

∣

∣

∣

∑

λk∈Um,l

nk−1
∑

n=0

ak,nz
neλkz

∣

∣

∣

∣

<∞. (4.52)

Ïîëîæèì

nk−1
∑

n=0

bk,nz
neλkz =

nk−1
∑

n=0

ak,n(z − α)neλk(z−α), k > 1. (4.53)

Ïî ëåììå 4.4 ñèñòåìà �óíêöèé E(Λ, U) = {em,j}Nm,∞
j,m=1 îáëàäàåò ãðóïïîâûì

ñâîéñòâîì Êåòå â îáëàñòè DΛ + α0. Ïîýòîìó

∑

λk∈Um

nk−1
∑

n=0

bk,nz
neλkz =

Nm
∑

j=1

dm,jem,j(z), (4.54)

è â ñèëó (4.52) è (4.53) T ⊂ DΛ − w èìååì:

∞
∑

m=1

Nm
∑

j=1

sup
z∈T+α

|dm,jem,j(z)| 6 c

∞
∑

m=1

∞
∑

m=1

sup
z∈T+α

∣

∣

∣

∣

∑

λk∈Um

nk−1
∑

n=0

bk,nz
neλkz

∣

∣

∣

∣

<∞.

Ïîñêîëüêó T + α � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò â îáëàñòè DΛ + α0, òî îòñþäà

ñ ó÷åòîì (4.54), (4.53) è (4.51) ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå (4.38). Êðîìå òîãî,

ïî ëåììå 4.4 ñèñòåìà E(Λ, U) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ýêñïîíåíöèàëüíîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòüþ â îáëàñòè DΛ+α0. Òîãäà èç ëåììû 2.2 â ðàáîòå [14℄ ñëåäóåò,
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÷òî âåðíî âêëþ÷åíèå {dm,j}Nm,∞
j,m=1 = d ∈ Q(Λ,DΛ + α0), à ñîãëàñíî òåîðå-

ìå Àáåëÿ äëÿ ðÿäîâ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ (ñì. [16, òåîðåìà 3.1℄)

èìååò ìåñòî (4.39).

Îòìåòèì, íàêîíåö, ÷òî â ñèëó (4.2), (4.46) è (4.53) èìååì:

∫

S(λk,bk)

ωfw(λ, α, g)

fw(λ)
eλzdλ =

∫

S(λk,bk)

ωfw(λ, 0, rg)
fw(λ)

eλ(z−α)dλ

=

nk−1
∑

n=0

ak,n(z − α)neλk(z−α) =

nk−1
∑

n=0

bk,nz
neλkz.

Âìåñòå ñ (4.54) ýòî äàåò íàì (4.40). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ïðàâèëüíî ðàñïðåäåëåííîå ìíî-

æåñòâî Λ âñåãäà ìîæíî ðàçáèòü íà îòíîñèòåëüíî ìàëûå ãðóïïû U = {Um}
òàê, ÷òî áóäåò âûïîëíåíî ðàâåíñòâî SΛ(U) = 0. Íàïðèìåð, ðàçáèåíèå
V = {Vν}, êîòîðîå ðàññìàòðèâàëîñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.6, ÿâ-

ëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì íà îòíîñèòåëüíî ìàëûå ãðóïïû. Ïðè ýòîì â ñèëó (4.41)

è òåîðåìû 3.4 âåðíî ðàâåíñòâî SΛ(V ) = 0.

�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé òðèâèàëüíîãî ðàçáèåíèÿ.

Òåîðåìà 4.7. Ïóñòü Λ={λk, nk}∞k=1� íåâûðîæäåííîå ïðàâèëüíî ñáàëàí-

ñèðîâàííîå ìíîæåñòâî, è α0 ∈ C. Òîãäà êàæäàÿ �óíêöèÿ g∈H(DΛ+α0)
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì

g(z) =
∞
∑

k=1

nk−1
∑

n=0

ak,nz
neλkz, z ∈ DΛ + α0, (4.55)

ãäå {ak,n}nk−1,∞
n=0,k=1 = a ∈ Q(Λ,DΛ + α0). Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà

Kp ∈ K(DΛ + α0) ñóùåñòâóþò ÷èñëî c > 0 è íîìåð s (îíè íå çàâèñÿò

îò g), òàêèå, ÷òî

∞
∑

k=1

nk−1
∑

n=0

|ak,n| sup
z∈Kp

|zneλkz| 6 c||a||s. (4.56)

Êðîìå òîãî, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

nk−1
∑

n=0

ak,nz
neλkz =

1

2πi

∫

S(λk,bk)

ωfw(λ, α, g)

fw(λ)
eλzdλ, k > 1, (4.57)

ãäå fw(λ)=fΛ(λ)e
−wλ, fΛ� êàíîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ìíîæåñòâà Λ, w∈DΛ,

α = w+α0, S(λk, bk) � îêðóæíîñòü, âíóòðè êîòîðîé íåò òî÷åê λs, s 6= k.
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Åñëè äîïîëíèòåëüíî äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè w ∈ DΛ �óíêöèÿ f = fw
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4.1), òî ñîîòíîøåíèÿ (4.55)�(4.57) èìåþò ìå-

ñòî äëÿ ëþáîé �óíêöèè g ∈ H0(DΛ + α0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèÿõ äàííîé òåîðåìû, êàê è â òåîðåìå 3.6, òðè-

âèàëüíîå ðàçáèåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì íà îòíîñèòåëüíî ìàëûå ãðóïïû.

Ñèñòåìà E(Λ, U) â ñëó÷àå òðèâèàëüíîãî ðàçáèåíèÿ U ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé

E(Λ). Òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû 4.7 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì

òåîðåìû 4.6. Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü.

Ïóñòü âûïîëíåíî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå (4.1). Êàê è ïðè äîêàçàòåëü-

ñòâå òåîðåìû 4.6, èñïîëüçóåì òåîðåìó 4.1. Äëÿ ýòîãî â îòëè÷èå îò òåîðå-

ìû 4.6 íåîáõîäèìî ïðèìåíèòü ëåììó 4.3. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå åå óñëîâèé.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.3 ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ ê íåé â ñëó÷àå òðèâèàëüíîãî

ðàçáèåíèÿ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (4.41), ãäå â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà Bf
ìîæíî âçÿòü îáúåäèíåíèå êðóãîâ B(λk, γ

0
k(4

−1)), k > 1. Ïðè÷åì êðóãè

B(λk, 2γ
0
k(4

−1)) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, è γ0k(4
−1)/|λk| → 0, k → ∞.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ëåììó 4.3, à çàòåì è òåîðåìó 4.1.

Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.6 ñ íåêî-

òîðûìè óïðîùåíèÿìè. Ýòè óïðîùåíèÿ ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå

ðàçáèåíèÿ V = {Vl} è U = {Um} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ñîâïàäàþò. Ïîýòî-

ìó íåò íåîáõîäèìîñòè ïðèìåíÿòü ëåììó 4.5 äëÿ ïåðåãðóïïèðîâêè ÷ëåíîâ

ðÿäà (4.46). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïåðåéäåì òåïåðü ê âûÿñíåíèþ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé äëÿ ïðåäñòàâëå-

íèé (1.3) è (1.4). Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà îñíîâàíî íà ìå-

òîäå ïîñòðîåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ðÿäîâ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, èç-

ëîæåííîì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1 â ðàáîòå [10℄.

Òåîðåìà 4.8. Ïóñòü f � öåëàÿ �óíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, ñî-

ïðÿæåííàÿ äèàãðàììà K êîòîðîé èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü D,
Λ = {λk, nk}∞k=1 � íóëåâîå ìíîæåñòâî f, êîòîðîå ðàçáèòî íà îòíîñè-

òåëüíî ìàëûå ãðóïïû U = {Um}, è α0 ∈ C. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäàÿ

�óíêöèÿ g ∈ H( sD + α0) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì

g(z) =

∞
∑

m=1

(

∑

λk∈Um

nk−1
∑

n=0

ak,nz
neλkz

)

, z ∈ D + α0, (4.58)

è èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

nk−1
∑

n=0

ak,nz
neλkz =

1

2πi

∫

S(λk,bk)

ωfw(λ, α, g)

fw(λ)
eλzdλ, k > 1, (4.59)
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ãäå fw(λ) = f(λ)e−wλ, w � íåêîòîðàÿ òî÷êà îáëàñòè D, α = w + α0,
S(λk, bk) � îêðóæíîñòü, âíóòðè êîòîðîé íåò òî÷åê λs, s 6= k. Òîãäà
SΛ(U) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî âñåãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

SΛ(U) 6 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî SΛ(U) = −3β < 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {δp}∞p=1, {Um(p)}∞p=1 è {λk(p)}∞p=1, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâè-

ÿì: 4−1 > δp → 0, λk(p) ∈ Um(p), è äëÿ p > 1

qp(λk(p)) 6 e−2β|λk(p)|, qp(λ) =
∏

λk∈B(λk(p),

δp|λk(p)|)\Um(p)

(

λ− λk
3δp|λk|

)nk

. (4.60)

Ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

λk(p)

|λk(p)|
→ e−iϕ, p→ ∞, |λk(p+1)| > |λk(p)|, p > 1. (4.61)

Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ g ∈ H( sD + α0), äëÿ
êîòîðîé íåâîçìîæíî ïðåäñòàâëåíèå (4.58) ïðè óñëîâèè (4.59). Ïîëîæèì

K0 = K + α0, λk(p) = rpe
−iϕp

, S(p) = S(λk(p), 5δprp),

gp(z) =
1

2πi

∫

S(p)

eλzdλ

(λ− λk(p))qp(λ)
, (4.62)

ãäå cp = exp(−rp(HK0(ϕp) + β)), p > 1,

g(z) =

∞
∑

p=1

cpgp(z). (4.63)

Îöåíèì ñâåðõó |gp|. Â ñèëó (2.2) èìååì: |qp(λ)| > 1, λ ∈ S(p). Ïîýòîìó

|gp(z)| 6 5rpδp sup
λ∈S(p)

∣

∣

∣

∣

eλz

(λ− λk(p))

∣

∣

∣

∣

= sup
λ∈S(p)

|eλz|

6 exp(Re(λk(p)z) + 5δprp|z|), z ∈ C.

(4.64)

Ïîêàæåì, ÷òî ðÿä (4.63) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â ïîëóïëîñ-

êîñòè Πϕ = {z ∈ C : Re(ze−iϕ) < HK0(ϕ) + β}. Ïóñòü T � êîìïàêò â Πϕ.
Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà γ > 0 âåðíî íåðàâåíñòâî

HT (ϕ) 6 HK0(ϕ) + β − 3γ. (4.65)

Â ñèëó (4.62), (4.64) è îïðåäåëåíèÿ îïîðíîé �óíêöèè èìååì:

cp|gp(z)| 6 exp(Re(λk(p)z) + 5δprp|z| − rp(HK0(ϕp) + β))

6 exp(rp(HT (ϕp)−HK0(ϕp)− β + 5Aδp)), z ∈ T, p > 1.
(4.66)
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Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ â (4.61) è íåïðåðûâíîñòè îïîðíîé �óíêöèè êîì-

ïàêòà ñëåäóåò. ×òî

HT (ϕp)−HK0(ϕp) 6 HT (ϕ)−HK0(ϕ) + γ, p > p0.

Ïîñêîëüêó δp → 0, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 5Aδp 6 γ, p > p0. Òîãäà ñ ó÷åòîì
(4.65) è (4.66) èìååì:

∞
∑

p=p0

cp|gp(z)| 6
∞
∑

p=p0

exp(rp(HT (ϕ)−HK0(ϕ)+γ−β+γ)) 6
∞
∑

p=p0

e−γrp , z ∈ T.

Ïîñëåäíèé ðÿä ñõîäèòñÿ, òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {rp} èìååò êîíå÷íóþ
âåðõíþþ ïëîòíîñòü (îíà íå ïðåâîñõîäèò sn(Λ)). Òàêèì îáðàçîì, ðÿä (4.63)

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â ïîëóïëîñêîñòè Πϕ, è �óíêöèÿ g ÿâëÿ-
åòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â ýòîé ïîëóïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ñîäåðæèò êîìïàêò K0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî w ∈ D îïðåäåëåíà èíòåðïîëèðóþùàÿ �óíê-

öèÿ ωfw(λ, α, g), ãäå α = w+α0. Èñïîëüçóÿ âû÷åòû è îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé

gp, qp, äëÿ p > 1 ïîëó÷àåì:

gp(z) =
(

qp(λk(p))
)−1

eλk(p)z +
∑

λk∈B(λk(p),

δp|λk(p)|)\Um(p)

dk,nz
neλkz. (4.67)

Ïîëîæèì

Pl =
l
∑

p=1

cpgp(z).

Ïîñêîëüêó ãðóïïû Um îòíîñèòåëüíî ìàëû, òî èç íåðàâåíñòâà â (4.61) è

óñëîâèÿ δp < 4−1
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ s > p1 â ëèíåéíûõ êîìáèíàöè-

ÿõ (4.67) èç íàáîðà �óíêöèé {zneλkz}nk−1
n=0 , λk ∈ Um(s), ïðèñóòñòâóåò ëèøü

�óíêöèÿ eλk(s)z. Ïðè ýòîì îíà ó÷àñòâóåò ëèøü â ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

äëÿ gs. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó (4.5) èìååì:

1

2πi

∫

S(λk(p),bk(p))

ωfw(λ, α, Pl)

fw(λ)
eλzdλ = cp

(

qp(λk(p))
)−1

eλk(p)z, l > p.

1

2πi

∫

S(λk,bk)

ωfw(λ, α, Pl)

fw(λ)
eλzdλ = 0, λk ∈ Um(p), k 6= k(p), p > p1, l > 1.

Òàê êàê ðÿä (4.63) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â îêðåñòíîñòè êîìïàêòà K0, òî

îòñþäà ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (4.3) ïîëó÷àåì:

1

2πi

∫

S(λk(p),bk(p))

ωfw(λ, α, g)

fw(λ)
eλzdλ = cp

(

qp(λk(p))
)−1

eλk(p)z;
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1

2πi

∫

S(λk,bk)

ωfw(λ, α, g)

fw(λ)
eλzdλ = 0, λk ∈ Um(p), k 6= k(p), p > p1.

Ïî óñëîâèþ èìåþò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå (4.58) è ðàâåíñòâà (4.59). Òîãäà

â ñèëó ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé èìååì:

∑

λk∈Um(p)

nk−1
∑

n=0

ak,nz
neλkz = cp

(

qp(λk(p))
)−1

eλk(p)z, p > p1.

Ïðè ýòîì èç ñõîäèìîñòè ðÿäà (4.58) ñëåäóåò, ÷òî

cp

∣

∣

∣

(

qp(λk(p))
)−1

eλk(p)z
∣

∣

∣
→ 0, p→ ∞, z ∈ D + α0. (4.68)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îïîðíîé �óíêöèè íàéäåì òàêîå z ∈ D + α0, ÷òî

Re(ze−iϕ) > HD+α0(ϕ) − β = HK0(ϕ)− β.

Îòñþäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïîðíîé �óíêöèè êîìïàêòà è ïåðâîãî ñî-

îòíîøåíèÿ â (4.61) èìååì:

Re(ze−iϕp) > HK0(ϕp)− β, p > p2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà â (4.60) è îïðåäåëåíèÿ cp ïîëó÷àåì
äëÿ p > p2:

cp

∣

∣

∣

(

qp(λk(p))
)−1

eλk(p)z
∣

∣

∣
> exp(−rp(HK0(ϕp) + β − 2β −HK0(ϕp) + β)) = 1.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò (4.68). Òàêèì îáðàçîì, íàøå ïåðâîíà÷àëüíîå ïðåäïîëî-

æåíèå íåâåðíî, òî åñòü SΛ(U) = 0. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåì 4.6 è 4.8 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.9. Ïóñòü Λ = {λk, nk}∞k=1 � íåâûðîæäåííîå ïðàâèëüíî ðàñ-

ïðåäåëåííîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå ðàçáèòî íà îòíîñèòåëüíî ìàëûå ãðóï-

ïû U = {Um}, è α0 ∈ C. Òîãäà ýêâèâàëåíòíû óòâåðæäåíèÿ:

1) êàæäàÿ �óíêöèÿ g ∈ H(DΛ + α0) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì (4.38), ãäå

{em,j}Nm,∞
j,m=1 = E(Λ, U), è èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà (4.40);

2) SΛ(U) = 0.

Â çàêëþ÷åíèå ðàáîòû ðàññìîòðèì ñëó÷àé òðèâèàëüíîãî ðàçáèåíèÿ.

Òåîðåìà 4.10. Ïóñòü f � öåëàÿ �óíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, ñî-

ïðÿæåííàÿ äèàãðàììà K êîòîðîé èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü D,
Λ = {λk, nk}∞k=1 � åå íóëåâîå ìíîæåñòâî, è α0 ∈ C. Ñëåäóþùèå óòâåð-

æäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.



Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ 135

1) Êàæäàÿ �óíêöèÿ g ∈ H( sD+α0) (g ∈ H0( sD+α0), åñëè äëÿ íåêîòîðîé

òî÷êè w ∈ D �óíêöèÿ f = fw óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4.1)) ïðåäñòàâëÿ-

åòñÿ ðÿäîì (4.55), èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà (4.57), ãäå DΛ = D, fΛ = f, è
nk/|λk| → 0, k → ∞.

2) Λ � ïðàâèëüíî ðàñïðåäåëåííîå ìíîæåñòâî, nk/|λk| → 0, k → ∞, è
äëÿ êàæäîãî ε > 0

ln |f (nk)(λk)| > rk(hf (ϕk)− ε), k > k(ε), λk = rke
iϕk . (4.69)

3) Λ � ïðàâèëüíî ñáàëàíñèðîâàííîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ 2)⇒3) âûòåêàåò èç òåîðåìû 3.7. Óñëîâèå

nk/|λk| → 0, k → ∞, êàê ïîêàçàíî â òåîðåìå 3.6, ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî Λ èìå-

åò ïëîòíîñòü. Ïîýòîìó èìïëèêàöèÿ 3)⇒1) äîêàçàíà â òåîðåìå 4.7. Îñòàåòñÿ

ïîêàçàòü, ÷òî èç 1) ñëåäóåò 2).

Èòàê, ïóñòü óòâåðæäåíèå 1) âåðíî. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ

ëþáîãî ξ ∈ C �óíêöèÿ eξz ∈ H( sD+α0) ⊂ H0( sD+α0) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿ-

äîì (4.55) (ñì. [2, ãëàâà IV, òåîðåìà 4.6.4℄). Òàê êàê nk/|λk|→0, òî ïî ëåì-

ìå 2.3 èç ðàáîòû [12℄ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî êîý��èöèåíòîâ {ak,n}nk−1,∞
n=0,k=1

(îíà çàâèñèò îò ξ) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà Q(Λ,D + α0) (â îáùåì
ñëó÷àå äàæå áîëåå óçêîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå çàâèñèò îò ïðåäåëüíûõ òî-

÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λk/|λk| ). Âû÷èñëèì ak,nk−1. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçó-

åìñÿ ðàâåíñòâîì (4.57), ãäå α = w+α0, è �îðìóëîé äëÿ èíòåðïîëèðóþùåé

�óíêöèè â ñëó÷àå, êîãäà g(z) = eξz (îíà ïîëó÷åíà â íà÷àëå ïàðàãðà�à).

Ôèêñèðóåì òàêîå ξ, ÷òî |ξ − λk| > bk, k > 1. Èìååì:

eξz =
∞
∑

k=1

nk−1
∑

n=0

ak,nz
neλkz, z ∈ D + α0,

nk−1
∑

n=0

ak,nz
neλkz =

eαξ

2πi

∫

S(λk,bk)

fw(λ)− fw(ξ)

fw(λ)(λ− ξ)
eλ(z−α)dλ

Ïîëîæèì f(λ) = (λ− λk)
kh(λ). Òîãäà

nk−1
∑

n=0

ak,nz
neλkz =

F (nk−1)(λk)

(nk − 1)!
, F (λ) = − eλ(z−α0)

h(λ)(λ− ξ)
eα0ξf(ξ).

Ñëåäîâàòåëüíî,

ak,nk−1 = − eα0ξf(ξ)e−α0λk

h(λk)(λk − ξ)(nk − 1)!
, k > 1.
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Ïóñòü {Kp} = K(D + α0). Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâà Q(Λ,D + α0)
âåðíû îöåíêè

|ak,nk−1| 6 cp exp
(

−rkHKp(−ϕk)
)

, k > 1, p > 1.

Ïîñêîëüêó hk(λk) = f (nk)(λk)((nk)!)
−1
, òî îòñþäà ïîëó÷àåì:

|f (nk)(λk)| =
∣

∣

∣

∣

e−α0λkeα0ξf(ξ)(nk)!

ak,nk−1(λk − ξ)(nk − 1)!

∣

∣

∣

∣

> Ap(rk)
−1 exp

(

rk
(

HKp(−ϕk)− Re(α0e
iϕk)

))

.

Ïóñòü ε > 0. Âûáåðåì íîìåð p òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ [0, 2π]

HKp(−ϕ)− Re(α0e
iϕ) > HD+α0(−ϕ)− Re(α0e

iϕ)− ε

= HD(−ϕ)− ε = HK(−ϕ)− ε.

Òîãäà èç ïðåäûäóùåãî ñ ó÷åòîì (3.2) ïîëó÷àåì îöåíêó (4.69).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî Λ � ïðàâèëüíî ðàñïðåäåëåííîå ìíîæåñòâî. Ïî-

ñëåäíåå ðàâíîñèëüíî ðåãóëÿðíîñòè ðîñòà �óíêöèè f . Ñîãëàñíî (4.69), (3.3)
è òåîðåìå 3.7 ñóùåñòâóþò c(ε) > 0 è γ0k > 0, k > 1, òàêèå, ÷òî γ0k/|λk| → 0,
k → ∞, êðóãè B(λk, 2γ

0
k) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è

|f(z)| > c(ε) exp(rk(hf (ϕk)− ε)), z = ∂B(λk, γ
0
k), k > 1. (4.71)

Ïóñòü |ξ − λk| > 2γ0k , k > 1. Òîãäà èç íåðàâåíñòâà â çàìå÷àíèè 2 ê òåîðå-

ìå 3.7 ñëåäóåò îöåíêà

|ξ − λ| > c0e
−ε|ξ|, λ ∈ S(λk, γ

0
k), k > 1.

Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì (4.70) (ãäå S(λk, bk) ìåíÿåì íà S(λk, γ
0
k)) è (4.71) ïîëó-

÷àåì:

|eξz| 6
∞
∑

k=1

∣

∣

∣

∣

nk−1
∑

n=0

ak,nz
neλkz

∣

∣

∣

∣

6(c(ε))−1c0e
ε|ξ||eα0ξ||f(ξ)|

×
∞
∑

k=1

(

γ0k max
λ∈S(λk,γ

0
k
)
|eλ(z−α0)| exp

(

rk(−hf (ϕk)+ε)
)

)

, z ∈ D + α0.

Ïîñêîëüêó γ0k/|λk| → 0, òî íàéäåòñÿ òàêîå c1 > 0, ÷òî

γ0k max
λ∈S(λk ,γ

0
k
)
|eλ(z−α0)| 6 c1 exp

(

rk(Re(ze
iϕk ) + ε)

)

, z ∈ D, k > 1.

Ïîëîæèì c2 = (c(ε))−1c0c1. Òîãäà èç ïðåäûäóùåãî ïîëó÷àåì:

|eξz|6c2eε|ξ||f(ξ)|
∞
∑

k=1

(

exp
(

rk(−hf (ϕk)+Re(zeiϕk)+2ε)
))

, z∈D. (4.72)
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Ïóñòü

T (ε) =
{

z : Re(ze−iϕ) 6 HK(ϕ)− 3ε, ϕ ∈ [0, 2π]
}

.

Ìíîæåñòâî T (ε) � âûïóêëûé êîìïàêò, ëåæàùèé â îáëàñòè D. Â ñèëó

(4.72), (3.2) è îïðåäåëåíèé T (ε) è îïîðíîé �óíêöèè èìååì:

exp(rHT (ε)(−ϕ)) = max
z∈T (ε)

eRe(ξz)

6 c2e
ε|ξ||f(ξ)|

∞
∑

k=1

(

exp
(

rk(−hf (ϕk) +HK(−ϕk)− 3ε+ 2ε)
)

)

= c2e
ε|ξ||f(ξ)|

∞
∑

k=1

e−εrk = c3(ε)e
ε|ξ||f(ξ)|, ξ = reiϕ ∈ B(λk, 2γ

0
k), k > 1.

Ïîñêîëüêó ε > 0 � ëþáîå, è ñèñòåìà êîìïàêòîâ T (ε) èñ÷åðïûâàåò îá-

ëàñòü D, òî îòñþäà ñ ó÷åòîì (3.2) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (3.14), ãäå

Bf =
∞
⋃

k=1

B(λk, 2γ
0
k).

Òîãäà ïî òåîðåìå 3.5 �óíêöèÿ f èìååò ðåãóëÿðíûé ðîñò. �

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 4.10 îáîáùàåò ðåçóëüòàò À. Ô. Ëåîíòüåâà (ñì. [2,

ãëàâà IV, òåîðåìà 4.6.4℄) íà ñëó÷àé êðàòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïðè

ýòîì áëàãîäàðÿ íåðàâåíñòâó (4.56) èç òåîðåìû 4.7 ýòîò ðåçóëüòàò íåñêîëüêî

óñèëèâàåòñÿ â ÷àñòè õàðàêòåðà ñõîäèìîñòè ðÿäà ýêñïîíåíò.
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