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§ 1. Введение

1.1. Аппроксимации Эрмита –– Паде. Пусть ( f1, ‌, fd) — вектор ростков
аналитических функций в бесконечности:

f j(z) =
∞
∑

k=0

a j,k

zk+1 , j = 1, ‌, d. (1)

Аппроксимациями Эрмита –– Паде типа II (с общим знаменателем) вектора
ростков (1) для мультииндекса n := (n1, ‌, nd)∈Zd

+ называются рациональ-

ные функции
� An,1

An,0
, ‌,

An,d

An,0

�

, такие, что степень знаменателя An,0 не превос-

ходит числа |n| :=n1+‌+nd и выполнены интерполяционные условия в бес-
конечности:

(An,0 f j − An, j)(z) = O(z−n j−1), z → ∞, j = 1, ‌, d. (2)

Важным частным случаем этой конструкции являются аппроксимации Эр-
мита –– Паде для набора марковских функций:

f j(z) = bs j(z) :=
∫ ds j(x)

z− x , z ∈ ¯̄̄C\ E j , j = 1, ‌, d, (3)

где E1, ‌, Ed — отрезки вещественной оси, s1, ‌, sd — конечные положитель-
ные меры с носителями на этих отрезках. Для марковских функций (3) зна-
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менатели An,0 удовлетворяет следующим соотношениям совместной ортого-
нальности:
∫

An,0(x)xkds j(x) = 0, k = 0, ‌, n j −1, j = 1, ‌, d. (4)

Чтобы исключить тривиальный случай рациональных bs j , считают, что носи-
тели мер s j являются бесконечными множествами.

Условия (4) образуют линейную однородную систему |n| уравнений на
|n| + 1 неизвестных коэффициентов An,0, поэтому нетривиальное решение
всегда существует. Многочлены An, j являются полиномиальными частями
разложений An,0 f j в ряды Лорана в бесконечности. Если для любого решения
выполнено deg An,0= |n|, то мультииндекс n называется нормальным. В этом
случае аппроксимации Эрмита –– Паде определены однозначно. Если все
мультииндексы n∈Zd

+ нормальны, то система функций (bs1, ‌, bsd) называется
совершенной, см. [71]. Хорошо известны две совершенные системы марков-
ских функций: система Анжелеско и система Никишина.

По определению в системе Анжелеско [39] отрезки E j попарно не пере-
секаются. Из соотношений ортогональности (4) следует, что многочлен An,0

имеет не менее n j перемен знака на E j . Отсюда сразу следует, что система
Анжелеско совершенна.

Система Никишина [26] дает другой крайний случай: в ней все отрезки E j

совпадают, а на меры s j накладываются ограничения, которые для каждого
n обеспечивают [60] независимость условий (4).

В случае d=1 описанная конструкция приводит к разложению функции bs1

в непрерывную дробь. Сходимость последовательности подходящих дробей
An,1

An,0
к bs1 в области C\ E1 при |n|→∞ установлена А. А. Марковым в [72].

В работе [10] А. А. Гончаром предложено использовать теорию потенциала
для оценки скорости сходимости рациональных аппроксимаций марков-
ских функций. Вопросы, связанные с определением областей сходимости
и нахождением скорости сходимости аппроксимаций Эрмита –– Паде для
систем Анжелеско изучены А. А. Гончаром и Е. А Рахмановым в работе [11].
В работах [11, 13] ими предложен новый асимптотический метод, основанный
на векторной задаче равновесия логарифмического потенциала. В рабо-
те [15] А. А. Гончара, Е. А Рахманова, В. Н. Сорокина этот метод применен
к исследованию сходимости аппроксимаций Эрмита –– Паде для широкого
класса марковских функций, определяемых графами-деревьями. Такой класс
функций назван обобщенной системой Никишина и включает в себя как си-
стему Анжелеско, так и систему Никишина. Аппроксимации Эрмита –– Паде
для систем марковских функций, определяемых произвольными графами,
исследованы в [6].

Об аппроксимациях Эрмита –– Паде и многочленах совместной ортого-
нальности см. работы [4, 18, 19, 48, 65] и библиографию к ним. Системам
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Анжелеско посвящены работы [1, 17, 28, 46, 47, 74]. Современные приложения
метода векторной задачи равновесия можно найти в [7, 30, 31, 45, 54, 56, 58,
66, 67, 70, 73].

1.2. Многоуровневая интерполяция для системы Никишина. Матрица
мер Никишина s j,k, j, k = 1, ‌, d, строится по набору генерирующих мер
(σ1, ‌, σd). Предполагается, что носителем меры σj является отрезок ∆ j ,
производная абсолютно непрерывной составляющей меры σj положительна
почти всюду относительно меры Лебега на ∆ j , носители с соседними ин-
дексами не пересекаются, т. е. ∆ j ∩∆ j+1 = ∅ при j < d. Положим s j, j := σj .
Индукцией по |k− j| определим недиагональные элементы матрицы:

ds j,k := bs j+1,k dσj при k > j, ds j,k := bs j−1,k dσj при k < j.

Таким образом, носителем знакопостоянной меры s j,k является отрезок ∆ j .
Для пары генерирующих мер с соседними индексами удобно использовать
следующее обозначение:

d〈σj , σj+1〉(x) := bσj+1(x) dσj(x), j < d,

тогда по индукции определим знакопостоянные меры:

〈σ1〉 := σ1, 〈σ1, σ2, ‌, σj〉 := 〈σ1, 〈σ2, ‌, σj〉〉. (5)

Нетрудно видеть, что s j,k= 〈σj , ‌, σk〉, где при k> j индексы у мер σj , ‌, σk

возрастают, а при k< j, наоборот, убывают. Системой Никишина называют
(bs1,1, ‌, bs1,d) — преобразования Коши первой строки матрицы Никишина.
Исследованию аппроксимаций Эрмита –– Паде для систем Никишина посвя-
щена обширная библиография, см. [2, 5, 16, 21––23, 29, 35, 36, 42, 59].

В работе [24] для преобразований Коши элементов матрицы Никишина
под главной диагональю рассмотрена следующая интерполяционная задача.
Для мультииндекса n ∈ Zd

+ найти такие многочлены Pn,0, Pn,1, ‌, Pn,d, что
Pn,0 6≡0 и выполнены интерполяционные соотношения при z→∞:

Pn,0 = O(z|n|),

Pn,0bs1,1+ Pn,1 = O(z−n1−1),

Pn,0bs2,1+ Pn,1bs2,2+ Pn,2 = O(z−n2−1),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Pn,0bsd,1+ Pn,1bsd,2+ Pn,2bsd,3+‌+ Pn,d−1bsd,d+ Pn,d = O(z−nd−1).

(6)

Такую задачу называют многоуровневой интерполяционной. Она обладает
следующими замечательными свойствами (см. [24]).

1) Для каждого мультииндекса n∈Zd
+ решение задачи существует и един-

ственно с точностью до нормировки, многочлен Pn,0 имеет степень |n|.
2) Пусть p = (p1, ‌, pd) ∈ Rd

+ и |p| = 1. Пусть Λp — такая последователь-
ность мультииндексов, что при n ∈ Λp выполнено |n| →∞ и n j/|n| → p j при
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j=1, ‌, d. Тогда справедливы предельные соотношения, которые не зависят
от p:

(−1) j Pn, j(x)
Pn,0(x) → bs1, j(x), n ∈ Λp, x ∈ C\∆1. (7)

3) Скорость сходимости в (7) определяется решением некоторой, завися-
щей от p, векторной задачи равновесия логарифмического потенциала.

4) Пусть n — такой мультииндекс, что при j< k выполнено nk ¶ n j +1. То-
гда решение задачи (6) определяет аппроксимации Эрмита –– Паде для систе-
мы Никишина (bs1,1, ‌, bs1,d). А именно, верны тождества An, j = (−1) j Pn, j при
j=0, 1, ‌, d.

Целью настоящей работы является исследование аналогичных свойств
многоуровневых интерполяций для обобщенных систем Никишина, опреде-
ляемых графами-деревьями. В частности, удалось показать, что все индексы
являются нормальными, т. е. обобщенная система Никишина совершенна
для интерполяционной задачи (6). Заметим, что совершенство обобщенной
системы Никишина для задачи (2) является открытой проблемой. В настоя-
щей работе мы демонстрируем, что задача (6) по существу содержалась в ра-
боте [15]. Таким образом, многоуровневая интерполяционная задача рассмат-
ривалась А. А. Гончаром, Е. А. Рахмановым, В. Н. Сорокиным за несколько лет
до появления приложений, к обсуждению которых мы переходим.

Частный случай интерполяционной задачи (6) для мультииндекса n, у ко-
торого только последняя координата отлична от нуля, исследовался в [62, 63,
69]. Оказывается, в случае d= 2 такая интерполяционная задача возникает
при интегрировании уравнения Дегаспериса –– Прочези [55]. Кроме того, она
связана с биортогональными многочленами Коши [51, 52, 61] и двуматричны-
ми случайноматричными ансамблями Коши [50, 53]. Сильная асимптотика
решения (6) исследовалась недавно в [64].

Недавно была обнаружена [40] связь аппроксимаций Эрмита –– Паде со
спектральной теорией на графах. Приложения, связанные с системами Анже-
леско, обсуждаются в [3, 41]. Одна из проблем, связанная с аппроксимациями
Эрмита –– Паде для системы Никишина, рассмотрена в [57]. Применение мно-
гоуровневых интерполяций к исследованию матриц Якоби на однородных
деревьях рассмотрено в [8]. Это перспективное направление мотивирует
наше текущее исследование.

§ 2. Формулировка результатов

2.1. Обобщенная система Никишина на графе-дереве. При определе-
нии обобщенной системы Никишина будем следовать обозначениям из ра-
боты [15]. Рассмотрим конечный ориентированный граф-дерево с корневой
вершиной ω. Пусть ¯̄G — множество всех его вершин, а G := ¯̄G \{ω} — множе-
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ство всех вершин, за исключением корневой. Количество элементов множе-
ства G обозначим через d¾1.

Для любой вершины α∈G однозначно определена такая вершина α− ∈ ¯̄G,
что упорядоченная пара (α−, α) образует ребро графа. Если β =α−, то будем
говорить, что вершина α непосредственно следует за β , и писать β→α. Для
любой вершины β ∈ ¯̄G определим множество β+ ⊂G непосредственно следу-
ющих за β вершин: β+ := {α∈ G : α− = β}. Вершина β называется концевой,
если β+=∅. Пару вершин α, β ∈G, α 6=β , назовем соседними: α↔β , если они
непосредственно следуют за одной и той же вершиной, т. е. α−=β−.

Каждой вершине α ∈ G соответствует единственная цепочка вершин, та-
кая, что

γ→‌→ β → α, γ ∈ ω+.

Эту цепочку назовем определяющей вершину α, а множество ее элементов
обозначим как gα := {γ, ‌, β , α}⊂G. На множестве ¯̄G определен частичный
порядок:

α ≺ β ⇔ α+∩ gβ 6= ∅.

Корневая вершина ω является наименьшим элементом относительно этого
порядка. Для каждого элемента α∈ ¯̄G определим множество ¯̄Gα вершин под-
дерева с корневой вершиной α:

¯̄Gα := Gα∪{α}, Gα := {β ∈ G : α ≺ β}.

В частности, для корневой вершины имеем Gω=G.
Будем предполагать, что каждой вершине α∈G поставлены в соответствие

отрезок ∆α вещественной прямой и конечная положительная борелевская
мера σα с носителем на ∆α. При этом выполнены следующие условия. Отрез-
ки ∆α, ∆β не пересекаются, если α→β или α↔β . Производная σ′α абсолют-
но непрерывной составляющей меры σα положительна почти всюду на ∆α.

Каждой вершине α∈G с определяющей цепочкой γ→‌→β→α поставим
в соответствие два объекта:

A) меру sα := sγ,α := 〈σγ, ‌, σβ , σα〉 с носителем ∆γ, где γ∈ω+ и использо-
вано обозначение (5);

B) набор мер Никишина

sα,α := σα, sα,β := 〈σα, σβ 〉, ‌, sα,γ := 〈σα, σβ , ‌, σγ〉,

носители которых совпадают и равны ∆α.
В работе [15] изучались аппроксимации Эрмита –– Паде для обобщенной си-

стемы Никишина, т. е. набора марковских функций {bsα : α∈G}. Рассмотрим
мультииндекс n={nα : α∈G}, где nα∈Z+. Положим

|n| :=
∑

κ∈G
nκ.
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Задача A. Найти набор многочленов {An,β : β ∈ ¯̄G}, такой, что An,ω 6≡ 0,
deg An,ω¶ |n| и выполнены интерполяционные условия при z→∞:

(An,ωbsα− An,α)(z) = O(z−nα−1), α ∈ G. (8)

Обсудим два частных случая. Для дерева, у которого все вершины, за ис-
ключением корневой, являются концевыми (т. е. G=ω+), набор {bsα : α∈G}
образует систему Анжелеско. Для дерева, имеющего ровно одну концевую
вершину, набор {bsα : α∈G} образует систему Никишина.

Таким образом, задача A соответствует мерам sα на G. В настоящей работе
мы поставим многоуровневую интерполяционную задачу для второго набора
данных на дереве.

2.2. Многоуровневая интерполяционная задача. Для мультииндекса
n= {nα : α∈G} рассмотрим следующую многоуровневую интерполяционную
задачу.

Задача B. Найти набор многочленов {Pn,β : β ∈ ¯̄G}, такой, что

Pn,ω 6≡ 0, deg Pn,ω ¶ |n|, deg Pn,α < |n|, α ∈ G,

и выполнены интерполяционные соотношения при z→∞:

Ψn,α(z) :=
∑

κ∈gα
Pn,κ−(z)bsα,κ(z)+ Pn,α(z) = O(z−nα−1), α ∈ G. (9)

Решение этой задачи существует. Действительно, многочлены {Pn,β : β ∈ ¯̄G}
имеют в совокупности |n|+1+ d|n|= (d+1)|n|+1 неизвестных коэффициен-
тов. Каждое интерполяционное условие (9) задает |n|+ nα линейных одно-
родных уравнений на эти коэффициенты. Таким образом, суммарное число
уравнений (d+ 1)|n| на единицу меньше числа неизвестных и система име-
ет нетривиальное решение. Покажем, что в любом нетривиальном решении
многочлен Pn,ω также нетривиален. Заметим, что −Pn,α — это полиномиаль-
ная часть разложения функции

∑

κ∈gα
Pn,κ−bsα,κ в ряд Лорана в бесконечности.

В частности, если Pn,ω≡0, то Pn,α≡0 при α∈ω+. Продолжая это рассуждение,
по индукции получим, что если Pn,ω≡0, то Pn,α≡0 для всех α∈G. Таким об-
разом, решение многоуровневой интерполяционной задачи существует. Из
этого рассуждения также следует, что deg Pn,α<deg Pn,ω при α∈G, т. е. ограни-
чения на степени Pn,α в задаче B выполнены автоматически.

Отметим, что интерполяционные условия (9) эквивалентны соотношени-
ям ортогональности на отрезках ∆α:
∫

xk
∑

κ∈gα
Pn,κ−(x)dsα,κ(x) = 0, k = 0, ‌, nα−1, α ∈ G.

Рассмотрим частные случаи. Если G=ω+, то задача B с точностью до обо-
значений совпадает с аппроксимациями Эрмита –– Паде для системы Анжеле-
ско {bsα : α∈G}. Для дерева с единственной концевой вершиной порядок ≺
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становится полным и задача B соответствует многоуровневым интерполяци-
ям (6).

В работе [15] рассматривались только мультииндексы n, удовлетворяющие
следующему условию «невозрастания» координат:

при α ≺ β выполнено nβ ¶ nα+1. (10)

В частности, доказано, что в задаче A все мультииндексы с таким условием
являются нормальными. При внимательном рассмотрении оказывается, что
схема доказательства в [15] основана на эквивалентности задач A и B. Пусть
lα :=#gα — число элементов в определяющей цепочке для α, а lω :=0. Тогда
справедливо следующее предложение.

Предложение 1. Пусть мультииндекс n удовлетворяет условию (10), а на-
бор многочленов {Pn,β : β ∈ ¯̄G} является решением задачи B. Тогда набор мно-
гочленов {(−1)lβ Pn,β : β ∈ ¯̄G} является решением задачи A.

Из этого предложения следует, что решение задачи B единственно с точно-
стью до нормировки для мультииндексов n с условием (10).

2.3. Единственность решения. На самом деле для каждого мультииндек-
са n={nα : α∈G} пространство решений многоуровневой интерполяционной
задачи одномерно, а степени всех многочленов максимальны. Другими сло-
вами, обобщенная система Никишина совершенна для рассматриваемой за-
дачи. Положим для удобства Ψn,ω := Pn,ω. Всюду в дальнейшем сумму по пу-
стому множеству индексов считаем равной нулю, а произведение по пустому
множеству индексов — равным единице. Тогда справедлива следующая тео-
рема.

Теорема 2. Для каждого мультииндекса n = {nα : α ∈ G} решение много-
уровневой интерполяционной задачи единственно с точностью до норми-
ровки. Более того, deg Pn,ω = |n|, а для каждого α ∈ G выполнены свойства:
deg Pn,α = |n| − 1, линейная форма Ψn,α имеет ровно

∑

κ∈Gα
nκ нулей в C \∆α,

функция Ψn,α− имеет ровно
∑

κ∈¯̄Gα
nκ простых нулей на ∆α.

Таким образом, для всякой концевой вершины α линейная форма Ψn,α в об-
ласти голоморфности ¯̄̄C \∆α имеет нули только в бесконечности. Для некон-
цевой вершины β ∈ ¯̄G функция Ψn,β имеет

∑

κ∈¯̄Gα
nκ простых нулей на отрез-

ке ∆α для каждого α ∈ β+ и не имеет других конечных нулей в области го-
ломорфности C \∆β . В частности, многочлен Pn,ω имеет |n| простых нулей
на
⋃

α∈ω+
∆α.

Каждой вершине α∈G поставим в соответствие многочлен qn,α с единич-
ным старшим коэффициентом, все нули которого лежат на ∆α и совпадают
с нулями Ψn,α− на этом отрезке:

{qn,α : α ∈ G}: deg qn,α =
∑

κ∈¯̄Gα

nκ,
Ψn,α−(x)
qn,α(x) 6= 0, 6= ∞, x ∈ ∆α.



i
i

“7-lysov” — 2022/12/15 — 23:27 — page 352 — #8 i
i

i
i

i
i

352 в. г. лысов

2.4. Векторная задача равновесия. Рассматриваются конечные неотри-
цательные борелевские меры ν с компактными носителями в комплексной
плоскости C. Обозначим S(ν) := supp(ν) — носитель меры ν, |ν | := ν(C) —
полную вариацию (массу) меры ν. Взаимной энергией мер ν1 и ν2 называется
значение интеграла

I(ν1, ν2) =
∫∫

ln 1
|x− t|dν1(x)dν2(t) > −∞.

Энергией меры ν называется величина I(ν) := I(ν , ν). Логарифмическим по-
тенциалом меры ν называется супергармоническая функция

Vν(z) =
∫

ln 1
|z− t|dν(t), z ∈ C,

принимающая значения на (−∞, ∞]. Для компакта K в C и τ¾0 обозначим
черезMτ(K) множество всех таких мер ν, что S(ν)⊂K , |ν |=τ и I(ν)<∞. Если
|ν |= 0, то ν≡ 0 и S(ν)=∅. По теореме Рисса и в силу полунепрерывности
сверху I(·) множествоMτ(K) является компактным в ∗-слабой топологии.

Перейдем к постановке векторной задачи равновесия, соответствующей
множеству индексов G. Исходными данными задачи являются:
◦ набор отрезков вещественной прямой ∆ :={∆α : α∈G};
◦ вектор с неотрицательными координатами b={bα : α∈G};
◦ вещественная положительно определенная матрица C := (cα,β), α, β ∈G.

Единственное ограничение, накладываемое на исходные данные, состоит
в том, что если cα,β <0, то отрезок ∆α не пересекается с ∆β : ∆α∩∆β =∅.

Класс Mb(∆) векторных мер µ := {µα : α ∈ G} определяется как декарто-
во произведение множествMbα(∆α), т. е. µα∈Mbα(∆α). Для векторной меры
µ∈Mb(∆) определим функционал энергии

J(µ) :=
∑

α,β∈G
cα,β I(µα, µβ)

и векторный потенциал {Wµ
α : α∈G}, где

Wµ
α (z) :=
∑

β∈G
cα,βVµβ (z), z ∈ C.

Функционал энергии J и множествоMb(∆) являются выпуклыми.
В классе Mb(∆) существует единственная [27, 49] экстремальная мера λ,

минимизирующая функционал энергии J:

J(λ) < J(µ) ∀µ ∈ Mb(∆)\{λ}.

Экстремальная мера λ является [27, 49] единственной мерой в классе
Mb(∆), которая удовлетворяет условиям равновесия:

Wλ
α (x)

¨

= wα, x ∈ S(λα),
¾ wα, x ∈ ∆α,

α ∈ G, (11)
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где wα — некоторые постоянные. Меру λ обычно называют векторной равно-
весной мерой, соответствующей исходным данным (∆, b, C ).

В электростатической интерпретации речь идет о положительных зарядах
величины bα, распределенных на проводниках ∆α, взаимодействующих друг
с другом в соответствии с матрицей C . Равновесное распределение этих за-
рядов и определяет компоненты λα векторной меры λ.

Отметим, что в приложениях возникают и более общие векторные задачи
равновесия, например, с полуопределенной матрицей взаимодействия и пе-
ретеканием зарядов между проводниками [6, 49], с ограничивающей мерой
[32––34], в классе зарядов [25]. Описание конструктивных способов нахожде-
ния векторных равновесных мер можно найти в [9, 43].

2.5. Лучевые асимптотики. Зафиксируем произвольное распределение
вероятностей p :={pα : α∈G} на множестве G:

pα ¾ 0,
∑

α∈G
pα = 1.

Определим b={bα : α∈G} как функцию распределения на G:

bα :=
∑

α∈¯̄Gα

pα.

Коэффициенты симметричной матрицы C определяются частичным поряд-
ком на множестве G:

cα,β :=



















2, α = β ,
−1, α→ β или β → α,
1, α↔ β ,
0 иначе.

(12)

Рассмотрим лучевую последовательность Λp : N→ Zd
+ мультииндексов n,

|n| →∞, такую, что
nα
|n| → pα. Обозначим через µ(q) меру, считающую нули

произвольного многочлена q:

µ(q) :=
∑

x : q(x)=0
δx .

Справедлива следующая теорема о сходимости мер, считающих нули много-
членов qn,α.

Теорема 3. Справедливы следующие предельные соотношения:

1
|n| µ(qn,α) ∗−→ λα, n ∈ Λp, α ∈ G. (13)

Остановимся на следствии этой теоремы, которое сразу вытекает из до-
казательства теоремы 3 и описывает слабую асимптотику многочленов Pn,ω

и линейных форм Ψn,α.
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Следствие 4. Справедливы следующие асимптотические формулы для мно-
гочленов Pn,ω и линейных форм Ψn,α при n∈Λp:

1
|n| ln |Pn,ω|

K
⇒ −
∑

κ∈ω+
Vλκ , K â C\

�

⋃

κ∈ω+
∆κ

�

, (14)

1
|n| ln |Ψn,α|

K
⇒ Vλα −
∑

κ∈α+
Vλκ −
∑

κ∈gα
wα, K â C\

�

∆α∪
⋃

κ∈α+
∆κ

�

, α ∈ G. (15)

§ 3. Доказательства

3.1. Доказательство предложения 1. Пусть {Pn,β : β ∈ ¯̄G} — решение зада-
чи B для мультииндекса n. Положим

Φn,α := Pn,ωbsα− (−1)lαPn,α.

Тогда из леммы 2.2 работы [24] вытекает тождество

Φn,α+ (−1)lαΨn,α =
∑

κ∈gα\ω+
(−1)lκ
bsκ,αΨn,κ− , (16)

где bsκ,α — преобразование Коши меры sκ,α := 〈σκ, ‌, σα〉, построенной по
цепочке κ≺‌≺α. Так как для {Ψn,β : β ∈G} выполнены интерполяционные
условия (9), то имеем при z→∞

(Φn,α+ (−1)lαΨn,α)(z) =
∑

β≺α,
β 6=ω

O(z−nβ−2).

Тогда для мультииндексов, удовлетворяющих (10), получим Φn,α(z)=O(z−nα−1)
при z→∞. Тем самым многочлены An,α := (−1)lαPn,α удовлетворяют (8). Что
и требовалось проверить.

Тождество (16) показывает, что функция Φn,α является линейной комбина-
цией функций Ψn,β с коэффициентами, не зависящими от n. Существование
такого выражения использовано в работе [15], см. формулу (37) на с. 54.

3.2. Доказательство теоремы 2. Рассматриваются линейные формы Ψn,α,
α∈G, удовлетворяющие условиям интерполяции (9). Напомним, что по по-
строению функции Ψn,α голоморфны в области ¯̄̄C \∆α и вещественно анали-
тичны на R\∆α.

Пусть Qn,α — многочлен со старшим коэффициентом 1, нули которого сов-
падают с нулями Ψn,α в области C\∆α. Другими словами, функция

ψn,α :=
Ψn,α

Qn,α
, α ∈ G, (17)

голоморфна и не обращается в нуль в области C \∆α. В случае если Ψn,α не
обращается в нуль в C \∆α, положим Qn,α ≡ 1. Пусть неотрицательное чис-
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ло mα — это степень многочлена Qn,α. Ясно, что Qn,α имеет вещественные ко-
эффициенты и

Ψn,α(z)
Qn,α(z) = O(z−mα−nα−1), z → ∞.

Напомним, что Ψn,ω := Pn,ω. В основе доказательства теоремы 2 лежит сле-
дующее предложение, которое является следствием леммы 2.1 [68].

Предложение 5. Для всякого α∈G выполнены следующие соотношения:

Ψn,α(z)
Qn,α(z) =
∫ Ψn,α−(x)

z− x
dσα(x)
Qn,α(x) , (18)

∫

Ψn,α−(x)xk dσα(x)
Qn,α(x) = 0, 0 ¶ k < mα+nα. (19)

Из соотношений ортогональности (19) на отрезке ∆α относительно знако-
постоянного веса 1/Qn,α сразу следует, что при α ∈ G функция Ψn,α− имеет
по меньшей мере mα + nα перемен знака на отрезке ∆α. Поскольку отрезки
{∆α : α∈β+} попарно не пересекаются, можем сделать два вывода. Во-первых,
для β=α−, β 6=ω имеем:

deg Qn,β = mβ ¾
∑

α∈β+
(mα+nα), β ∈ G, β+ 6= ∅. (20)

Во-вторых, при α−=ω получаем:

deg Pn,ω ¾
∑

κ∈ω+
(mκ+nκ). (21)

Оценим теперь с помощью (20) каждое mκ в неравенстве (21) и проитери-
руем, использовав каждое из неравенств (20). Получим следующее неравен-
ство:

deg Pn,ω ¾
∑

κ: κ+=∅
mκ+
∑

κ∈G
nκ =
∑

κ: κ+=∅
mκ+ |n|.

Так как по условию deg Pn,ω ¶ |n|, то deg Pn,ω = |n|, mα = 0 при α+ =∅ и все
неравенства (20) обращаются в равенства:

mα =
∑

κ∈α+
(mκ+nκ) =
∑

κ∈Gα
nκ, α ∈ G.

Из нашего рассуждения также следует, что при α∈G функция Ψn,α− имеет
в точности mα + nα =

∑

κ∈¯̄Gα
nκ простых нулей на ∆α, поскольку всего у нее

∑

κ∈Gα−
nκ конечных нулей. В частности, доказано, что Qn,β =

∏

α∈β+
qn,α, β ∈G.

Осталось проверить, что степени остальных многочленов Pn,α, α∈G, мак-
симальны. Из соотношений (9) индукцией вдоль определяющих цепочек
нетрудно заключить, что deg Pn,α = deg Pn,ω − 1= |n| − 1. Таким образом, все
утверждения теоремы 2 доказаны.
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3.3. Доказательство теоремы 3. Доказательство основано на следующей
лемме Гончара –– Рахманова, см. [12, 15].

Лемма 6. Пусть E — отрезок вещественной оси, σ— конечная положи-
тельная борелевская мера на E, σ′ > 0 п.в. на E, а Λ— бесконечная под-
последовательность N. Пусть {Fl}l∈Λ ⊂ C(E) — последовательность таких

непрерывных функций, что 1
l

Fl
E
⇒ F при l∈Λ. Пусть ql — последовательность

ортогональных многочленов с единичным старшим коэффициентом:

deg ql = l,
∫

ql(x)xke−Fl (x)dσ(x) = 0, k = 0, ‌, l−1.

Тогда
1
l
µ(ql)

∗−→ λF , 1
l

ln
∫

q2
l (x)e−Fl (x)dσ(x)→ −v, l ∈ Λ,

где λF — равновесная мера во внешнем поле F, а v — постоянная равновесия:

S(λF ) ⊂ E, |λF | = 1, (2VλF + F)(x)

¨

= v, x ∈ S(λF ),
¾ v, x ∈ E.

В данной лемме рассматривается последовательность многочленов ql , ор-
тогональных относительно переменного (т. е. зависящего от l) веса. Дается
описание предельного распределения нулей ql в терминах (единственной)
скалярной равновесной во внешнем поле меры λF ∈M1(E). Доказательство
леммы при более общих предположениях можно найти в [12]. Аналог этой
леммы для квазиортогональных многочленов использован в [6]. Комплекс-
ный вариант леммы 6 рассмотрен в работе [14]. Задачи равновесия на ком-
пактных римановых поверхностях рассмотрены в [37, 38]. Семейства вектор-
ных равновесных мер во внешнем поле изучались в [20, 44].

Замечание. Из леммы Гончара –– Рахманова сразу следует результат о сла-
бой асимптотике ql и функций второго рода ψl:

ψl(z) :=
∫ ql(x)

z− x e−Fl (x)dσ(x) = 1
ql(z)

∫ q2
l (x)

z− x e−Fl (x)dσ(x).

Равномерно на компактных подмножествах C \ E справедливы предельные
соотношения:

lim
l∈Λ

1
l

ln |ql | = −VλF , lim
l∈Λ

1
l

ln |ψl | = VλF −v.

Перейдем к доказательству теоремы 3. Рассмотрим последовательность
векторных мер, считающих нули многочленов qn,α:

µn := {µn,α : α ∈ G}, n ∈ Λp, µn,α := 1
|n| µ(qn,α).

Докажем, что векторная равновесная мера λ, задаваемая (11), является един-
ственной предельной точкой последовательности µn в ∗-слабой топологии.
Ясно, что отсюда следует сходимость µn,α

∗−→λα при n∈Λp и α∈G.
Пусть µ— некоторая предельная точка последовательности µn, т. е. для

всех α∈G выполнено µn,α
∗−→µα при n∈Λ′p, где Λ′p — некоторая подпоследова-
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тельность Λp. В силу теоремы 2 меры µn и µ принадлежат классуMb(∆). Для
удобства положим µω :=0. Требуется доказать, что µ удовлетворяет условиям
равновесия:

Wµ
α = 2Vµα +
∑

β : α↔β

Vµβ −
∑

β : α→β
Vµβ −Vµα−
¨

= wα, x ∈ S(µα),
¾ wα, x ∈ ∆α,

α ∈ G, (22)

которые совпадают с (11), см. (12).
Из сделанного предположения о ∗-слабой сходимости считающих мер вы-

текают предельные соотношения для многочленов qn,α при α∈G:

− 1
|n| ln |qn,α| = Vµn,α

K
⇒ Vµα , n ∈ Λ′p, K â C\∆α. (23)

Перепишем соотношения ортогональности (19) в виде:
∫

qn,α(x)xk hn,α(x)dσα(x) = 0, 0 ¶ k < deg qn,α =
∑

κ∈¯̄Gα

nκ, (24)

где α∈G, а функция hn,α является непрерывной и знакопостоянной на отрез-
ке ∆α:

hn,α :=
Ψn,α−

qn,αQn,α
= ψn,α−

∏

β : α↔β qn,β
∏

β : α→β qn,β
. (25)

В формуле выше предполагается, чтоψn,ω :=1, а при α∈G функцииψn,α опре-
делены в (17). Из (18) и (19) следует, что ψn,α являются функциями второго
рода для ортогональных многочленов qn,α:

ψn,α(z) =
∫ Ψn,α−(x)

z− x
dσα(x)
Qn,α(x) =
∫ qn,α(x)

z− x hn,αdσα(x) = 1
qn,α(z)

∫ q2
n,α(x)
z− x hn,αdσα(x).

Индукцией по возрастанию α проверим, что выполнены следующие асимп-
тотические формулы

− 1
|n| ln |hn,α|

∆α
⇒
∑

β : α↔β

Vµβ −
∑

β : α→β
Vµβ −Vµα− +vα− , n ∈ Λ′p, (26)

1
|n| ln |ψn,α|

K
⇒ Vµα −vα, n ∈ Λ′p, K â C\∆α, (27)

а также условия равновесия (22) с постоянными wα=vα−vα− , где vω :=0 и

vα := − lim
n∈Λ′p

1
|n| ln
∫

q2
n,α(x)|hn,α(x)|dσα(x), α ∈ G. (28)

База индукции: α∈ω+. Так какψn,α− =1, то (26) сразу следует из (25) и (23).
Применим к последовательности qn,α лемму Гончара –– Рахманова, получим
соотношение равновесия (22) для µα с постоянной (28). С учетом замечания
к лемме имеем также асимптотическую формулу (27) для функции второго
рода ψn,α.

Предполагая, что соотношение (27) выполнено для индекса α− 6=ω, прове-
рим, что соотношения (22), (26), (27) справедливы для индекса α. Асимптоти-
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ческая формула (26) следует из определения hn,α и предположения индукции.
Условие равновесия (22) для Wµ

α с постоянной wα= vα− vα− вытекает из лем-
мы Гончара –– Рахманова. Асимптотическая формула (27) для ψn,α следует из
замечания к лемме.

Таким образом, µ удовлетворяет соотношениям (22) и теорема 3 доказана.
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[60] Fidalgo Prieto U., López Lagomasino G. Nikishin systems are perfect // Constr. Approx. 2011. V. 34,
№ 3. P. 297––356.
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