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© À.À. Èëëàðèîíîâ, À.Þ. ×åáîòàðåâ⋆�àçðåøèìîñòü ñòàöèîíàðíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿìîäåëè äâèæåíèÿ ñûïó÷åé ñðåäûÄîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå îáîáùåííûõ ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé, îïè-ñûâàþùèõ ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé ñðåäû ñ âíóòðåííèìè ñòåïåíÿ-ìè ñâîáîäû.Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû: óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà, ìîäåëü ñûïó÷åé ñðåäû, îáîáù¼ííîåðåøåíèå.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Â [1℄ áûëà ïðåäëîæåíà ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ äâèæåíèå íåñæè-ìàåìîé ñðåäû ñ âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ìîäåëèèìåþò âèä:
(u · ∇)u = f −∇p + ν∆u + KM (ω × u), div u = 0 â Ω, (1)
(u · ∇)ω = −F (p)ω â Ω. (2)Çäåñü u � âåêòîð ñêîðîñòè äâèæåíèÿ, ω � âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ÷àñòèö, p� äàâëåíèå, f � ïëîòíîñòü âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñðåäó, ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ Fõàðàêòåðèçóåò òðåíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè, ν � êîý��èöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè, KM� êîý��èöèåíò Ìàãíóñà, Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R

3 ñ ãðàíèöåé Γ. Çàäàäèì íà Γãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:
u = g íà Γ, ω = ω0 íà Γ1. (3)Çäåñü Γ1 � ó÷àñòîê âòåêàíèÿ æèäêîñòè, ò. å. gn ≡ g · n < 0 íà Γ1, n � åäèíè÷íûé âåêòîðâíåøíåé íîðìàëè ê Γ. Òàê êàê äàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì èìïóëüñà ñ òî÷íîñòüþäî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé, òî íóæíî çàäàòü äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå, �èêñèðóþùåå ýòóïîñòîÿííóþ. Íàïðèìåð, òàêîå:

sup
x∈Ω

p(x) = p0. (4)Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ u, p, ω êðàåâîé çàäà÷è(1)�(4). Ôóíêöèè f , F , g, ω0 è êîý��èöèåíòû ν, KM çàäàíû.Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé (1), (2) ðàññìàòðèâàëàñü â [2℄(ñì. òàêæå [3℄). Ïî ñâîèì ìàòåìàòè÷åñêèì ñâîéñòâàì ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé (1), (2) ñõîæà ñî ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìîé Íàâüå�Ñòîêñà íåîäíîðîäíîé íåñæèìàåìîéæèäêîñòè, êðàåâûå çàäà÷è äëÿ êîòîðîé ðàññìàòðèâàëèñü â [4, 5, 6℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòåäîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ýëëèïòè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè, ïðåäëîæåííîé â [6℄.
⋆ Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè Äàëüíåâîñòî÷íîãî Îòäåëåíèÿ �îññèéñêîéÀêàäåìèè íàóê, 690041, ã. Âëàäèâîñòîê, óë. �àäèî, 7. Ýëåêòðîííàÿ ïî÷òà:anil�iam.dvo.ru
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2. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà. ÏóñòüW s
q (Q)� ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà (s∈R,

q ∈ [1,∞]) ñ íîðìîé ‖ · ‖s,q,Q. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
W s

2 (Q) = Hs(Q), W 0
q (Q) = Lq(Q),

‖ · ‖s,q,Ω = ‖ · ‖s,q, ‖ · ‖s,2 = ‖ · ‖s, ‖ · ‖s,2,Q = ‖ · ‖s,Q.Çäåñü ÷åðåç Q îáîçíà÷åíû îáëàñòü Ω ëèáî ãðàíèöà Γ èëè ÷àñòü ãðàíèöû. Ââåäåì ñëåäóþùèåïðîñòðàíñòâà âåêòîð-�óíêöèé:
V = {v ∈ H1(Ω) : v|Γ = 0, div v = 0 â Ω}, V m

q = V ∩ W m
q (Ω),íîðìû â êîòîðûõ ââîäÿòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì.Äàëåå íà ïðîòÿæåíèè âñåé ñòàòüè ñ÷èòàåì âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:(i) Γ ∈ C2, Γ2 = Γ\Γ1, ìíîæåñòâî Γ1 \Γ1 èìååò 2-ìåðíóþ ìåðó íîëü ïî Ëåáåãó, Γ ñîñòîèòèç êîíå÷íîãî NΓ ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè Γ(i), 1 ≤ i ≤ NΓ;(ii) f ∈ Lr(Ω) (3 < r ≤ 6), ω0 ∈ L∞(Γ1);(iii) g ∈ W

2−1/r
r (Γ), ∫

Γ(i) gn ds = 0, 1 ≤ i ≤ NΓ, gn < 0 íà Γ1, gn ≥ 0 íà Γ2;(iv) F � íåïðåðûâíàÿ è íåîòðèöàòåëüíàÿ íà [p0,+∞) �óíêöèÿ.Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèè u ∈ H1(Ω), p ∈ L2(Ω), ω ∈ L∞(Ω), óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíå-íèþ (1) â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé, óñëîâèþ (4), ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ u = g íà Γ â ñìûñëåñëåäîâ è èíòåãðàëüíîìó ðàâåíñòâó
−

∫

Ω
(u · ∇)φ · ω dx +

∫

Ω
F (p)φω dx +

∫

Γ1

gn(φ · ω0) ds = 0 ∀φ ∈ H1(Ω), φ|Γ2 = 0, (5)áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1)�(4).Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îáîá-ùåííûì è ëþáîå äîñòàòî÷íî ãëàäêîå îáîáùåííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
Mi = max{0, ess supp ω0i}, mi = min{0, ess inf ω0i} (i = 1, 2, 3).Çäåñü è äàëåå ω0i � i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ω0.Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò îáîáùåííîå ðåøåíèå u ∈ W 2

r (Ω), p ∈ W 1
r (Ω), ω ∈ L∞(Ω) êðàåâîéçàäà÷è (1)�(4), ïðè÷åì

mi ≤ ωi ≤ Mi ï.â. â Ω (i = 1, 2, 3). (6)Òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà â êîíöå ðàáîòû.Çàìå÷àíèå. Òðåáîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ãëàäêîñòè �óíêöèé g è f âûçâàíû óñëîâèåì(4). Äëÿ åãî âûïîëíåíèÿ íóæíî, ÷òîáû äàâëåíèå áûëî îãðàíè÷åííîé �óíêöèåé. Â øêàëåïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû p ∈ W 1
r (Ω), r > 3. Åñëè óñëîâèå (4)çàìåíèòü, íàïðèìåð, íà íåëîêàëüíîå îãðàíè÷åíèå: ∫

Ω p dx = m0, òî îáîáùåííîå ðåøåíèåáóäåò ñóùåñòâîâàòü, åñëè g ∈ H1/2(Γ), f ∈ L6/5(Ω), íî ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè:
F � îãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿ.Çàìå÷àíèå. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 áóäåò ïðîâåäåíî â ñëó÷àå p0 = 0. Åñëè p0 6= 0,òî, äåëàÿ çàìåíó: p = p̃ + p0, F (p̃ + p0) = F̃ (p̃), ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ p0 = 0.179



3. �åãóëÿðèçîâàííàÿ çàäà÷à �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ðåãóëÿðèçîâàííóþ çàäà÷ó ñ ìà-ëûì ïàðàìåòðîì ε:
(u · ∇)u = f −∇p + ν∆u + KM (ω × u), div u = 0 â Ω, (7)
ε

∫

Ω
∇ω · ∇φdx +

∫

Ω
((u · ∇)ω + F (p)ω) · φdx =

∫

Γ1

gn(ω − ω0) · φds ∀φ ∈ H1(Ω), (8)
u = g íà Γ, sup

x∈Ω
p = 0. (9)Öåëü ýòîãî ðàçäåëà � äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u ∈ W 2

r (Ω), p ∈ W 1
r (Ω), ω ∈ H1(Ω) ∩ L∞(Ω) çàäà÷è(7)�(9) è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå àïðèîðíûå îöåíêè:

‖u‖2,r + ‖p‖1,r ≤ C1, (10)
mi ≤ ωi ≤ Mi ï.â. â Ω, (11)
ε‖∇ω‖2

0,2 ≤ C2. (12)Ïîñòîÿííûå C1, C2 íå çàâèñÿò îò ε.Ôóíêöèþ u áóäåì èñêàòü â âèäå: u = v + uδ, ãäå v ∈ V 2
r � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ,à uδ âûáðàíà èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

uδ ∈ W 2
r (Ω), div uδ = 0 â Ω, uδ|Γ = g,

∣

∣

∣

∣

∫

Ω
(w · ∇)uδ · w dx

∣

∣

∣

∣

≤ δ‖w‖2
1 ∀w ∈ V, (13)ãäå δ � äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî. Èç óñëîâèé (i), (iii) âûòåêàåò, ÷òî �óíêöèÿ g ñîëåíîè-äàëüíûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ â Ω äî �óíêöèè êëàññà W 2

r (Ω). Ïîýòîìó, äîêàçàòåëüñòâîñóùåñòâîâàíèÿ uδ, óäîâëåòâîðÿþùåé (13), ïðîâîäèòñÿ òî÷íî òàêæå êàê è â êëàññè÷åñêîéëåììå Õîï�à (ñì., íàïðèìåð, [6, 7℄).Ïóñòü w ∈ V 2
r (Ω), q ∈ W 1

r (Ω). �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: íàéòè v ∈ W 2
r (Ω), p ∈

W 1
r (Ω), ω ∈ H1(Ω), óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì:

ε

∫

Ω
∇ω · ∇φdx +

∫

Ω
((w + uδ) · ∇)ω · φdx +

∫

Ω
F (q)ω · φdx =

=

∫

Γ1

gn(ω − ω0) · φds ∀φ ∈ H1(Ω), (14)
−ν∆v + ∇p = Φ(w,ω) div v = 0 â Ω, v|Γ = 0, sup

x∈Ω
p = 0, (15)

Φ(w,ω) = −((w + uδ) · ∇)(w + uδ) + f + ν∆uδ + KM (ω × (w + uδ)).Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî w = v, p = q, òî òðîéêà �óíêöèé u = v + uδ, p, ω ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåìçàäà÷è (7)�(9).Ëåììà 1. Äëÿ ëþáûõ w ∈ V 2
r , q ∈ W 1

r (Ω) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (14),ïðè÷åì âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà (11) è îöåíêà
ε‖∇ω‖2

0,2 ≤
1

2

∫

Γ1

|gn|ω
2
0 ds. (16)Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Âûáèðàÿ â (14)

φ = ωM , ωM,i = max{ωi − Mi, 0}, i = 1, 2, 3,180



ïîëó÷àåì
ε

∫

Ω
|∇ωM |2 dx +

∫

Ω
(u · ∇)ωM · ωM dx +

∫

Γ1

gnωM · (ω0 − ω) ds = −

∫

Ω
F (q)ωωM dx.Çäåñü u = w+uδ. Òàê êàê �óíêöèÿ F íåîòðèöàòåëüíà, òî F (q)ωωM ≥ 0 ï.â. â Ω. Èñïîëüçóÿ�îðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è ó÷èòûâàÿ, ÷òî u = g íà Γ, gn < 0 íà Γ1, gn ≥ 0 íà Γ2,

gn(ω0 − ω)ωM ≥ −ω2
Mgn íà Γ1, ïîëó÷àåì

∫

Ω
(u · ∇)ωM · ωM dx +

∫

Γ1

gnωM · (ω0 − ω) ds ≥ −
1

2

∫

Γ1

gnω2
M ds.Ñëåäîâàòåëüíî,

ε

∫

Ω
|∇ωM |2 dx +

1

2

∫

Γ1

|gn|ω
2
M ds ≤ 0.Çíà÷èò, ωM = 0 ï.â. â Ω, ò. å. ωi ≤ Mi ï.â. â Ω. Íåðàâåíñòâî ωi ≥ mi äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷-íî. Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà è àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà âûòåêàåò ðàçðåøèìîñòü ýëëèïòè-÷åñêîé çàäà÷è (14) [8℄. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè (16) äîñòàòî÷íî âûáðàòü â (14) φ = ω èó÷åñòü, ÷òî

F (q)ω2 ≥ 0,

∫

Ω
(u · ∇)ω · ω dx ≥

1

2

∫

Γ1

gnω2 ds, ω · ω0 ≤ ω2/2 + ω2
0/2.Ëåììà äîêàçàíà.Åñëè ω ∈ L∞(Ω), w ∈ W 2

r (Ω), òî �óíêöèÿ Φ(w,ω) ∈ Lr(Ω) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåòðåøåíèå v ∈ W 2
r (Ω), p ∈ W 1

r (Ω) ñèñòåìû Ñòîêñà (15). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ââåñòè îïåðà-òîð T : W 2
r (Ω) × W 1

r (Ω) → W 2
r (Ω) × W 1

r (Ω), êîòîðûé êàæäîé ïàðå �óíêöèé (w, q) ñòàâèò âñîîòâåòñòâèå ïàðó (v, p), ÿâëÿþùóþñÿ âìåñòå ñ �óíêöèåé ω ∈ H1(Ω)∩L∞(Ω) ðåøåíèåì çà-äà÷è (14), (15). Ïàðà (v, p) ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îïåðàòîðà T , åñëè è òîëüêî åñëè
u = v + uδ, p, ω � ðåøåíèå ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è (7)�(9). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùå-ñòâîâàíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè ïðèìåíèì òåîðåìó Ëåðå�Øàóäåðà. Èñïîëüçóÿ êîìïàêòíîñòüâëîæåíèé

W 2
r (Ω) ⊂ C1(Ω), W 1

r (Ω) ⊂ C0(Ω), H1(Ω) ⊂ L4(Ω), H1/2(Γ) ⊂ L3(Γ),íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà ñëåäà H1(Ω) → H1/2(Γ), à òàêæå ñëåäóþùóþ îöåíêó [9, 3, 7℄:
‖v‖2,s + ‖p‖1,s ≤ C(Ω, s)‖ − ν∆v + ∇p‖0,s

∀v ∈ V 2
s , p ∈ W 1

s (Ω),

∫

Ω
p dx = 0, s ∈ (1,∞), (17)íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îïåðàòîð T ñëàáî ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåâîäèò â ñèëüíîñõîäÿùèåñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî âñåâîçìîæíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ:

λT (v, p) = (v, p) (18)ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ïî λ ∈ [0, 1]. Óðàâíåíèå (18) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå
ε

∫

Ω
∇ω · ∇φdx +

∫

Ω
((v + uδ) · ∇)ω · φdx +

∫

Ω
F (p)ω · φdx =

=

∫

Γ1

gn(ω − ω0) · φds ∀φ ∈ H1, (19)
−ν∆v + ∇p = λΦ(v, ω) div v = 0 â Ω, v|Γ = 0, sup

x∈Ω
p = 0, (20)

Φ(v, ω) = −((v + uδ) · ∇)(v + uδ) + f + ν∆uδ + KM (ω × (v + uδ)).181



Èç ëåììû 1 âûòåêàåò
‖ω‖0,∞ ≤ max{|M |, |m|}, |M | =

√

M2
1 + M2

2 + M2
3 , |m| =

√

m2
1 + m2

2 + m2
3Òîãäà ñêàëÿðíî â L2(Ω), óìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå â (20) íà v, èñïîëüçóÿ �îðìóëó èíòå-ãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è òåîðåìó Ñîáîëåâà î âëîæåíèÿõ, ïîëó÷àåì

ν

∫

Ω
|∇v|2 dx ≤ δ‖v‖2

1 + C‖v‖1.Ñëåäîâàòåëüíî, ‖v‖1 ≤ C ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì δ. Çäåñü è äàëåå ÷åðåç C îáîçíà÷åíû ïîñòî-ÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò ε è λ. Òîãäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (17), êîòîðîå âåðíî ïðè ëþáîì
r ∈ (1,∞), è òåîðåìó Ñîáîëåâà î âëîæåíèÿõ, íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ öåïî÷êó îöåíîê

‖Φ‖0,3/2 ≤ C ⇒ ‖v‖2,3/2 ≤ C ⇒ ‖Φ‖0,2 ≤ C ⇒ ‖v‖2,2 ≤ C ⇒

⇒ ‖Φ‖0,r ≤ C ⇒ ‖v‖2,r ≤ C (Φ = Φ(v, ω)).Îöåíêà äëÿ v ïîëó÷åíà. Èç óðàâíåíèÿ (15) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî ‖∇p‖0,r ≤ C7, èç êîòîðîãî,à òàêæå èç óñëîâèÿ: supx∈Ω p = 0 ñëåäóåò ‖p‖1,r ≤ C. Òàêèì îáðàçîì, âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ(18) îãðàíè÷åíû ðàâíîìåðíî ïî λ ∈ [0, 1] (è ε > 0). Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 Ïóñòü uε ∈ W 2
r (Ω), pε ∈ W 1

r (Ω), ωε ∈ H1(Ω) � ðåøåíèåðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è (7)�(9). Èç îöåíîê (10), (11) âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäîâà-òåëüíîñòåé
uεk

→ u ñëàáî â W 2
r (Ω), ñèëüíî â C1(Ω),

pεk
→ p ñëàáî â W 1

r (Ω), ñèëüíî â C0(Ω),
ωεk

→ ω ∗-ñëàáî â L∞(Ω) ïðè εk → 0.Î÷åâèäíî, ÷òî u, p, ω óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (1) ïî÷òè âñþäó, ñîîòíîøåíèþ (4) è ãðà-íè÷íîìó óñëîâèþ u = g íà Γ. Èç (8) âûòåêàåò ðàâåíñòâî
εk

∫

Ω
∇ωεk

· ∇φdx −

∫

Ω
(uεk

· ∇)φ · ωεk
dx +

∫

Ω
F (pεk

)ωεk
· φdx +

∫

Γ1

gnω0 · φds = 0
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