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НАД ПОЛЕМ ИЗ 21 ЭЛЕМЕНТОВ1 

Исследуются параметры бент- и гипербент-функций (ГВ-функций) от п пе­
ременных над полем Р = ¥q из q = 2 г , I > 1, элементов. Каждая такая функция 
отождествляется с функцией F: Q —> Р, где Р < Q = ¥ q n . Последняя имеет 
редуцированное представление со следом F — т-Гр(Ф), где Ф(х) - однозначно 
определенный многочлен специального вида. Показано, что наиболее точное 
обобщение результатов о параметрах бент-функний со случая / = 1 на случай 
I > 1 получается, если вместо степени нелинейности функции рассматривать 
ее двоичный индекс нелинейности (в случае 1 = 1 эти параметры совпадают). 
Построен класс ГБ-функций, обобщающих двоичные ГБ-функции, найденные 
в [1], указан некоторый набор параметров q, п, для которых других ГБ-функций 
не существует. Введено понятие периода функции и установлена связь между 
периодами (гипер)бент-функций и их частотными характеристиками. 

Пусть Р = ¥q, q = 2 \ Рассматривается задача приближения произвольной функ­
ции / : Рп —> Р, f = f(x) = f(x\,...,хп), от п переменных функцией из некоторого 
ограниченного класса Л функций определенного вида. Пусть Q = ¥ q n ~ расшире­
ние поля Р степени п и а = (а\,..., ап) - некоторый базис пространства Qp. М ы 
отождествляем функцию / ( ж ) с функцией F: Q —> Р от свободного переменного 
х = а\Х\ + ... + а п х п на Q по правилу: F(x) = f{x\,...,хп) и называем эти функ­
ции соответствующими друг другу. Пусть /3 = (fix,... , / ? „ ) - базис, двойственный 
к базису а , т.е. 

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследо­
ваний (номера проектов 05-01-01018; 05-01-01048) и Совета поддержки научных школ при Прези­
денте РФ (номера проектов НШ-8564.2006.10; НШ-5666.2006.1). 

Часть результатов получена в ходе выполнения научно-исследовательских работ Академии 
криптографии РФ. 

§ 1. Основные определения 

(1.1) 

где tip(x) = х + xq + ... + xqTl 1 - функция "след", 5ц -
значения соответствующих функций связаны равенством 

дельта Кронекера. Тогда 

F{x) = f{\x%(&x),...,trP

}{pnx)). (1.2) 
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Пусть Na(F) = | { х G Q : F(x) = a G P}\. Для оценки эффективности замены 
функции F некоторым ее аналогом А : Q —> Р используется функция "согласие: 

аеР 

2 \ 2 

Заметим, что в [2] для этих же целей была использована функция "близость" 
S(F,A). Эти функции отличаются лишь нормирующим множителем: 

V(F,A) = ^JL=5(F,A). (1.4) 

Функция "согласие", на наш взгляд, предпочтительнее, поскольку она имеет более 
естественные границы изменения значений: 0 < V(.F, А) < 1, и ее значения в раз­
личных "критических" случаях имеют более наглядный вид. 

В наиболее хорошо изученном случае, когда Р = ¥2, для оценки степени близости 
функций F,Ae Р® принято использовать параметр 

A(F, A)=Yl { - l ) F { a ) - A { a ) = N0(F -A)-N1{F- A) (1.5) 

(см., например, [1, 3-5]) . Несложно вывести равенство 

v ( ™ - - £ 4 ! . (i.e) 

При этом вероятность V(F = А) совпадения значений функций при случайном рав­
новероятном выборе аргумента удовлетворяет соотношениям 

V(F = А ) - \ 
\&{F,A)\ = V(F,A) 

2 n + i 2 

Возможности аппроксимации функции F:Q—>P функциями из некоторого клас­
са А и возможности класса А приближать произвольную функцию из Р® характе­
ризуются, соответственно, следующими параметрами: 

V ( F , Л) = m a x { V ( F , А) : A G А} и VA = m i n { V ( F , А) : F G PQ}. 

В данной статье в качестве класса А аппроксимирующих функций рассматривается 
один из следующих. 

(i) Класс 7i = H o m z ( Q , Р) всех гомоморфизмов h: (Q,+) —> (Р, +)• Любой гомо­
морфизм h GH однозначно представляется в виде 

h(x) = tr^ hiX2^ , где ho,...,hi-i G Q. 

(ii) Класс Ai = A4(Q,P) всех собственных обобщенных мономиальных функций 
д: Q —> Р, т.е. функций вида 

д(х) = h(xk), i e Z ; M , heH. (1.7) 

В каждом случае нас интересуют те функции, которые наихудшим образом прибли­
жаются функциями из рассматриваемого класса. 
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Согласно [2, лемма 2] справедливо неравенство 

V ( W ) > < T \ A = | e Q . (1.8) 

В связи с этим, как и в случае q = 2, мы называем функцию F £ Р® и соответству­
ю щ у ю функцию / £ Рр бент-функцией, если 

V(F,H) = q-X, 

т.е. если любой гомоморфизм h: Q —> Р приближает функцию F наихудшим об­
разом. Это определение согласуется с известными определениями бент-функции 
(см. § 2 ) . 

Из условия (1.8) и включения И С М следует также неравенство 

V(M)>q-\ A = | e Q . (1.9) 

Назовем функцию F £ Р® и соответствующую функцию / £ Рр гипербент-
функцией {ГБ-функцией), если 

V ( F , M ) = < r \ 

т.е. если функция F одинаково плохо приближается всеми функциями вида h(xk), 
где/г £ 7т и {k,qn-l) = l. 

К настоящему времени уже имеется много работ различных авторов по указан­
ной тематике, и используемая в этих работах терминология не совсем однозначна. 
В связи с этим мы предваряем изложение собственных результатов обзорным пара­
графом. 

§ 2. Краткий обзор предшествующих результатов 
Понятие "бент-функции" для случая q = 2 ввели авторы работ [3, 4, 6]. В [4] 

сформулированы и доказаны основные свойства бент-функций и описаны два клас­
са таких функций. В [3, 6] установлена связь двоичных бент-функций с разност­
ными множествами, что позволило определить новые достаточно большие классы 
бент-функций и указать подходы к их классификации. Значительное количество ре­
зультатов о бент-функциях, в том числе с применением так называемого геометри­
ческого подхода, получено в [7-9]. Первый и важный для дальнейших исследований 
результат в этом направлении получили в 1962 г. Елисеев В.А. и Степченков О.П. 
(устное сообщение), а также автор работы [4]. 

Т е о р е м а 1. Если f(x) - двоичная бент-функция от п переменных, то п = 
= 2А - четное число и cleg / ^ А. 

Одновременно с изучением свойств и описанием классов булевых бент-функций 
проводились исследования их обобщений. В [10-12] рассматривались функции от 
п переменных, заданные на конечной циклической группе Z / m . Бент-функции в 
этих работах определялись как функции, для которых коэффициенты Фурье (ко­
эффициенты разложения функции по базису характеров) за исключением тривиаль­
ного (соответствующего единичному характеру) имеют равные модули. С исполь­
зованием свойств круговых полей описаны некоторые характеристики и построены 
классы бент-функций над кольцом вычетов. 

В работе [13] понятие бент-функции обобщено на случай функций над произ­
вольным конечным полем Р = ¥q. Здесь функция / ( ж ) над Р от п переменных 
рассматривается как функция от равномерно распределенной случайной величи­
ны х и называется бент-функцией, если для произвольной линейной функции а(х) 
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характеристическая функция случайной величины / ( ж ) + а (ж) принимает во всех 
ненулевых точках значения, равные по модулю q~n/2. Обобщается критерий Ротха-
уза [4] и описываются все бент-функции над Р степени 2. 

В работе [14] предыдущие два определения вновь были обобщены. Авторы [14] 
рассмотрели отображение произвольной конечной абелевой группы в группу ком­
плексных чисел, равных по модулю единице. Бент-функцией вновь была названа 
функция, для которой модули коэффициентов разложения по базису характеров 
равны между собой. Такое определение совпадает с данными ранее определениями 
в частных случаях (булевы функции, функции на кольце вычетов и на конечном по­
ле), если вместо самих функций рассматривать их характеры в группу всех корней 
из единицы. Получен ряд обобщающих свойств и построены классы бент-функций. 

Наиболее общий подход к определению бент-функции предложен в работе [2]. 
Здесь рассматриваются функции F: X —> Y, где X и Y - произвольные абеле-
вы группы. Исследованы различные подходы к определению бент-функции и по­
казано, в каких случаях определения эквивалентны. Следуя традиции, собственно 
бент-функцией вновь названа функция F, имеющая равные коэффициенты Фурье 
в разложении характеров функции F по группе характеров группы X. Кроме то­
го, введен класс абсолютно негомоморфных функций, т.е. функций F, для которых 
F(x+a)—F(x) - равномерная функция для каждого а ф О, а также класс минималь­
ных функций, т.е. отображений, максимально удаленных в смысле функции близо­
сти 5 (см. выше) от класса Hom(X,Y) всех гомоморфизмов из X в Y. Показано, 
что классы абсолютно негомоморфных функций и бент-функций всегда совпадают, 
а также что в случае X = (Z/p)k, к е N, р - простое, любая бент-функция являет­
ся минимальной и функция 6 принимает значение, соответствующее значению q~x 

функции V . В случае же р = 2 классы минимальных и бент-функций совпадают. 

Из приведенного обзора следует, что в рассматриваемом нами частном случае, 
описанном в § 1 , введенное определение бент-функции совпадает со всеми описан­
ными выше определениями. Уточним некоторые формулировки в этом случае. 

Напомним, что характером группы (Р,+) называют любой ее гомоморфизм в 
мультипликативную группу (С*, •) поля комплексных чисел. Ввиду условия char Р = 
= 2 множество всех таких характеров есть мультипликативная группа 

Н0Ш(Р, С*) = [r,a(y) = (-l)^s(av) . а € р j ; 

где S = %2 - простое подполе поля Р и tig(x) - след из поля Р в подполе S. 
Следуя [2], характерами функции F: Q —* Р будем называть отображения rjaF: Q —> 
—> С*, а 6 Р. При описании свойств функции F оказываются полезными разложения 
Фурье ее характеров по группе характеров H o m ( Q , С*) , которые имеют вид 

naF{x)=Y,ClaFXa{x), Ха(х) = ( - l ) t r ? ( - ) . (2.1) 

Здесь C2"F € С - коэффициент разложения, который называется коэффициентом 
Фурье функции F и выражается через F по формуле 

При этом согласно [2, предложение 6] для любого a <G Р выполняется неравенство 
m a x | C 2 a F | — <7~Л> и справедлива 

Т е о р е м а 2. Для функции F : Q —> Р следующие утверждения равносильны: 
(а) F - бент-функция; 
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(b) rjaF - бент-функция для каждого а £ Р*; 
(c) max |C2° F | = q ~ x для к а ж д о г о а £ Р*; 

(d) \C^F\=q~x для ecexa£Q, а£Р*; 

(e) \C2°F\ = \CftF\ для всех a,/3£Q,a£ Р*. 

Отметим, что в большинстве работ, посвященных бент-функциям, за их опреде­
ление принимается одно из свойств (d) или (е) . Определение бент-функции, данное 
в § 1, представляется нам более привлекательным прежде всего ввиду его простоты, 
поскольку оно не требует предварительного знания аппарата характеров групп. 

Из результатов [13, теорема 2; 14, теорема 1; 2, теорема 3] следует наиболее полное 
обобщение критерия Ротхауза на случай отображения F произвольных абелевых 
групп Q и Р. 

Т е о р е м а 3 (критерий Ротхауза). Функция F: Q—+P является бент-функцией 
тогда и только тогда, когда для любой константы c£Q* функция F(x + c) — F(x) 
равномерна. 

Будет полезен следующий результат работы [13]. 

Т е о р е м а 4 ([13]). Функция F: Q —• Р является бент-функцией тогда и толь­
ко тогда, когда для любого элемента b £ Р* функция tvP(bF(x)) £ является 
бент-функцией. 

Отметим также, что многими авторами рассматривались бент-функции с рядом 
дополнительных свойств, в частности, гипербент-функции. Заметим, что первона­
чально данный термин был введен в [15] для обозначения функций, сохраняющих 
принадлежность к классу бент-функций при любой фиксации к переменных. Одна­
ко позднее таким термином стали называть булевы функции, одинаково удаленные 
от класса М. = M(Q, Р) всех собственных обобщенных мономиальных функций 
(см. § 1). Впервые в такой постановке задача описания функций появилась в [1], где 
был предложен первый и пока единственный при п > 4 класс двоичных гипербент-
функций (см. ниже теорему 9) . В настоящее время к такому пониманию гипербент-
функции пришел и автор работы [15] (см. [16]). 

В данной статье описаны новые свойства бент- и гипербент-функции над полем 
четной характеристики, связанные с полиномиальным представлением таких функ­
ций и периодами функций. 

§ 3. Основные результаты 
3.1. Полиномиальные представления функций. Для любой функции / : Рп —> Р 

существует единственное полиномиальное представление, в котором каждый моном 
содержит переменные в степенях, не превосходящих q — 1: 

f(x) = f(xu...,xn) = aki-knxkl ...xfr. (3.1) 
fci,...,fc„GO,g-l 

Это представление называется приведенным полиномиальным представлением и 
степень полинома в его правой части называется степенью (нелинейности) функ­
ции / и обозначается символом deg / . Помимо этого параметра при I > 1 представ­
ляется весьма интересным двоичный индекс нелинейности функции, определяемый 
следующим образом. 

Для произвольного числа т £ No с двоичным разложением m = т о + 1т\ + ..., 
rrii £ { 0 , 1 } , определим двоичную норму равенством ЦтаЦг = Шо + mi + ... Назовем 
двоичным индексом нелинейности функции (3.1) число 

i n d 2 / = m a x { | | f c i | | 2 + •. • + \\kn\\2 : ( f c b . . . , f c „ ) e 0,q - 1 cfel...fen ф 0 } . 
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Заметим, что в случае 1 = 1 справедливы соотношения i n d 2 / = d e g / < п, а при 
I > 1 имеют место неравенства i n d 2 / < nl, deg / < п(21 — 1). 

Изучение параметра i n d 2 / вместо deg / позволяет получить более эффективные 
ограничения на классы бент- и гипербент-функции, представляющие собой есте­
ственные обобщения результатов для случая q = 2. 

Полученные результаты основаны на изучении приведенного представления 
функции F, соответствующей / . Для любого с £ Z положим 

р(с) = / v _ ! ( c ) е 1 , 9 " - 1 = { 1 , 2 , . • •, qn - 1 } , р(с) = c (mod qn - 1) . 

Для fc G l,qn — 1 положим 

М ( / с ) = pf (к) = min {к, p(kq),p(kqn~1)} . 

Определим множество М = Mq как совокупность всех различных чисел р(к) для 
к £ l , g n - 1. 

Зафиксируем примитивный элемент в & Q. Для каждого к £ М определим Qk = 
— Р(вк) < Q и зафиксируем элемент £fc £ Q, так что tiQfc(£fc) = е, где tiQk(x) = 

n( fc ) — 1 

= х + xqk + ... + xqk - след из поля Q в поле Qk = Vqk, п(к) = [Q : Qk}-

Т е о р е м а 5 ([17]). Для любой сохраняющей ноль функции F £ существует 
единственное представление в виде 

F(x)=ti^{x)), $(x)=J2ckZkXk, ck&Qk, keM = Mf. (3.2) 
кем 

Представление (3.2) называется приведенным представлением (со следом) для 
F(x), а многочлен Ф(х) - редуцированным многочленом, представляющим F(x) (со 
следом). При условии (3.2) определим носитель многочлена Ф(х) равенством 5(Ф) = 
= {к £ М : Ск ф 0 } и его двоичный индекс нелинейности ind 2 Ф(х) - равенством 

ind 2 Ф(х) = max{ | | / c | | 2 : к £ 5 ( Ф ) } . 

Аналогично определяем двоичный индекс нелинейности ind 2 F(x) многочлена 

F(X) = J2 a i X % : 

i=0 

ind2F(x) = т а х { | | г | | 2 : i £ S(F)}. (3.3) 

Ниже будет доказана 

Т е о р е м а 6. Двоичные индексы нелинейности многочлена / ( ж ) и соответст­
вующего ему многочлена F(x), имеющего приведенное представление (3 .2) 7 удов­
летворяют равенствам i n d 2 / = i n d 2 F = i n d 2 $ . 

3.2. Свойства бент-функций. 
Т е о р е м а 7. Пусть q = 21, и f(x) £ Р[х\,... ,хп] - бент-функция. Тогда 
(a) п > 1; 
(b) In - четное число; 
(c) Если п = 2\>2, где Л £ Q, то 2 < ind/(a?) < ZA; 
(d) Степень нелинейности функции / удовлетворяет условиям 

2 < deg / < n(q — y/q), а если I нечетно, то deg / < п (q %=\/ч~ 
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Если i nd / = IX, I > 1, п > 2, то 

deg / > n(^/q — 1), а если l нечетно, mo deg / > n ^ ^ ~ ^ v ^ ~ 

(e) При условии (с) для любого а € Р имеет место равенство Na(f) = qn~l + 
+ qx~1na, где па - нечетное число из интервала — (q — l),q — 1, причем 

п - = о- ( 3 - 4 ) 
аеР 

Заметим, что если q = 2, то deg / = ind / . Утверждения (b) , (с) теоремы 7 показы­
вают, что использование параметра ind / (вместо deg / ) позволяет сформулировать 
точное обобщение теоремы 1 со случая / = 1 на случай I > 1. 

Здесь уместно напомнить следующий результат, обобщающий результат рабо­
ты [4], относящийся к случаю 1 = 1. 

П р е д л о ж е н и е 1 ([17]). Для п = 2А, А € N, и для любого многочлена д(х\,... 
..., х\) над Р любая функция 

f(x)= ^2 bj(xix\+i + ...+хххп)2:> +g(x1,...,x\), (3.5) 

такая что многочлен L(z) = bjZ23 задает подстановку на Р, есть бент-
функция. jeo,i-i 

Отсюда видно, что оценка индекса нелинейности бент-функции в теореме 7, (с) 
достижима при любых А, / ё N. 

Пусть F: Q —* Р , Р ( 0 ) = с. Для фиксированного выше примитивного элемента в 
поля Q последовательность 

и{%) = F ( ( f ) , i 6 N 0 , (3.6) 

над Р назовем в-представлением функции F. В совокупности с условием Р ( 0 ) = с 
последовательность и определяет функцию F однозначно. Это - реверсивная после­
довательность периода t, где t \ (qn — 1) = ord#. Назовем t периодом функции F(x) 
(и функции / ) . 

Т е о р е м а 8. Пусть q = 2l, п > 2 и F(x) - бент-функция периода t. Тогда 

t > qx - 1. (3.7) 

qn - 1 
Более того, если п = 2А > 2, A G N, и либо I = 1, либо I > l,t < , то для 

q-2 
некоторых £ € {—1,1} и с е Р выполняются соотношения 

F(0) = c, Nc{F)=qn-1-e(q-l)qx-1 и V a e P \ { с } : Na(F)=qn~1+eqx~1, (3.8) 

(qx - e ) \ t . (3.9) 

С целью проверить все ли значения параметров Na(F), приведенные в теореме 8, 
встречаются для булевых функций, был проведен следующий эксперимент на Э В М . 
Были рассмотрены все булевы бент-функции, сохраняющие ноль, от п = 4 пере­
менных. Все такие функции имеют степень нелинейности 2, и их общее количество 
равняется 448. Среди них содержатся гипербент-функции, построенные в работе [1], 
а также отличные от них гипербент-функции, найденные в работе [5]. При п = 4 
существуют бент-функции всех возможных значений периода за исключением 1. 
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Число бент-функций, сохраняющих ноль, от четырех переменных периода 3 равно 
трем, периода 5 равно десяти, периода 15 равно 435. Вес бент-функций периода 3 
равен 10, а периода 5 равен 6, что согласуется с результатами теоремы 8. При этом 
среди бент-функций периода 15 (максимального периода) существуют бент-функции 
как веса 6, так и веса 10. При этом число сохраняющих ноль бент-функций перио­
да 15 и веса 6 равно 270, а веса 10 равно 165. 

Все бент-функции от четырех переменных, сохраняющие ноль и имеющие пери­
од 5, совпадают с гипербент-функциями, построенными по алгоритму работы [1]. 
Все бент-функции от четырех переменных, сохраняющие ноль и имеющие период 3, 
являются гипербент-функциями, найденными в работе [5]. Также часть найденных 
в работе [5] гипербент-функции от четырех переменных имеет период, равный 15, 
и вес, равный 6. 

3.3. Свойства гипербент-функции. Во второй части работы исследуются возмож­
ности аппроксимации произвольной функции F функциями из класса АА = - M ( Q , Р) 
всех собственных обобщенных мономиалъных функций из Q в Р, в связи с чем опи­
сываются некоторые классы ГБ-функций (см. § 1). 

Существование ГБ-функций доказывает следующий результат, обобщающий ре­
зультат работы [1], полученный для q = 2. Пусть q = 21, п = 2Л, А ё N. Имеем 
разложение группы Q* в прямое произведение подгрупп: Q* = R*xV, где R = F ? A , 
V - циклическая группа порядка qx + 1. Для любой функции F: Q —> Р обозначим 
через Na(F \ V) число решений уравнения F(x) = а в множестве V. 

Т е о р е м а 9. Пусть функция Н: V —• Р такова, что для некоторого d € Р 

Nd{H | V) = qx~l + 1, Na(H I V) = q x - \ если a e P \ {d}. (3.10) 

Тогда функция F: Q —> P, определяемая условиями 

F(0) = d, F(x) = tf ( z ^ - 1 ) для x ф 0, (3.11) 

есть гипербент-функция. 

Будем в дальнейшем называть ГБ-функции, удовлетворяющие условию теоре­
мы 9, функциями типа YG или YG-функциями. 

Попытки расширить класс ГБ-функций при qn > 16 не дали пока результатов, 
но привели к еще одной характеризации функций типа Y G . 

Т е о р е м а 10. Для бент-функции F: Q —> Р следующие условия эквивалентны: 
(a) F есть ГБ-функция типа YG; 
(b) Период функции F равен qx + 1; 
(c) Все числа из носителя 5 (Ф) редуцированного многочлена Ф{х), представля­

ющего F(x) равенством (3.2), делятся на г = qx — 1. 

Введем обозначение: 

Mf (s) = {ke Mf : V и £ Цп_г \\p{ka)\\2 = s} . (3.12) 

Согласно [5] в случае q = 2, п = 2Л, А € N, ГБ-функция F вида (3.2) удовлетворяет 
условию 

S ( $ ) C M f ( A ) . (3.13) 

Этот результат полностью обобщается на случай q = 21 > 2. 

Т е о р е м а 11. Пусть q = 2l, п = 2А, A G N, и F: Q —> Р есть ГБ-функция, 
сохраняющая ноль. Тогда 
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(a) При условии (3.2) носитель функции Ф удовлетворяет условию 

S@)CMf(l\), (3.14) 

т.е. многочлен F однозначно представляется в виде 

F(x)=tr^(x)), Ф(х)= c ^ k , c k £ Q k , k£Mf(lX); (3.15) 

fc€M*"(ZA) 

(b) Справедливы равенства 

nl 

md2f(x) = i n d 2 F ( x ) = ша2Ф(а;) = XI =—; (3.16) 

(c) Если период F равен qx — 1, то IX - четное число. 

В связи с результатом теоремы 11, (а) представляет интерес описание множества 
Mq (IX) или оценки его мощности. Прежде всего покажем, что задача сводится к 
описанию чисел из М|" ( IX) , делящих qn — 1. 

Будем называть элементы k,m £ (IX) ассоциированными и писать к ~ т, 
если т = р(ка) для некоторого а £ Z * „ _ 1 . Отношение ~ есть отношение эквива­
лентности на М|"(IX). Пусть [А;] - класс чисел из М|" ( IX) , ассоциированных с к. 

Т е о р е м а 12. Пусть q = 2l, п = 2Х, X&N. Если keMf (IX) и о1 = НОД(к^п - 1), 
то d £ [к], и d - единственный делитель числа qn — 1, принадлежащий классу [к]. 
Пусть Д | (IX) - множество чисел d £ Mq (IX), делящих qn — 1. Тогда 

Mf(lX)= (J [d]. 

d€Df(l\) 

С л е д с т в и е , (а) Если все числа из множества Mq (IX) делятся на qx — 1, то 
все ГБ-фунщии F: Q —> Р являются YG-функциями. 

(Ь) Если все делители d числа qn — 1, удовлетворяющие условию | |d | | 2 = IX, 
делятся на qx — 1, то любая ГБ-функция F: Q —> Р (и любая функция F: Q —+ Z 2 ) 
является функцией типа YG. 

Здесь уместно напомнить следующий результат. 
Т е о р е м а 13 ([5]). Пусть п = 2 Л > 4 ы р = 2 Л — 1 - простое число, тогда все 

элементы множества М | (А) делятся на р и все сохраняющие ноль ГБ-функции 
от п аргументов суть функции типа YG. 

Следует отметить, что в [16] имеется похожий результат, но там тот же вывод, 
2 А + 1 

что и в теореме 13, делается при дополнительном (и излишнем) условии: — 
О 

простое число. Результаты работы [16] получены независимо и основаны на приме­
нении математического аппарата алгебраической теории кодирования. 

Следующее предложение представляет собой обобщение на случай q = 21 > 2 
свойств множества М | (IX), полученных в работе [5] для q = 2. 

Т е о р е м а 14. Пусть q = 2х, п = 2Х, X'£ N. Тогда 

(а) Для любого натурального делителя s числа А справедливо включение 

f^jeMf^A), (3.17) 
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в частности, 

(b) Для любого a €l,qx выполняется включение p((qx — 1)а) G Mf (IX); 

(c) Если t e N \ {1}, m = l + qn + ... + g^" 1)", то 

mMf (IX) <Z Mf (tlX); (3.18) 

(d) Множества Mf (IX) и М | (IX) связаны соотношением 

Mf (IX) = {и£(24) : к е Mf (IX), i е Oj^l}. (3.19) 

Непосредственный перебор делителей чисел 2™ — 1 для четных значений п < 500 
с использованием следствия и теорем 12, 13 позволил построить серию пар чисел 
(q,n), для которых все ГБ-функции имеют тип Y G (см. таблицу). Для перебора 
применялись разложения на простые множители из [18]. При этом для сокращения 
перебора использовался также следующий результат. 

Таблица 
Пары чисел (q, п), п четно и п < 500, для которых все ГБ-функции имеют тип YG 

iog 2 g п log2<J п b g 2 9 п b g 2 g п log2<7 п b g 2 9 п 
1 6 1 106 1 218 1 386 3 98 13 38 
1 10 1 114 1 250 1 394 3 118 17 10 
1 14 1 118 1 254 1 398 3 122 19 6 
1 18 1 122 1 266 1 422 3 158 19 14 
1 26 1 130 1 274 1 434 5 10 19 26 
1 34 1 134 1 278 1 454 5 26 21 14 
1 38 1 142 1 294 1 458 5 34 25 10 
1 42 1 146 1 298 1 466 5 50 31 6 
1 50 1 158 1 302 1 474 7 6 31 14 
1 54 1 170 1 314 1 482 7 14 49 6 
1 58 1 178 1 326 1 494 7 38 59 6 
1 62 1 186 1 334 3 6 7 42 61 6 
1 74 1 194 1 338 3 14 7 62 79 6 
1 82 1 202 1 354 3 18 9 6 
1 94 1 206 1 362 3 38 13 10 
1 98 1 214 1 366 3 62 13 26 

Будем говорить, что и - нестандартный делитель числа 2 2 А —1, если и | ( 2 2 А —1), 
ЦиЦг = А и ( 2 Л — 1) { и. Очевидно, наличие нестандартного делителя исключает мно­
жество М | n(tlX) из совокупности множеств, удовлетворяющих следствию из теоре­
мы 12. Предлагается следующий метод "размножения" множеств с нестандартными 
делителями. 

Т е о р е м а 15. Пусть и - нестандартный делитель числа 2 2 Л —1, к - нечетное 
натуральное число. Тогда существует нестандартный делитель и, числа 22>tX — 1. 
Более того, если и е М 2 Л ( А ) , то и можно выбрать в М2Х(яХ). 

§ 4. Доказательства 

4.1. Доказательства теорем 5, 6. Для автономности чтения приведем короткое 
доказательство теоремы 5. Рассмотрим 9-представление (3.6) функции F (функ-
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ции / ) . Ввиду условия Р ( 0 ) = 0 последовательность и задает функцию F однознач­
но. Из свойств линейных рекуррентных последовтельностей, изложенных, напри­
мер, в [19,20], получаем, что так как и - реверсивная последовательность, период 
которой делит qn — 1 = ord 0, то она однозначно раскладывается в сумму линейных 
рекуррент над Р с неприводимыми характеристическими многочленами, степени 
которых делят п. Для каждой рекурренты v из последней суммы существуют един­
ственные к G М и Cfc G Qk, такие что 

v(i) = tv^(ck(ekY) = ̂ %кШ)к)-
Таким образом, последовательность и однозначно представляется в виде 

и(г) = F{P) = tr&Cfc&W). (4.1) 
кем 

Так как в - примитивный элемент поля Q, то последнее равенство означает, что 
многочлен F(x) удовлетворяет равенству (3.2) для всех ненулевых х € Q. Спра­
ведливость (3.2) для х = 0 очевидна. Остается заметить, что, наоборот, из (3.2) 
следует (4.1). Теорема 5 доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 6. Из (3.2) следует, что многочлен F(x) есть 

сумма мономов вида с\ xkq , где к G М, г G 0, tk — 1, tk — мощность циклотомического 
класса {к, p(kq),...}, порожденного числом к, т.е. порядок элемента q в мультипли-

qn -1 * i 
кативной группе кольца вычетов по модулю j—^—TTv Очевидно, ind 2 (c^ x k q ) = 

(qn — 1, к) 
= ind 2 (cfc£ f e ) , откуда в силу определений следует равенство i n d 2 F = пк! 2 Ф. 

По определению функция / получается из F заменой каждого монома G(x) = 

( V 
= bxm на многочлен д(х\,... ,хп) = Ъ I хзаз ) • П Р И этом, если i n d 2 G = t, то 

т = 2*1 + . . . + 2 i { и 

g(xi,...,xn) = b j Y (хзаз)2П 

Отсюда легко видеть, что ind2<ji < t, и поэтому i n d 2 / < i n d 2 P = t. 
Докажем обратное неравенство. Из (1.2) следует, что многочлен F получается 

заменой переменных X i = tip (fax) в каждом мономе д(х) = dxkl... х к п многочле­
на / . Пусть ind 2 g = t. Тогда д(х) можно представить в виде д(х) = dxf^ ... xf*, 
где индексы i\,...,it не обязательно различны и г\,..., rt s 0,1 — 1. После замены 
переменных моном д превращается в многочлен 

G(x) = d (tT$(falX)2T1) ... (txQ

P(fatx)2Tt) = 

=d( ^({зчхгА...( 
\ s 6 0 , n - l / \ s S 0 , n - l 

Отсюда видно, что ind 2 G(:r) <t = md2g(x), и следовательно, i n d 2 F ( x ) < md2f(x). 
Таким образом, i n d 2 F ( x ) = i n d 2 / ( c c ) . A 

4.2. Доказательство теоремы 7. (а) Если n = 1, то Q = P. Для любой константы 
с G Р* функция G(x) = F(x + с) — F(x) есть отображение G : Р —• Р. Ввиду условия 
charP = 2 функция G(x) принимает одно и то же значение в двух различных точках: 
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G(0) = G(c ) = F ( c ) + F(Q). Следовательно, функция G(x) не равномерна, и по 
теореме 3 F(x) - не бент-функция. 

(Ь) Если F - бент-функция, то ввиду теоремы 2, (a), (d) и равенства (2.2) имеем 

Y naF{x)xa{x) 
xeQ 

Согласно (2.1) правая часть последнего равенства есть сумма чисел, равных ± 1 . 
Следовательно, qx = - целое число, т.е. 2 | In. 

(c) Пусть по-прежнему S = Z 2 - простое подполе поля Р и e i , . . . , е/, 7 1 , . . . , 7; -
пара взаимно двойственных базисов пространства Pg: 

t r£(£i7 j ) = % е , i,j G 1,Л (4.2) 

Для каждого х Е Q имеет место разложение 

i 

F(x) = YljFj(x), (4-3) 

где Fj(x) G При этом 

^(х) = 1тР(е^(х)), j G TJ. (4.4) 

Действительно, ввиду (4.2) справедливы равенства 

trf (SJF(X)) = tvp ^ = E t r s ( е * 7 * В Д ) = 

г 

= ^ F i ( a : ) t r f ( е л - 7 * ) = - В Д -
i = i 

Так как по условию теоремы F(x) - бент-функция, то из (4.4) по теореме 4 следует, 
что каждая из функций Fj(x) = tr^ (SJF(X)) есть бент-функция на Q со значениями 
в 5 = G F ( 2 ) , и по правилу, указанному в § 1, ей соответствует булева бент-функция 
fj(y) от nl = [Q : 5 ] переменных у = (уг,... ,ynt). Так как i n d 2 / j = deg fj, то 

Til Til 

по теореме 1 i n d 2 / j < —-, и по теореме б ind 2F., < — . Теперь из (4.3) следует 

nl 
неравенство i n d 2 F < — : так как функция F(x) является линейной комбинацией 

nl 

функций индекса нелинейности не выше — , то ее индекс нелинейности также не 

nl 
превосходит — . 

(d) Пусть моном ж " 1 . . . х^п входит в разложение функции / в виде многочлена 
из P[xi,..., хп] с ненулевым коэффициентом. Пусть d = а\ +... + о „ , S = | |a i | | 2 + . . . 
. . . + | | а п | | 2 . Достаточно доказать, что параметр d при соответствующих условиях 
на S удовлетворяет неравенствам, которые указаны в теореме 7, (d) для deg / . 

Рассмотрим двоичные разложения a,j = a,jo + a j i2 + ..-. + a,j, ; - i 2 ' _ 1 чисел a3 для 
всех j G 0, n — 1. Тогда 5 = a M + a n + . . . + a„ , При условии 5 < IX среди чисел 
я ю , a n , • • •, a-ni-i есть не более IX единиц, при этом максимум числа d достигается, 
когда эти единицы сосредоточены в старших разрядах чисел a,j, j G 0, п — 1. При 

26 



условии S = IX число d достигает минимального значения, когда указанные единицы 
сосредоточены в младших разрядах чисел а3, j £ 0, п — 1. 

i) Пусть / = 2t четно. Тогда 5 < tn, и число d достигает максимального значения, 
когда для каждого j € 1, п выполняются равенства a2i = 1, если г € t, I — 1, и = О 
в остальных случаях. Тогда а3= 21 — 2Ь = q — ̂ fq, j 6 1,п, и 

d = n{q- y/q). 

Если 5 = IX, то число d достигает минимального значения, когда а3 = 2* — 1 = 

= уД~ 1, 3 6 и 

d = n(y/q- 1). 

и) Пусть теперь / нечетно. При I = 1 выполняется q = 2, d e g / = пкЬ/ < — = 

= п (я - ^ ^ V ^ ' т - е - теорема верна. Пусть I = 2t + 1 > 1. Тогда A G Z , S < IX = 

= + А, и число d принимает наибольшее значение, когда для каждого j € 1,п вы­
полняются равенства a3i = 1, если г € i,l - 1, и например, для s € 1, А выполняются 
равенства aStt-i = 1, а остальные коэффициенты а,-, равны нулю. В таком случае 

a j = 2 l - 2 t = q--^=^q, J 6 U 

о,- = 2 ' - 2 * + 1 = 9 - - ^ ^ 9 , j е А + 1,п, 

^ А ( 9 - ^ + 9 - ^ ) = п ( 9 - ^ 

Если 5 = ZA, то число d принимает наименьшее значение, когда, например, 

о,- = 2 t + 1 - 1 = yft^q - 1, j € ТТЛ, 

a J - = 2 i - l = - ^ > / 9 - l ) j e A + l . i 

В таком случае 

3 
d = п 

2у/2 у/Я-1 

(е) Значения чисел Na(f), а £ Р, следующим образом выражаются через коэф­
фициенты Фурье функции / : 

Na(f) = Я п - 1 1 + Vb(a)CZbf 

Ь€Р\{0} 
(4.5) 

Действительно, справедливы равенства 

N°W = l £ £%/(<*№) = Е Vbfia)=qn-1Y^Cobf-

Отсюда, учитывая равенства щ{а) = С^0* = 1, получаем (4.5). 

аеРп ьеР * ьеР а е Р " ьеР 

'о/ 
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Из (4.5), учитывая теорему 2, (a), (d) , получаем 

/-iVbf 

Na(f)=qn-1 + « А ~Ч, , где па= Y, ^Wb, db = - ^ j - . (4.6) 

Так как df, G {—1,1}, то па - сумма q — 1 слагаемых из множества {—1,1}, т.е. 
нечетное число из интервала — (q — l),q — 1. 

Равенство (3.4) следует из (4.6) и очевидного равенства Na{f) = qn-
аеР 

4.3. Доказательство теоремы 8. Если t = qn — 1, то неравенство (3.7) верно. Да-
qn - 1 

лее полагаем, что d = — - — > 1. Пусть элемент а G Р встречается va раз на цикле 
u[0,t — 1] последовательности и. Тогда он встречается на отрезке u[0,qn — 2] по­
следовательности и длины qn — 1 ровно dva раз. Отсюда, используя результат тео­
ремы 7, (е) , получаем, что если F(0) =• с, то 

Nc{F) = dvc + l = qx-1{qx+nc), Va £ Р \ { с } : 7V a (F) = aV a = ^ " V + гг а ) . (4.7) 

Так как g A _ 1 = 21^х~1\ то нечетное (по построению) число d должно делить qx + na. 
Следовательно, для некоторого целого положительного га выполняется равенство 

dra = qx + na. (4.8) 

Так как по теореме 7, (е) все числа па нечетны, то из (3.4) следует существование 
элемента Ь G Р со свойством щ < 0. Если можно выбрать 6 ф с, то для щ выполня­
ется (4.8), откуда 

(qn - 1) qn - 1 g™ - 1 A 

g A 4- ггь g A + д л - 1 

Если же пс < 0 и для всех a G Р \ { с } выполняется условие па > 0, то пс 

= —(g— 1), ипа = 1 для любого a ^ с. В этом случае —̂-—J < q + 1 ввиду (4.8). 
Неравенство (3.7) доказано. 

Для доказательства (3.8) достаточно показать, что значения па одинаковы для 
всех a е Р \ { с } . Действительно, если ггш = nv для любых u,v £ Р \ { с } , т о из (3.4) 
следует, что пс = — (д — 1 ) п и , а так как гга G — (д — 1),д — 1 для любого a е Р , то 
пс = —e(q — 1), и для всех a G Р \ { с } выполняется равенство па = е, где £ G {—1,1}-

Пусть существуют u,v G Р \ { с } , такие что п и 7̂  п „ . Заметим, что d | ( n u — nv) 
ввиду (4.8). Если пи = —nv, то d |2n u . Но d - нечетное число, значит, d \ п и , и ввиду 

, . qn - 1 
(4.8) получаем d | д Л . Отсюда d = l , и f = g" - 1 > —, что противоречит 

g — 2 
условию. 

Пусть элементы u,v G Р \ { с } удовлетворяют условию пи Ф env при любом 
£ £ { - 1 , 1 } . Тогда, ввиду теоремы 7, (е), I > 1. Так как d | (пи - nv) и d - нечетное 

число, а по теореме 7, (е) (пи — nv) - четное число, то d | _ Учитывая, что 

ггщ и п„ - нечетные числа из интервала [— (g — 1), д — 1], получаем, что < 

< - — ^ — - — q _ 2, и следовательно, d < g — 2. Так как d нечетно, т о d < g — 2, 

qn - 1 
и i > . Противоречие. Соотношения (3.8) доказаны. 

д - 2 
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Остается заметить, что ввиду (4.8) справедливо соотношение d \ (д + е ) , из 
qn - 1 

которого ввиду условия t = — - — следует (3.9). 

4.4. Доказательство теоремы 9. 
П р е д л о ж е н и е 2. Функция F: Q —> Р является гипербент-функцией тогда 

и только тогда, когда F - бент-функция и для любого а G Ъ*чП_х функция F{xa) 
является бент-функцией. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению F(x) - ГБ-функция, если для любого гомо­
морфизма групп h: (Q, + ) —> (Р, + ) и для любого k G справедливо равенство 
\7(F(x),h(xk)) = q~x. Очевидно, если a G - элемент, обратный к к, то за­
мена переменных у = хк дает равенство F(x) + h(xk) = F(ya) + h(y), означающее, 
что V(F(xa),h(x)) = \7(F(x),h(xk)). Таким образом, первоначальное условие рав­
носильно условию V(F(xa), h{x)) = q~x для любых h: (Q, +) —> (Р, + ) и и G Z * n - 1 . 
В частности, при а = 1 последнее означает, что Р(ж) - бент-функция. А 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 9. Заметим, во-первых, что если F(x) - ГБ-
функция, то F{x) — d является ГБ-функцией для любой константы d G Р , так 
как из (1.3) следует, что для любой функции A: Q —> Р справедливо равенство 
V(F(x) — d,A(x)) = \7(F(x),A(x)). Таким образом, теорему 9 достаточно доказать 
для случая, когда в ее формулировке d = 0. 

Во-вторых, если F(x) = H(xr), г — qx — 1, - функция, удовлетворяющая условию 
теоремы 9, то для любого a G Z* „_ 1 функция F{xa) имеет вид F{xa) = На(хг), где 
На(х): V —> Р - функция, определяемая равенством i?CT(a;) = Н(ха) и так же, как 
Н(х), удовлетворяющая условию теоремы 9. Теперь, ввиду предложения 2, ясно, 
что для доказательства теоремы 9 достаточно доказать 

П р е д л о ж е н и е 3. Любая функция F: Q —> Р, сохраняющая ноль и удовлетво­
ряющая для ненулевых х G Q равенству F{x) = Н{хг), где Н: V —> Р удовлетво­
ряет условиям 

NQ(H | V) = д Л - 1 + 1, NA(H\V) = q x - \ если a G Р*, (4.9) 

есть бент-функция. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как Р - поле характеристики 2, то F - h = F + h и 
параметр \7(F,h) можно представить в виде 

Требуется доказать, что выполняется равенство 

V ( F , / i ) = g - \ 

Здесь и далее используется следующее свойство характеров щ 

V a G P : ^ Г 7 Ь ( а ) = q5afi. 

(4.10) 

(4.11) 



Для произвольного с 6 Р , пользуясь (4.11), получаем равенства 

NC(F + К) = ] Г - ( Y Vb(F(x) + h{x) + с) ) = 

= \ Л £ Vb(F(x) + с) Vb(h(x)) = 60,с + - Y + с) т(Цх)), 
qbePx€Q ^ xeQ* ьеР 

где до,с - дельта Кронекера. Отсюда, пользуясь разложением Q* = R* х V и условием 
ут = е для у £ R*, получаем 

NC(F + Н) = 60,С + ^Т,Т, 1ь(Щгг) + с) r,b(h(yz)), 
bePyeR* zev 

NC(F + h)=S0>c + -YJ2 Vb(H(zr) + c ) E M , (4.12) 
q bePzev 

где 

£M = E VbiHyz)). (4.13) 

Л е м м а 1 ([19]). Любой гомоморфизм h: (Q,+) —• (P, + ) однозначно представ­
ляется в виде 

h(x) = t r£ ^ ^ / ц ж 2 ^ > г Л г ho,...,hi-i е Q- (4.14) 

Из (4.14) получаем 

r / b ( / l ( a ; ) ) = ( - l ) t r ?^) ) , trf (Ь/г(ж)) = trf j £ 
\ie67f-L 

Отсюда после несложных преобразований имеем 

r,b(h(x)) = ( - 1 ) ^ М а д а ( Ь ) = ( М ) 2 " ' " (4.15) 

«eo , ; - i 

Теперь из (4.13) приходим к равенствам 

Y,bz= ]Г (- l) t r sHb)y*) = ^ (_i) t r f (/3(ь,г) ! /) ) 

где 0(b,z) = t r^(a(6)2:) . Отсюда 

S b z = ( "л 1 ' 1

 6СЛИ
 SJ'l^n' (4-16) ° ' z \ g A - 1 , если (3(b,z) = Q. у > 

Заметим, что ввиду (4.15) функция а(у), ограниченная на Р , есть гомоморфизм 
пространств Ps —> Qs над полем 5 = Z 2 , поэтому ядро К = {b £ Р : а(Ь) = 0 } этого 
гомоморфизма - подпространство пространства Ps- Положим dimKs = fc. Заметим 
также, что справедлива 

Л е м м а 2. При любом ненулевом Ъ уравнение tx^ipz) = 0 имеет единственное 
ненулевое решение в группе V. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Множество L решений рассматриваемого уравнения есть, 
очевидно, подпространство размерности 1 в двухмерном пространстве QR. Следо­
вательно, множество L* ненулевых решений этого уравнения имеет мощность \R*\ 
и выдерживает умножение на элементы из R*. Таким образом, L* - смежный класс 
по подгруппе R* мультипликативной группы Q*. Из разложения Q* = R*xV сле­
дует, что этот смежный класс пересекается с V по одной точке. • 

Теперь, обозначая для Ъ £ Р \ К через zb единственное решение в V уравнения 
trp(a.(b)z) = 0, равенство (4.12) можно переписать следующим образом: 

NC{F + h)= So,c + - I Е Е ^(Н(гг) + c)(qx - 1)+ Vb(H(zr

b) + c)(qx - 1 ) -
q \ьек zev ьеР\к 

" E E Чь(Н(гг) + c)l = V c - M E E Vb(H(zr) + c) J + 
ьеР\кzev\{zb} J q \bePzev ) 

+ qX~1 (EE%№r) + c ) + Y Vb(H(zl)+c)\. (4.17) 
\ьек zev ьеР\к J 

Рассмотрим три суммы в правой части последнего равенства. 
Заметим, что из свойства характеров (4.11), соотношения (г , \V \ ) = 1 и усло­

вия (4.9) следуют равенства 

- Е Е MH(zr) + с) = N0(H(zr) + с | V) = Nc{H{z) | V) = qx-' + <50)С. (4.18) 
q ьеР zev 

Для упрощения второй суммы заметим, что ортогональное дополнение 

К± = {а£Р: VbEK t r f (ab) = 0 } 

к подпространству К < Р$ есть подпространство размерности dim Kg = I — k. При 
этом для любого a £ Р набор значений {trP (ab) : Ъ £ К} состоит из одних нулей, 
если а £ К1- , и содержит одинаковое число нулей и единиц, если а £ Р \ К ± . Отсюда 
имеем 

ьек ьек ( v 

] Г Vb(H(zr) + с) = £ Na(H(zr) + c\V) Y Vb(a) = 
ьек zev aeP ьек 

= J2 Na(H(zr) + c\V)2k = 2k J2 Na+c(H(z)\V) = 
aeK1- aeK1-

= 2* £ TS<K,, (4.20) 

Для любого выражения А будем писать Т(А) — 1, если А истинно, и Т(А) = 0 в 
противном случае. Тогда 

Е ^H{zr) + с) = qX + 2k Т(с £ Кх). (4.21) 
ьек zev 

31 

file:///bePzev


Подставляя (4.18), (4.21) в (4.17) и вводя обозначения 

£с= Y Vb(H(zr

b) + c), Тс = 2 к Т ( с е К ± ) - 1 , (4.22) 
b£P\K 

получаем 

Nc(F + h) = qn-1+qx-1(Tc + i:c). (4.23) 

Отсюда имеем 

q ^ / N c ( F + h) 1 \ 2 _ q 

(4.24) 

4 сбР \ * ч / ч с £ р 

1 
^ Т С

2 + 2 ^ Т С Е С + ^ ( Е С ) 
сер сеР с€Р qn+i(q _ 1 

Рассмотрим отдельно каждую из сумм по с G Р в выражении (4.24). 

I- £ Т с

2 = £ ( 2 * Т ( с е ^ ) - 1 ) 2 = 
сеР csP 

J2 (22kT(c е # х ) - 2 f e + 1 T ( c е А - х ) + 1) = ( 2 2 f c - 2 k + 1 ) ^ Т ( с 6 ^ ) + 9 = 

сер сеР 

= ( 2 2 f e - 2 f e + 1 ) I A--1-1 + 2 г = ( 2 2 f c - 2 f c + 1 ) 2 ' " f e + 2 г = g(2 f c - 1). (4.25) 

П. Покажем, что 

$ ] T C £ C = 0. (4-26) 
сер 

Если А; = 0 или к = I, то из (4.22) следует, соответственно, что Тс = 0 или Е с = 0, и 
равенство (4.26) верно. Если 0 < к < I, то 

]Гтсхс = £ т Л 53 m(H(zr

b) + c)) = 

сеР сеР \ b e P \ K / 

= Е Е ^ ^ ^ 1 ) - 1 ) ^ ^ ^ 
ьеР\к сеР 

= Е Е ( 2 " т ( с е Х ± ) ^ № ь ) + с ) ) - 53 ( 5 3 ^ ( 4 ) + с ) ] . 
ъер\к сеР беР\к" Veep / 

Заметим, что последняя сумма равна нулю, так как произвольный Ь е Р\К отличен 

от нуля, и потому YJ nb(H(zl) + с) — 13 *7ь(а) = 0. 
сеР «еР 

Таким образом, 

53rcsc = 2 f c 53 5 3 ( Т ( с е ^ ) г ? ь ( Я ( 4 ) + с) ) = 

сеР ьеР\к сеР 

= Е ( Е + = 2 f c 53 Vb(H(zD) I 53 r ^ c ) ] . 
ьеР\к \сек± / ьеР\к \сек± ) 
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Так как по предположению Кх ф 0 и b Е Р\К, то характер щ группы Р индуцирует 
ненулевой характер на группе К-1. Следовательно, пъ(с) — 0. Таким образом, 

сек1-
равенство (4.26) доказано. 

III. Е(^ ) 2 = Е ( Е Vb(H(zl) + c ) \ 
сеР сеР \ьеР\к J 

= Е Е 1 + Е vu(H(z:)+c)r,v(H(z:)+c) 
сбР \ьеР\к u,veP\K,u^v 

= g ( g - 2 f c ) + Y Vu(H(zr

u))Vv(H(zr

v))J2vu(c)Vv(c). 
U,VEP\K,U^V сеР 

Остается заметить, что ввиду условия и ф v свойство ортогональности характеров 
дает равенство ^ riu(c)riv(c) = 0. Следовательно, 

сер 

£ ( S c ) 2 = g ( g - 2 f e ) . (4.27) 
сеР 

Теперь, подставляя результаты (4.25), (4.26), (4.27) в выражение (4.24), получаем 

V ( F ' h ? = g n + l ( g - l ) №k ~ V + « ( « - П = « Г . 

т.е. верно (4.10). Предложение 3, а с ним и теорема 9, доказаны. • 
4.5. Доказательство теоремы 10. 
(a) =>• (Ь). Пусть F(x) - ГБ-функция типа Y G . Тогда из равенства (3.11) следует, 

что последовательность (4.1) имеет вид и(г) = Н(вп), где г = g A — 1. Следовательно, 
период последовательности и делит g A + 1 = o r d # r , а тогда по теореме 8 он равен 
д А + 1. 

(b) => (с ) . Пусть F - бент-функция периода g A + 1, имеющая приведенное пред­
ставление со следом вида (3.2) и носитель 5 ( Ф ) . Тогда, так как в ее ^-представлении 

«(»)= ^%ЫкОЫ) (4.28) 

слагаемые суть ненулевые линейные рекуррентные последовательности над Р с по­
парно взаимно простыми минимальными многочленами, то период каждого из них, 
равный ord# f c , делит д А + 1. Последнее означает, что все числа из множества 5 (Ф) 
делятся на г = g A — 1. 

(c) (а) . Ввиду условия (с) справедливо равенство 5 (Ф) = гМ'. Тогда многочлен 
Ф(х) в представлении (3.2) имеет вид 

Ф(х) = Ц(хг) = J2 Crk>£rkixrk'. 

к'еМ' 

Заметим, что для любых к' £ М' и s G 0, те — 1 число fi(rk'qs) делится на г, так 
как имеет вид u(rk'qs) = rk's, где k's - остаток от деления k'qs на g A + 1. Таким 
образом, учитывая, что отображение х —> хт задает сюръекцию Q —> У и { 0 } , можно 
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утверждать, что функция F имеет вид 

F{X) = ь4{Щхг)) = Е Е Ы'М4''хгК = н п 
s e o , n - i к'ем' 

где Н: V U { 0 } —> Р - некоторое отображение. Так как период (^-представления) 
бент-функции F равен qx + 1, то в силу теоремы 8 распределение значений функ­
ции F удовлетворяет условию (3.8) при е = —1. Отсюда, учитывая, что отображение 
х —> хт задает не просто сюръекцию, но эпиморфизм Q* —• V, получаем, что функ­
ция Н | V удовлетворяет условию (3.10) при d = с. Следовательно, F является 
функцией типа Y G . 

4.6. Доказательства теорем 11, 12. (а) Ввиду предложения 2 для доказательства 
утверждения (а) достаточно показать, что если условие (3.14) не выполнено, то 
для некоторого а £ Z * n _ i функция F{xa) не является бент-функцией. Для этого 
согласно теореме 7, (с) достаточно доказать, что редуцированный многочлен Фа(х), 
представляющий многочлен Fix17) равенством 

F(x°)=tT%($a{x)), (4.29) 

удовлетворяет условию 

пкЪФаОс) > АЛ (4.30) 

Опишем вид функции Фа{х). Нетрудно увидеть, что для чисел j , к £ М из усло­
вия pija) = р (к a) qs (mod (g™ — 1)) следует, что j а = к aqs (mod [qn — 1)) , j = 
= kqs (mod {qn — 1)) , и следовательно, j = к. 

С учетом введенных обозначений это свойство означает, что числа p(ja), р(ка) 
принадлежат различным циклотомическим классам, т.е. p(p(ja)) ф р(р(ка)). Дру­
гими словами, функция р(р(уа)) задает подстановку на М. 

Теперь редуцированный многочлен Ф^Лт) можно представить в виде 

ФЛж)=5>& ,̂ (4-31) 

где с[ = ск , а числа к £ М и 1к £ 0,п — 1 - решения у и z уравнений, соответ­
ственно, 

t = pipiya)), t = qzp(ka) (mod (qn - 1)) . (4.32) 

При этом, в силу сделанных выше замечаний, число ненулевых слагаемых в мно­
гочлене Фа(х) будет таким же, как и в многочлене Ф(х), а набор весов {\\t\\2 
t £ М, c't ф 0 } совпадает с набором весов {| |р(&сг)| | 2 : к £ М, ск ф 0 } . Таким 
образом, 

5 ( Ф е т ) = Ыр(ка)) : к £ 5 ( Ф ) } , ш&2Фа(х) = max{ | |p ( fca) | | 2 : к £ 5 ( Ф ) } . (4.33) 

Если включение (3.14) не выполняется, то возможна одна из двух ситуаций. 
(i) Для некоторых к £ в(Ф), а £ Щ«._г выполняется неравенство ||p(fe(j)| | 2 > IX. 

В таком случае из (4.33) следует (4.30). 
(ii) Для некоторых к £ Э(Ф), т £ 2 * „ _ г выполняются условия р(р(кт)) = s, 

| | s | | 2 < IX. Положим а = p(r(qn - 2 ) ) . Тогда а £ Z * „ _ 1 ; 

р(ка) = kr(qn - 2) = s(qn - 2) = (qn - l)s - s = (qn - 1) - s (mod (qn - 1)) , 
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и ввиду условия 1 < (qn — 1) — s < qn — 2 получаем р(ка) = (qn — 1) — s, 

\\p(ka)\\2 = \ \ q

n - l - s \ \ 2 = nl-\\s\\2>lX. 

Опять приходим к (4.30). 

(b) Равенства (3.16) следуют из теоремы 6 и утверждения (а) , так как все числа 
из Mq (IX) имеют двоичную норму IX. 

(c) Пусть F есть ГБ-функция периода g A — 1. Тогда рассуждения, аналогичные 
тем, которые приводились при доказательстве теоремы 10, (а), показывают, что в 
представлении (3.2) функции F все числа из носителя Б(Ф) функции Ф делятся на 
s = qx +1, т.е. 5"(Ф) = sM', причем каждый элемент к' £ М' удовлетворяет условию 
1 < к' < qx — 1. Тогда многочлен Ф(х) имеет вид 

Ф(х) = 53 csk,£sk<xsk', 
к'ем' 

причем cskr ф 0, и очевидно, ||sfe'||2 = 2ЦА/Ц2 - четное число. Остается заметить, что 
согласно (3.14) IX = | |sfc' | | 2 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 12. Рассмотрим кольцо R = Ъчп_х. По условию 
имеет место равенство идеалов Rk = Rd. По теореме Басса [21] существует обра­
тимый элемент а £ R*, такой что d = ка. Так как d ф 0, то последнее равенство 
дает равенство d = р(ка). Следовательно, d £ [к]. Если d' £ [к] и d' делит qn — 1, то 
Rk = Rd' и d = d', так как идеал Rk содержит единственный образующий, делящий 
qn — 1, а именно, наименьший ненулевой элемент из Rk. к 

Пункт (а) следствия из теоремы 12 вытекает непосредственно из (3.14) и теоре­
мы 10, ( с ) . Пункт (Ь) следствия из теоремы 12 вытекает непосредственно из пунк­
та (а) и теоремы 12. 

4.7. Доказательства теорем 14, 15. Нам понадобится следующая лемма, доказа­
тельство которой изложено в [5]. 

Л е м м а 3 ([5]). Пусть а £ T/2~s'. Тогда \\a(2s - 1 ) | | 2 = s. 

(a) Пусть А = st. Тогда qn - 1 = ( g 2 s - 1)(1 + q2s + ... + q2s^~^), и к = <L-Zl 
qs + 1 

имеет вид 
к = (qs - 1) + q2s(qs - 1) + ... + д 2 ^ " 1 ^ 8 - 1). 

Следовательно, \\к\\2 = t\\qs —1||2 = tls = IX. Пусть а £ Z * „ _ 1 . Если а = d(qs + l) + a -
деление с остатком числа а на qs + 1, то ка = d(qn — 1) + ка - деление с остатком 
числа ка на qn — 1. Следовательно, р(ка) = ка. Так как 

ка = (qs - 1)а + q2s(qs - 1)а + ... + q2'^-1^'-1)а 

и 1 < ( g s - l ) a < q2s — 2, то используя лемму 3, получаем ||/э(А;сг) | | 2 = ||A:a||2 = tls = IX. 
(b) С учетом леммы 3 достаточно показать, что для любого а £ выполня­

ется равенство 

\\p((qx - 1)аа)\\2 = XI. 

Пусть аа = d(qx + 1) + Ъ - деление с остатком числа аа на g A + 1 . Тогда (д А - 1)аа = 
= d(qn — 1) + ( g A —1)6 - деление с остатком числа (д А — 1)аа на qn — 1. Следовательно, 
p((qx - 1)аа) = (qx - 1)6 и по лемме 3 \\p((qx - l)aa)\\2 = IX. 

(c) Покажем сначала, что 

V T £ Ъ*фп_х : \рч^-х(ткт)\2 = UX. (4.34) 
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Так как q t n — 1 = m(qn — 1), то 

pqtn _х(ткт) = mpqn _х(кт) = mpqn -\{kpqn _ I ( T ) ) . 

Так как / o g « _ 1 ( r ) G Z * „ _ 1 , то по определению множества M ( A ) выполняется ра­
венство | | p g n_ 1 ( f ep g n_ 1 ( r ) ) | | 2 = ZA. Так как при этом / 9 g n _ 1 ( f c p g n _ 1 ( r ) ) < g", то 
\\рдгп_1(ткт)\\2 = | | m p 4 n _ i ( f c / o < j n _ 1 ( T ) ) | | 2 = tlX, т.е. верно (4.34). 

Теперь остается доказать, что тпк - наименьшее число в циклотомическом классе 
{тпк, pqtn_i(mkq),pqtn_i(mkqtn~1)}. Пусть К = p g t n _ 1 ( m f c g s ) - представитель 
этого циклотомического класса. Заметим, что К имеет вид К = mpqn_i(kqr), где г -
остаток от деления числа s на п. Так как по определению множества М справедливо 
неравенство к < pqn_i(kqr), то тик < К. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 15. Положим 

22х\ 
и = и-

2 2 А 

Тогда 

2 2*:А _ i 2 2 А - 1 

2 = u ( l + 2 2 A + . . . + 2 2 A ( " - Ч ) . 

G 
и и 

т.е. Щ(22"А - 1). Очевидно, что \\и\\2 = >^||и||2 = кХ. Элементарное тождество 

х2"х - 1 _ (х*х + 1 ) _ 

[х"х - 1)(х2Х - 1) ~ (ж А + 1 ) ( а ; А - 1 ) ~ 
^ Ж ( ж - 1 ) А _ Х(х-2)Х + _ _ _ + Х2Х _ ХХ + 1 ^ 

~ хх - 1 ~ 

= х^-2)Х+х(,-4)Х + ^_ + хХ + . 1 

хх - 1 

дает при х = 2 равенство дробных частей 

•>2:кА 

{ 2 - A - l } { " ( 2 2 А - 1 ) ( 2 * А - 1 ) } { 2 A - l } ^ 0 , 

т.е. и - "нестандартный" делитель числа 22*х — 1. 
Последнее утверждение получается из (3.18). 
Авторы искренне признательны рецензенту за внимательное прочтение статьи и 

ряд полезных замечаний по ее улучшению. 
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