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Òðóäû VIII Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè
Àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë: ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû è ïðèëîæåíèÿ,

ïîñâÿùåííîé 190-ëåòèþ Ïàôíóòèÿ Ëüâîâè÷à ×åáûøåâà è
120-ëåòèþ Èâàíà Ìàòâååâè÷à Âèíîãðàäîâà
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Â. Í. Ïîëÿêîâ (ã. Ñàðàòîâ)

Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ êîìïîíåíò x, y è z ðåøåíèé óðàâíå-
íèé ax2±my2 = zn îòäåëüíî äëÿ ÷åòíûõ è îòäåëüíî äëÿ íå÷åòíûõ çíà÷å-
íèé n. Äàíû îáîáùåíèÿ è äîïîëíåíèÿ íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ Ë. Ýéëåðà
è Æ. Ëàãðàíæà.

1. Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå äîïîëíÿþòñÿ è îáîáùàþòñÿ ðåçóëüòàòû Ë. Ýéëåðà è Æ.
Ëàãðàíæà, êàñàþùèåñÿ óðàâíåíèé

ax2 −my2 = zn, (1)

ïðè n ≥ 2.
Íåìíîãî èñòîðèè. Óðàâíåíèå

ax2 −my2 = z3, (2)

âïåðâûå ðàññìîòðåë Ë. Ýéëåð [1], ïðåäëîæèâ ñëåäóþùèé êîìïëåêò ôîðìóë äëÿ
êîìïîíåíò x, y è z ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ:

x = au3 + 3muv2,

y = 3au2v +mv3,

z = au2 −mv2
(3)

(çäåñü è äàëåå u è v � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà).
Îäíàêî óæå ñàì Ë. Ýéëåð çàìåòèë, ÷òî åãî ôîðìóëû ìîãóò íå äàòü ïîëíîãî

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2).
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Äàëåå íà óðàâíåíèÿ âèäà (1) îáðàòèë âíèìàíèå Æ. Ëàãðàíæ. Îí âèäîèç-
ìåíèë âûâîä ôîðìóë Ë. Ýéëåðà äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà (2) ñ a = 1 è ïðåäëîæèë
ìåòîä ñâîåîáðàçíîãî (“ëåñòíè÷íîãî“) ïåðåõîäà îò óðàâíåíèÿ

x2 −my2 = zn (4)

ñ îäíèì çíà÷åíèåì n ê äðóãîìó, ïðè êîòîðîì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ n = k èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ n = k + 1 è ò. ä.[2]

Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìåòîä Æ. Ëàãðàíæà íå äàåò ïîëíîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (4), òàê êàê îí ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òîëüêî îäèí êîìïëåêò ôîðìóë
äëÿ x, y è z. Çàìåòèì åùå, ÷òî ìåòîäÆ.Ëàãðàíæà õîðîø ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ, íî íå âñåãäà óäîáåí íà ïðàêòèêå.

Ìû äàäèì çäåñü åùå îäèí êîìïëåêò ôîðìóë äëÿ êîìïîíåíò ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ (2) è ïîëó÷èì ôîðìóëû äëÿ x, y è z äëÿ óðàâíåíèé (1) ñ n ≥ 2, ðàññìàò-
ðèâàÿ îòäåëüíî ñëó÷àè ÷åòíîãî è íå÷åòíîãî çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ó z
è íå ïîëüçóÿñü, â îòëè÷èå îò Æ.Ëàãðàíæà, ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé ñ ìåíüøèì,
÷åì ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè z.

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì çäåñü óðàâíåíèÿ âèäà

ax2 +my2 = zn (5)

è ïîëó÷èì äëÿ íèõ ðåçóëüòàòû, “ïàðàëëåëüíûå“ òåì, ÷òî áóäóò ïðåäñòàâëå-
íû äëÿ óðàâíåíèé âèäà (1). Ïðè ýòîì äëÿ ÷åòíûõ çíà÷åíèé n ìû (ñëåäóÿ
Æ.Ëàãðàíæó) ïðåäïîëàãàåì, ÷òî a = 1.

2. Óðàâíåíèÿ ax2 −my2 = zn

Òåîðåìà 1. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

x2 −my2 = z2k

ìîæíî íàõîäèòü ïî ôîðìóëàì:
x = u2k + C2

2kmu
2k−2v2 + C4

2km
2u2k−4v4 + C6

2km
3u2k−6v6 + C8

2km
4u2k−8v8+

. . .+ C2k−2
2k mk−1u2v2k−2 +mkv2k,

y = C1
2ku

2k−1v + C3
2kmu

2k−3v3 + C5
2km

2u2k−5v5 + . . .+ C2k−1
2k mk−1uv2k−1,

z = u2 −mv2.

Òåîðåìà 2. Äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

ax2 −my2 = z2k+1

ïðèãîäíû ôîðìóëû:
x = aku2k+1 + C2

2k+1a
k−1mu2k−1v2 + C4

2k+1a
k−2m2u2k−3v4+

+C6
2k+1a

k−3m3u2k−5v6 + . . .+ C2k
2k+1m

kuv2k,
y = C1

2k+1a
ku2kv + C3

2k+1a
k−1mu2k−2v3 + C5

2k+1a
k−2m2u2k−4v5+

. . .+ C2k−1
2k+1am

k−1u2v2k−1 +mkv2k+1,
z = au2 −mv2.
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Ìû äîêàæåì ëèøü òåîðåìó 2, òàê êàê äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ÷óòî÷êó
ïðîùå è ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóÿ Ë. Ýéëåðó, ïîëîæèì
√
a = A,

√
m = M (ñ÷èòàÿ,

÷òî a è m � íàòóðàëüíûå ÷èñëà). Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ðàñïàäàåòñÿ
íà ìíîæèòåëè. Ë. Ýéëåð èñïîëüçîâàë ìíîæèòåëè Ax ±My, à ìû áóäåì ïîëü-
çîâàòüñÿ ìíîæèòåëÿìè Ax± εMy (äâîéíûìè èëè ïàðàêîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè,
çäåñü ε2 = 1).

Äëÿ âûâîäà ïðèâåäåííûõ â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû ôîðìóë äëÿ x è y ïîëî-
æèì

Ax+ εMy = (Au+ εMv)2k+1 = A2k+1u2k+1 + C1
2k+1A

2ku2kεMv+

+C2
2k+1A

2k−1u2k−1M2v2 + C3
2k+1A

2k−2u2k−2εM3v3 + C4
2k+1A

2k−3u2k−3M4v4+

+C5
2k+1A

2k−4u2k−4εM5v5 + C6
2k+1A

2k−5u2k−5M6v6+

. . .+ C2k
2k+1A

2k−(2k−1)uM2kv2k + εM2k+1v2k+1.

Îòñþäà ïîíÿòíûì îáðàçîì, òî åñòü ïðèðàâíèâàÿ “âåùåñòâåííûå“ è “ìíèìûå“
÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì ôîðìóëû äëÿ Ax è My, à ïîòîì � ïîñëå ñî-
êðàùåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ïîëó÷èâøèõñÿ ñîîòíîøåíèé, ñîîòâåòñòâåííî íà A è íà
M è ïîñëå âîçâðàùåíèÿ ê ñòàðûì îáîçíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (òî
åñòü ê a è m) � ïîëó÷èì ôîðìóëû ïåðâîãî êîìïëåêòà äëÿ x è y. Ôîðìóëà äëÿ z
ïîëó÷èòñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé, ïîëó÷èâøèõñÿ äëÿ x è y, â óðàâíåíèå
è ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Çàìå÷àíèå 1. Èç ôîðìóë òåîðåìû 1 ïðè k = 1 ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû
Æ.Ëàãðàíæà [2] äëÿ óðàâíåíèÿ x2 −my2 = z2. Âîò îíè:

x = u2 +mv2,

y = 2uv,

z = u2 −mv2.

Âòîðîé êîìïëåêò ôîðìóë äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ:
x = u2 −mv2,
y = 0,

z = u2 −mv2.

Çàìå÷àíèå 2. Âòîðîé è ñëåäóþùèå çà íèì êîìïëåêòû ôîðìóë äëÿ x, y è
z ìû â îáùåì ñëó÷àå âûâîäèòü íå áóäåì, à óêàæåì èõ ëèøü äëÿ íåêîòîðûõ
÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Âîîáùå æå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóë âòîðîãî êîìïëåêòà íàäî
ïîëîæèòü (äëÿ n = 2k + 1)

Ax+ εMy = (Au+ εMv)2k(Au− εMv)
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è äåéñòâîâàòü ïîäîáíî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóë òðåòüåãî
êîìïëåêòà íóæíî èñïîëüçîâàòü ðàâåíñòâî

Ax+ εMy = (Au+ εMv)2k−1(Au− εMv)2

è òàê äàëåå. Âñåãî òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü [n/2] + 1 ñóùåñòâåííî
ðàçëè÷íûõ êîìïëåêòîâ ôîðìóë äëÿ êîìïîíåíò x, y è z.

Çàìå÷àíèå 3. Èç ôîðìóë, ïîëó÷åííûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2,
ïðè k = 1, ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû Ë. Ýéëåðà (3) äëÿ óðàâíåíèÿ (2). Ôîðìóëû
âòîðîãî êîìïëåêòà ïðè ýòîì âûãëÿäÿò òàê:

x = au3 −muv2,
y = au2v −mv3,
z = au2 −mv2.

Åñëè îáðàòèòüñÿ ê óðàâíåíèþ

x2 −my2 = z4,

òî ïåðâûé êîìïëåêò ôîðìóë äëÿ íåãî òàêîâ
x = u4 + 6mu2v2 +m2v4,

y = 4u3v + 4muv3,

z = u2 −mv2.

Ýòè ôîðìóëû ñëåäóþò èç íàøåé òåîðåìû 1, íî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû è íåïî-
ñðåäñòâåííî.

Âòîðîé êîìïëåêò ôîðìóë äëÿ óðàâíåíèÿ òàêîé:
x = u4 −m2v4,

y = 2u3v − 2muv3,

z = u2 −mv2.

Åñòü è òðåòèé êîìïëåêò ôîðìóë:
x = u4 − 2mu2v2 +m2v4,

y = 0,

z = u2 −mv2.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóë âòîðîãî êîìïëåêòà ïîëàãàåì

x+ εMy = (u+ εMv)3(u− εMv),
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à äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóë òðåòüåãî êîìïëåêòà ñëåäóåò âçÿòü

x+ εMy = (u+ εMv)2(u− εMv)2

è ïðîäåëàòü íåîáõîäèìûå è ïîíÿòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ðàññìàòðèâàòü ïðåäñòàâ-
ëåíèå âèäà

x+ εMy = (u+ εMv)(u− εMv)3

íåò íåîáõîäèìîñòè, òàê êàê ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû òèïà ôîðìóë âòî-
ðîãî êîìïëåêòà ñ èçìåíåíèåì çíàêà ó y.

3. Óðàâíåíèÿ ax2 +my2 = zn

Òåîðåìà 3. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

x2 +my2 = z2k

ìîæíî íàõîäèòü ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:
x = u2k − C2

2kmu
2k−2v2 + C4

2km
2u2k−4v4 − C6

2km
3u2k−6v6 + C8

2km
4u2k−8v8−

−C10
2km

5u2k−10v10 + . . .+ (−1)k−1C2k−2
2k mk−1u2v2k−2 + (−1)kmkv2k,

y = C1
2ku

2k−1v − C3
2kmu

2k−3v3 + C5
2km

2u2k−5v5−
−C7

2km
3u2k−7v7 + . . .+ (−1)k−1C2k−1

2k mk−1uv2k−1,
z = u2 +mv2.

Òåîðåìà 4. Äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

ax2 +my2 = z2k+1

ïðèãîäíû ñëåäóþùèå ôîðìóëû:
x = aku2k+1−C2

2k+1a
k−1mu2k−1v2+C4

2k+1a
k−2m2u2k−3v4−C6

2k+1a
k−3m3u2k−5v6+

+C8
2k+1a

k−4m4u2k−7v8 − C10
2k+1a

k−5m5u2k−9v10 + . . .+ (−1)kC2k
2k+1m

kuv2k,
y = C1

2k+1a
ku2kv − C3

2k+1a
k−1mu2k−2v3 + C5

2k+1a
k−2m2u2k−4v5−

−C7
2k+1a

k−3m3u2k−6v7 + . . .+ (−1)kmkv2k+1,
z = au2 +mv2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4 ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ
ïîäõîäîì, àíàëîãè÷íûì òîìó, ÷òî áûë èñïîëüçîâàí äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
2, íî ïðèìåíèòü îáû÷íûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ïîëîæèâ

Ax+ iMy = (Au+ iMv)2k+1.

Ðàñïèñàâ âòîðóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

Ax+ iMy = A2k+1u2k+1 + iC1
2k+1A

2ku2kMv − C2
2k+1A

2k−1u2k−1M2v2−

−iC3
2k+1A

2k−2u2k−2M3v3 + C4
2k+1A

2k−3u2k−3M4v4 + iC5
2k+1A

2k−4u2k−4M5v5−
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−C6
2k+1A

2k−5u2k−5M6v6 − iC7
2k+1A

2k−6u2k−6M7v7 + C8
2k+1A

2k−7u2k−7M8v8+

+iC9
2k+1A

2k−8u2k−8M9v9 − C10
2k+1A

2k−9u2k−9M10v10+

. . .+ (−1)kC2k
2k+1AuM

2kv2k + (−1)kiC2k+1
2k+1M

2k+1v2k+1.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, êàê è ðàíåå, ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ Ax è My, îòêóäà è ñëåäóþò
äîêàçûâàåìûå ôîðìóëû äëÿ x è y (ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà A è M ñîîòâåòñòâåííî
è âîçâðàùåíèÿ ê a è m).

Çàìå÷àíèå 4. Ïðè k = 1 èç ôîðìóë òåîðåìû 3 ïîëó÷àåì àíàëîã ôîðìóë
Æ.Ëàãðàíæà äëÿ óðàâíåíèÿ x2 +my2 = z2 :

x = u2 −mv2,
y = 2uv,

z = u2 +mv2.

Âòîðîé êîìïëåêò ôîðìóë äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ òàêîâ:
x = u2 +mv2,

y = 0,

z = u2 +mv2.

Ïðè k = 1 èç ôîðìóë òåîðåìû 4 ïîëó÷àåì àíàëîã ôîðìóë Ë. Ýéëåðà äëÿ
óðàâíåíèÿ ax2 +my2 = z3; âîò îíè:

x = au3 − 3muv2,

y = 3au2v −mv3,
z = au2 +mv2.

Âòîðîé êîìïëåêò ôîðìóë çäåñü òàêîâ:
x = au3 +muv2,

y = au2v +mv3,

z = au2 +mv2.

Äàëåå ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ óðàâíåíèé ñ n = 4, 5 è òàê äàëåå.
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