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Салимов А. А. . 

ПОЧТИ АНАЛИОТШОСТЬ РИМАНОВОЙ МЕТРИКИ И 
ИНТЕГРИРУЕМОСТЬ СТРУКТУРЫ 

I. Пусть задано дифференцируемое многообразиеМ раз -
мерности к с полиаффинорной структурой П - [Vj)\ я-*,..., ha; 
C?(j= i,... , rv. Если в координатной окрестности каждой точ­
ки М существуют такие голономные координаты, в которых 
структурные аффиноры постоянны, то П - структура называет­
ся интегрируемой. 

На множестве всех чистых тензоров, заданных на многооб­
разии И , вводится следующим образом Ф -оператор [б] : 

х 
+ 

где 
* lh--i? M ,i,...uf.:.Cf yi> _ ftf-h "<< 

ДЛЯ ЛЮбЫХ Ы=/,...,^; £=!,...,p. 
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Если П -структура неинтегрируема (интегрируема) и 

то тензор t̂ V.. £ называется почти аналитическим (аналити -
ческим) [з] • 

2. Рассмотрим чистый почти аналитический симметричный 
тензор Ъ;: • По определению 

Введем его риманову связность 

г s 
и проверим, являются ли чистыми I - относительно аффиноров 
П -структуры. 
Будем иметь 

Дифференцируя условия чистоты о., по л:.-, наводим 

.$¥«*£ Чь**'1ьЪ£-9*Ъ£- (3) 

Подставляя (3) в (2) и используя (I), имеем 

% 
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Итак, 

или 
r^fr-rjji-a^f 

а 

7у>?«0; а=/,..., яг 
Ь ' 

а 
Аналогичным образом получается 

(4) 

Преобразуя последнее соотношение имеем ' 
г- s к. г— и. 5 r*s а г ~ а s % <& ч <; 5 

a" v a a v d а" ~ а 
или 

% у;3 -о, 
а 

что является следствием, .условий (4). 
Таким образом, почти аналитичность чистой римановои мет­

рики приводит к ковариантному постоянству системы аффиноров 
в римановои связности. 

Пусть выполняется условие (4). Докажем, что это условие 
является достаточным для почти аналитичности'чистой римановои 
метрики в римановои связности. 

•Действительно, применим к тензору о.- Ф -оператор : 

у ч а а а а 
(5) 

где 
* 4ef и, *> 

а а v а 
Из условий (4) следует 
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Цч-°- (6> 
Подставляя 

в (5) и учитывая условия (4) и (6), имеем 

-- г п ; у; -а£ ̂  )^- + ^ ; - $ f ^ а ф + 

о, а, а а а а 
что и доказывает наше утверждение. Итак, имеет место 

Т е о р е м а I . Чистая риманова метрика почти анали -
тична тогда и только тогда, когда все аффиноры П -структу­
ры ковариантно постоянны в римановой связности. 

Структуру, удовлетворяющую условиям (4) в связности без 
кручения, иногда называют почти интегрируемой [3] . Известно, 
что в некоторых случаях почти интегрируемость сводится к ин -
тегрируемости, и мы приходим к некоторым следствиям, возника­
ющим при рассмотрении трех примеров. 

П р и м е р I . Предположим, что структура на И опре­
деляется одним аффинором. Из ковариантного постоянства аффи -
нора в связности без кручения вытекает, что существуют такие 
голономные координаты, в которых аффинор имеет постоянные ком­
поненты [5] , т .е . структура интегрируема. Таким образом,име­
ем 

С л е д с т в и е I . Если риманова метрика почти ана­
логична относительно аффинорной структуры, то она и аналитич-
на. 

П р и м е р 2. Пусть структура определяется Г - ре­
гулярным представлением ассоциативной, коммутативной униталь-
ной алгебры (Лт . В работе [2 J доказывается, что существо -
вание связности без кручения, сохраняющей структуру, обеспе -
чивает интегрируемость структуры представления (Лт . Отсюда 
имеем 
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П л е д с т в и е 2. Если риманова метрика почти анали­
тична относительно структуры представления Qlm r -кратного 
регулярному, то она и аналитична. 

П р и м е р 3. Пусть задана структура, определяемая 
парой нильпотентных аффиноров,вполне коммутирующих между со -
бой, т .е . удовлетворяющих условиям: o/ft = fco(., d ~0y 

jb = 0, d & " Ф 0 ш Тогда, как показано в [4 ] , при усло­
виях 

1с + 1с - 1с , 1с'+ 1с' = к \ (7̂  
d f> dp << f> df> KU 

где к - ядро оператора б , а к - его коядро, из почти 
интегрируемости этой структуры следует ее интегрируемость.От­
сюда вытекает 

С л е д с т в и е 3. Если риманова метрика почти ана -
литична относительно структуры, определяемой парой впояне ком­
мутативных нильпотетных аффинерных полей, удовлетворяющих ус­
ловию (7), то она и аналитична. 

3. Пусть имеет место (4). Рассмотрим тензор кривизны 
связности без кручения « 

Условия интегрируемости уравнений (4) дают 

откуда следует, что тензор кривизны /х^д чист по индексам 
W и 1с . Проверим его чистоту по индексам / и 1с , т.е. 
выполнение равенств : 

* (^rijp+ruiuin]p)yfc
p=^rfJ^rtcwrp]fc)«f. 

г ы л 

Используя (4), преобразуем драдую часть (8) : 

- г£ гц[ - Щ^гь^у г^ьфь?гЦ* 

ев) 

а 
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а* 

где 

ч р к Р ph-p^u р r k r u p \ r h Р Г^ ^ Р 

-2T/L ag-£р] * 2Г^дд ь\*Шцpf- дцЦ]h
pfk -

Мы полечили левую часть (8), из которой вычитается выражение 

Отсюда видно, что чистота R..^ не индексам j и Jb равносиль­
на следующим, равенствам : 

Ф Л = 0 , е-...... те. (10)' 
a v i 

В силу косой симметрии Ryfc no i}i следует и чистота по 
i , к . 

в частности, если структура интегрируема, то условие (10) 
сводится к следующему 

t]itr-X - 1 [ ^ , 
что является условием аналитичности П,к относительно аффи­
норов П -структуры. Тогда, естественно, условие (10) можно 
назвать условием почти аналитичности связности, а оператор (9)-

V - оператором к связности Г ̂ • Таким образом , верна 
Т е о р е м а 2. Для того, чтобы тензор кривизны связ­

ности, сохраняющей П -структуру, был чистым, необходимо и 
достаточно, чтобы связность была почти аналитической, 

В интегрируемом случае этот результат получен В.В.Вшд -
невским в работе fl] . 

Нетрудно видеть, что 

ФЛ^ = р ъ R„-kfc -riv, V . 
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Используя тождеотво Бианки-Падова, получаем 

Q. d (X Q q -

Итая имеет место 
Т е о р е м а 3 . Тензор кривизны почти аналитической 

связности, сохраняющей \] -структуру, почти аналитичен. 
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