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Л.В.Розовский 
ВЕРОЯТНОСТИ БОЛЬШИХ УКЛОНЕНИЙ НА БОРЕЛЕВСКИХ 

МНОЖЕСТВАХ 

I. Пусть X̂ Xj,...- последовательность независимых случайных 
векторов из к - мерного евклидового пространства И к с общим за
коном распределения V ; &tt= Х,|+" • + Х п , п=1,2,... 

В дальнейшем 25* - класс борелевских множеств А в TtK , 
x(A)=J ^(х) Ах — к - мерное нормальное распределение с нулевым 
вектором средних и единичной ковариационной матрицей. 

В р ] изучались условия, при которых 

равномерно по всем последовательностям {An, , An.e л}таким, что 
Ф ( А № ) » Ф { » : |x|>AtVn)/V» } , (2) 

где АС?) - дважды дифференцируемая функция, удовлетворяющая при 
всех % 5>%0 и некотором & > 0 следующим условиям: 

^ + t$г^r<.'г)/лi.'z)*k%-г ; (За) 
'бЛС^М^гЧ^ТЛС»)/*8' (Зв) 

(отметим, что условие (За) исключает из рассмотрения функции 
Мг)/$ t растущие к бесконечности достаточно медленно). 

В настоящей работе продолжены исследования [i], (где можно 
найти соответствующие ссылки): изучается точность аппроксимации ве-
роятностиР[-^=, & Ле А и},А не& величиной Ф(А Н ) при более слабых 
ограничениях на Л(«) 

Пусть йъ-% - целое число, функции Л(Ъ) и &(з) удовлетво
ряют условиям 

л«)М<*>, лсад/я***» • , 0<БО<'1,' « ^ ^ о ; <4)' • 
6(a)> 0 , г*-*б(«) + 0, **»,, ; liminf б(«) = 0 ; (5) • 

я—»- во 
г«)/б(&») = OcD, г—*-» • (б) 

{ 'г-'1 , если б нечетно, 

. • ( 7 ) 

если ъ четно, 
где ty^U) - функция обратная VW)= Ъ%/Л{%) (отметим, что 
4~\%)/%\«o , . f W ? ^ I ) . Положим 
.арЛ,«) = J (t,x)PV(<bt), s > 0, l e u * , Р=1,...,б , 

I»"*'* v " + 
и будем говорить, что случайный вектор Л., имеет момент а р (То 
порядка р , еслиар(^)^^т«рЛл) существует и конечен для 
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всех %, lfr|=H. 
Пусть, если а четно 

\™-i ivi*V(^)+^«4»41<**+<rt/»|+*-*J |u|4+*v(iw 
ty'** '*l=1 \фъ ' 

и 'C5(*)=c5Vi_1 U ) , если б нечетно. Положим также 
^ « 0 — - $ 5 § Г ~ 6 ( * У Л « > ) » ^(ЭД—ав4(л-|с«), ( 8 ) 

K m * ) - » ( * - £ * > «Л(»)Г\ , г д е и > 0 . « „ , , . 
Пусть Н - класс непрерывно дифференцируемых функций 

И: Т?к—»- "R-, » удовлетворяющих при всех % > га и векторах 
8е"Вк, 1 6 1 = 1 следующим условиям: 

ъ^кШ^о^г/Л-Чъ))*-1, 0 <G,<f< c t ; (9а). 

-^-]<И*в)44=-1, Фк=гзгкА/Г(К/2; ; (9в) 

" , e M 0 4 » i ^ * C » U » e ) . (9с) 
Здесь <м> - элемент поверхности сферы { 8 : | в |=- (} 

ТЕОРЕМА I . Пусть ъъ%- целое число, функции Л(«) и Wi) 
удовлетворяют условиям (4)-(7) и 

Ш)>г*~%ехр(-(±-ц)(ъ/К,т)г), р о , *»*^ ; (10) 
Ect,X<)=0, E(U)*=ltl*, VteftK ; (II) 

A) при некотором н0 распределение суммы $п имеет ненулевую аб
солютно непрерывную компоненту. 
При сделанных предположениях соотношение 

выполняется равномерно по всем последовательностям { Д А ^ в ^ " } > 
удовлетворяющим условию (2)* тогда и только тогда, когда выполня
ются следующие условия: 
B) случайный вектор Х̂ , имеет моменты до порядка 6 включительно 

и эти моменты совпадают с соответствующими моментами распреде
ления. Ф , 

С)%{%) = 0(б«)); * — ^ ° ° ; 
Д) равномерно по всем кеН 
Lfcwf «^|^адУ(Л»)(Ь-0е«Л«)вО(16в,)), х — . 

Здесь 
^ (?,x^J^{(1-ifI)^klx|6)-| (-^L (a^fi)*| ^ f ( I3) 
/ \ 161=1 Л 

(х, 0) - угол между векторами л и 8 (при к=1 принимаем 
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£ ess \ ), J* - произвольное фиксированное число из интерва
ла (0, £*) , где d*=<k(60)< "I- корень уравнения (см. (4)) 
f+^«^U(k({H<Lji*...,.<i;tf)-U5H...,4ф = Стив...) . 

Для сферически симметричного V условие Д) равносильно 

£» |хИь 
Если жй(«) стремится к нулю с ростом % , то имеет мес

то " 
ТЕОРЕМА 2. Пусть ъъ% - целое, функции Л(з) и 6U) 

удовлетворяют (4)-(7), (10) и 6(2) = о(ъЧГ\ъ)Г%) , г-+-°° • 
Для выполнения соотношения 
р{^4,€А*НФ(А»)(1+0<*Л)) > *~^~ (14) 

равномерного всем последовательностям^, А̂ З?}, удовлетворяющим (2), 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия А)-Д), причем 
в Д) выражение e W ' ' может быть заменено единицей. 

Из доказательств следует, что достаточность в теоремах I и 
2 остается справедливой, если условие (10) заменить условием 

е(«> ***«р(- {(-^21 f) , f > 0 | , » ̂  . (15) 
Кроме того, необходимость в теоремах I и 2 выполняется, если соот
ношение (12) имеет место равномерно по всем последовательностям 
\^ч,кпеЪ\ таким, что 
*Hx|>V^$>*(A^*{»:kl>-^} - (16) 

где \ - некоторое достаточно малое положительное число, завися
щее лишь от постоянных Б0 и v\f из условий (4) и (10). 

Легко видеть, что условия (15) и (6) выполняются если 
(17) 

ЗАМЕЧАНИЕ I. Условие Д) равносильно условию 
д,) для¥^о|ф(А-|)У(<^)===0(^»4(^б0<*4<,5,)Ф(А)),«^«' , 
равномерно по множествам А , являющимся дополнениями выпуклых 
множеств в В к и удовлетворяющим условиюФ(А)>Ф{ж:1*|> Л(8)М . 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Предположим, что Л(2) - дифференцируемая фун
кция, удовлетворяющая условиям 

М)1%t°° ,*(Л(*)/»/<С3(1+л[э^(г)),.*>*, , (18) 
а функция £.(*) удовлетворяет условиям (5) и (6). Тогда условие Д) 
равносильно условию 

iV«U)=0((-^)K-^exp(-±(^7f+0(1rl(,)))), « — • * - .(И). 
При 4*3 из (18) следует, что *6(3)==оИ), va<«)=0Cl), г->- «> . 
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ЗАМЕЧАНИЕ 3. Пусть AU) - дважды дифференцируемая функция, 
удовлетворяющая условиям (4) и (За); функция 6U) удовлетворяет 
условиям (5,) и (6). Тогда условие Д) равносильно условию 
IH«)=jup Je?ltt)J $№ъ),фШъ=0(ъ\тЩ(я))), *-+- <~. (20) 
Здесь ̂(И')=Г(и',2(^)), £(•№) - решение уравнения Г̂ («,,г)=0 
^5» и-о , существующее и единственное в силу условий (4) и (Зв). 

Если кроме того, функция Л(*} удовлетворяет условиям (3), 
то соотношение (20) равносильно условию 
, 7 I <WV2(W),x)V(^==0(^e0^), г— . (21) we Н -гфия^Ъ Чл(эд) 

Далее приведем некоторые следствия наших теорем и замечаний. 
СЛЕДСТВИЕ I. Пусть функция Л (зб) удовлетворяет условиям (4) и 
Л<зЫ1+^Ы(&М-)й*г', ^ > 0 , г>ц , (22) 

4=nuwoj£ :6 целое, lim iiW V̂ «г))/з > 0 } . ^3) 
Для того, чтобы 

£{^Г^ еА,Л=Ф<А иК1 +о(1)), f*-^°° 
равномерно по всем последовательностям |AW, А н © & } » удовлетво
ряющим (2)., необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия А) 
В) теоремы I и, кроме того, условия 

Н,4«)=-о(*»(Г,«))"*) , *—-~ i (24) 

uwp Ь. сг) = о(гЪ , г-^с» . (25) 
Если дополнительно к сделанным предположениям функция Л(z) 

удовлетворяет условию (Зв), то (25) равносильно условию 
I HU) = о(2-,Ь 2—<-<*> . (26) 

Достаточность в следствии I справедлива, если Л(2)?чрлт*з , 
<(,> 0, г У ъ ̂  Следствие I уточняет основной результат работы [i} 

СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть функции ЛС2),эе̂ (3} удовлетворяют условиям 
лст-Чоо, (л(2)2~У= 0(«-<) t 2—>- <*> ; ( 27), 

Для того, чтобы Р { ^ 5 п е А н } = Ф(Ан)(1+0(жо(тВД , И,^-°° 
равномерно по всем последовательностям{А№,Ан,е*&} , удовлетво
ряющим (2), необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия А) 
теоремы I, (II) и, кроме того 

^61ДЬ| J<WV(4aj|+J I »fV((U)= 0(ж 0 (Л(2)) , -^) , ъ-^оо ; 
ItH Me* W« V M S ) ' 
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В частности, утверждение следствия I выполняется тогда и только 
тогда, когда выполняются условия А) теоремы I, (II) и 

jj*i*va*)==o(^, , - ~ , 

СЛЕДСТВИЕ 3. Пусть дважды дифференцируемая функция М%) удо
влетворяет условиям (4),0< 60< All , и (Зв); а щ{%) такова.что 
4«H0,JVe^A(»f,^e«)»eaDp^-j)(Aewr,)WH,Vl4+e»} ) . 

Утверждение следствия 2 выполняется тогда и только тогда, 
когда выполняются условия А) теоремы Is,(II) и, кроме того, 
iN*Vcd*)+s-16Uf>|j (WV(<M=0(a*<rb))H— Л,*--<* ; |зфг rtH N«« 'Те*)' 

1нс«)== оС^Чсл"1^))), « — - « » . 

СЛЕДСТВИЕ 4. Пусть й?» 3 - целое, дважды дифференцируемая 
функцияЛ(н)удовлб*воряет условиям(Зи) и А(«)/я*^41 >^» га -Пусть 
функция эе 4№ такова, что *4(г)| 0,*л(Ш!!'У(леу)4','4 , 2? « 4 • 

Для того чтобы выполнялось утверждение теоремы 2, необходи
мо и достаточно, чтобы выполнялись условия А),В) и кроме того, 

Ыг<|зс|<г1«нз V«»*' 
ОЩСТВИЕ 5. Пусть функция Л(%) такова, чтоЛ(2//« + .<*» ", 

(МлС2)/г)) = 0(%ч)>% »-<» ; выполняются условия А) и (II).Для 
того, чтобы при всех 10<з(0,1) 

равномерно по последовательностям! A w,A W<B &$ , удовлетворяющим 
(16), необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие 

J YtcU)=0(«-*«хр(-(4-* О И))(*/A~f (*J)*)), ?-*-<*> • (29) 
Различные следствия из теорем I, 2 и замечаний 1-3 можно формули
ровать аналогично их одномерным вариантам (см. [2] , Щ ). 

Доказательства приведенных утверждений в значительной мере 
используют результаты из [i] - j~3] 

2. Пусть < S > W = - ^ J 6 - W H t . 
— оо 
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ЛЕММА I. Пусть выполняются условия теоремы I. Если для каж
дого "v«s(0,1) и каждого "РеИц , |1/| = 1, 
P{lHid,Хе^НИ-Фд^й)) е0^(^,}, п^-°о (30) 

равномерно относительно -и- в области -jr-tACVty)< ю<4"A(Vn) > 
то выполняются условия В) и С). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Воспользовавшись \2~\ , теорема 1а (необходи
мость), получим для каждого "t«HK , |tj = 'I при %—>-оо : 

r e ^ ) = J ct,x/V«ix)—1ь$)=! (t,эе)еФ«к) , 3 s U б ; 

i(t,x)4V((k)+^|rJ+1(t^)|+z-V4+«,(t^)= 0(e(f)) (* четно)'. 
|Л,Х)|уг $ —J- oo 
1 i^xrY((ix)+|y4(t^|+^n+1(t^) = 0(6(f)) ( 6 нечетно). 
|(t,X)H 
Отсюда(подробнее см. [4], (7)-(9)) следует утверждение леммы I. 

Пусть f> 0 . Введем распределение Y^ на R^ , положив 
= | Vcdotj, |a>|=s (ГА(Уй) , 

I 0 , |*I>(TA(V«) 
пусть У^(А)=У^(А),:РИ(А)=Р|£weA}, Ае& . 
Представим распределение VjVv B вВДе: 

У<Ги̂ ) = Ь^ и>^ х + ^^А), Ае^ , (3D А ^ где <j,fH(«)?0- плотность, Ь ^ - распределение на ^ 
Следующая лемма уточняет лемму 3 работы £l]. 
ЛЕММА 2. Пусть выполнены условия (5),(7),(15), а также ус

ловия А)-С) и Ц > 4 1 ( ? ,где (J, взято из условия (15). 
Если при некотором гГ> 0 и любом / > 1 

равномерно по геТ^, 0=5а*йПА(-\ГЙ)/ и- , то 

¥ J . , i« i> | iMf t } -o (» - *^ )«p( -^ ) ,»— • (33> 
Кроме того, для Vj"^, существует такое разложение (31), что 

равномерно по x e l ^ , |эоЫ M A ( V W ) -
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положимf^)==f ^yK)H^ix,),'^4uiv,^m,'%]< • 

При сделанных в лемме 2 предположениях так же как и в [i], лем
ма 3, можно показать, что выполняется условие (34) и 
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^ЙЙ-ОЙ,;)-*(€№'x)fy%)&v+ Q{b4f(k)f, u-*-~ (36) 

равномерно по xeT?K и Wlk|^M-j£—, где £„ - некоторая доста
точно малая положительная постоянная,не зависящая от Ос , \i и V. ' 

Покажем, что п р и | Ц ^ М - Л ^ ) и | г |«6„ 
{ n ^ ) = | ( ^ ) + 0 ( h n | i e ( c / h 1 t | ) ) , r v - * ° o , ( 3 7 ) 

где c=%<j%\l\)zn = w a * { h | , l/ACVw)} . Имеем 

f / ( „_ I «*»\«Ь> + J в*'*%-«и> - I < + 1 , , (38) 

+ &bj Y ( d x ) ^ 2 ^ y 3 ) + 0 ( l * J 4 e ( c / | 2 H | ) ) , и ^ - ~ > <39> 
|x|rdA(VH) * = 0 ' 

где i* = 4 , если б четное, и ^ = Й-1 , если 4 нечетное; 
|б^|<* . Далее, согласно условию (32), j>=o , 

W-l J W l v 
|(г,х)|>-сИ(Ч*>1 |(Н-,»)!>с 

**bJ VrtU) + J ^«Uj^OflSnlVcfoJ- ' ) )» * -~ • (40) 

|x|>c|x|1 Ixl̂ clkr' 
Из (38)-(40) следует, что 
^ ) - 1 = 1 ( ^ ) + £ 7ГМ*> + 0(1%1*6(0|%ГЬ) , H-^oo . (41) 

v—3 
Соотношение (37) г;ледует теперь из оценки (41), условия (7), ра
венства и ^ ( * ) = 2 н М ^ я ) - 1 ) * + в«(Г<*м)и*,'*1/*, | в |< t 
и свойств моментов_распределения *Ё? . 

Вернемся к равенству (36). Пусть в неы1л=~, |я|^ M M V H ) . 
Воспользовавшись соотношениями (37) и 

I ' l ' e t c h r ^ r t l W ^ a M l ^ r j + lirJ^tJlMlir^)) 
легко получим 

few- (кл,л-«+о(н(^"А(^-), (42) 

равномерно по со, |эс|-с МЛ("/й) • 
Покажем теперь, что 

Достаточно рассмотреть случай "•ц,»Н \л(/й)'^ т >поскольку иначе 
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соотношение (43) выполняется тривиальным образом. 
Пусть Л0О«=Л(г)/я • Разобьем интеграл I на сумму 1Ч •+ I % ин

тегралов по множествам {|ir|^MA(Vn)} и | Мл (V»v)<|ir|<e»V̂  } .соот
ветственно. Тогда для всех достаточно больших ю 

3** I «хР(4М*)^&жР(-тМ*Чл(^)Гг) , 

Мз>МлЫй) 

Таким образом (см. (15 ) и (4)) (И-*-00) 

i-oe'V.^.l^silHiAW^.fci^))). <«' 
что доказывает (43). Из соотношений (41)-(44) следует (35). 

Докажем оценку (33). Имеем(»=(»,,,...,xK)eftK) 
^ЫФМЛ^)К2^Ы^|»^Л(Л)$=2 Ie • (45) 
По неравенству Чебышева и (37) при С О = М Л ( ^ Й О / 2 Л ( ^ 
I,*e*i Je^Y^^C Iв *"Y, oU>)*) « е-"' . 

Отсюда, из (45) и (15) следует (33). Лемма 2 доказана. 
Перейдем к доказательству теоремы I. Нами будет доказано, 

что в условиях теоремы I соотношение (12) выполняется равномер
но по всем {A^A^eeS-} , удовлетворяющим (2), тогда и только 
тогда, когда выполняются условия В),С) и Д)(равносильность Д) и 
Д ) можно доказать методами работы £l]). 

Несложно доказать, что при любом <Г> 0 и А е & 
и J VwA-^t^Aj-Y^cA)^ J ̂ (A-u)V(^) • (46) 

Легко показать, что если 0<<Г^ 1 и E 4 ={M: |X |? -A(W)J .TO 

Поскольку (см.(4) и (11))Щ>Щ^-Ф)(*:(зс,1й»0)|=О(/1), И—«> , 
то из (46), (47) вытекает, что для всех У1*пв 

2н(Е»)»|иР{|Х<|>л(^п)} . ' (48) 
Докажем теперь, что соотношение (12)является необходимым 

для вьюолнения условий В), С) и Д,). Из (12) легко вытекает (30) 
и, следовательно, выполняются условия В) и С) теоремы I (см.лем
му I). Далее, из (48) и (12),Ац.= £п заключаем (см.также лем-
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му 2 из \ 3 \ ), что 
Р|IX,Ы = 0(Лр(-({ -%){Ъ/Л%))* )), * — ~ > (49) 
где tye>0 сколь угодно мало. Из (49) вытекает,что 

равномерно по 11*1« МЛ^П»)Н—' Hj>»1 , если (?=<Г(М, (},„, &0) выб
рано достаточно малым ( 60- постоянная из (4)). Таким образом (см.. 
(10)), выполняются условия леммы 2 и, следовательно, соотношения 
(33)-(35). 

Для проверки выполнения условия Д.,) достаточно,выбрав и = 
= mvto\{:& >ъ], применить соотношения (33) и (35) к левой части 
неравенства (46)(при этом следует иметь в виду, что &(—%=А < 

2* Л (Vtv) 
< £(-ф)")) • Итак (12) =>В),С),Д.,). 

Докажем обратное утверждение, причем вместо условия (10) бу
дем пользоваться более слабым условием (15). Предварительно отме
тим, что из условия Д, ),А=1*:|л|?--^-} , следует (19). 

Из (19), в частности,вытекает, что 
2{|Х 1|4}=0(г- 4б(ЦМ)е^^ й , ) г) , s — ~ , (51). 
где <},„> 0 сколь угодно мало . Пользуясь (15) и (51) вместо (10) и 
(49), соответственно, убедимся в справедливости (32).,Лемма 2 и 
(46) позволяют заключить, что равномерно по И.з>и0 и множествам 
А е & , удовлетворяющим условию (2) (при А н = А )» 
Ф ( А ) 6

0 1 ^ ш , ^ Р 1 ф ( ^ А ) < Ф ( А ) е 0 ( ^ № ) ) - + 1 н ( А ) , (525 

где Ift(A)=H J ,_ Д м ^ А - » ) V(<%) . 
Пусть ' [, - натуральное число, и 2*1/0 . Будем говорить,что 

множество А е & удовлетворяет условию E^)U ) , если 
El*") Ф(А)>О и(е)=| <p<a)(U . 

Поскольку И * Л М н > 

если L и U достаточно велики (см.условия (15),(4)-(6) и (51); 
также [3],(33)),то из (52),в частности,следует,что 

^(-ЛА)==Ф(А)е0(зеаЛ;С)). , к,—^«*> , (53) 
равномерно по множествам А е $ , удовлетворяющим условию Е» Л ), 

'п^ьВ»ЧуФ(вт:А-уЛи)>0^1<2)ЬВ^=я-1{/в1(, 
А"={ос:оббА,|*И4-Л(^Н)} , А«2Ь-, х 5 ^ « з й к , 

1i = iV:IV'l'" -t-AcVt»)} . 
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Согласно условию (53) для всех и^и^ 

Так же как в [31, (47) можно показать, что 

Далее „ « 
f */.«p°<9ei«cV*3Hr,) f Ф(Л--г=2==г)У((к) ,rc, 
•i**<V* , ^ L ^ " -^ЙЛ=ГУУ(Я1Р; ' «б) 
Оценивая I., с помощью (19), получим из (54)-(56) и Д,) 
1^(А)=0(»4(^ДЙ)еО(эеа(Л;1;:т1)Ф(Д)) 5 -К/-^оо 
равномерно по множествам А е & , удовлетворяющим Е$ п) уже при 
1=3 . Отсюда следует, чтоЕ№(ЛА)=Ф(Д;е

0<*!,сЧп*1нЯ ,' *-*-«, , 
равномерно по А , удовлетворяющим Е3 w 

Повторив проделанные рассуждения ((53)-(56)) еще L-3 ра
за, завершим доказательство того, что В),С),Д^)=>. 12. Теорема 
2 является следствием теоремы I и леммы 2 из [IJ i • 

Замечание 2 доказывается так же,как замечание I из [Щ.Следу
ет воспользоваться условием (9а) и в выкладках из ([3],(49),(50)) 
заменить функцию А(Ъ,Я1 на<к%хМ^-%)^)Х-^^~^\(х)=яо//с\^) . 

Доказательство замечания 3 проводится методами работы [I]. 
Доказательства следствий 1-5 проводятся с помощью соответствующих 
замечаний и теорем 1,2 так же,как и одномерные аналоги в [2],|3]. 
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