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Для приближенного нахождения решения краевой' задачи для уравне­
ния duldt = Lu (L — эллиптический оператор с постоянными, коэффици­
ентами) существует большое число различных разностных схем. Основ­
ные требования к ним — их устойчивость и сходимость. Для явных раз­
ностных схем при этом приходится шаг по времени брать значительно 
меньше шага по пространственным переменным; для неявных схем такого 
ограничения шага по времени нет, но зато приходится решать системы 
линейных алгебраических уравнений. 

Еслт число/пространственных переменных р^2, то и явные, и неяв­
ные схемы требуют большой вычислительной работы. Этим было вызвано 
появление серии работ (см. [1] — [5]), посвященных вопросам построе­
ния абсолютно устойчивых разностных схем, не требующих решения см­
етем уравнений с большим числом неизвестных. 

Настоящая работа посвящена анализу одной из таких разностных 
схем, так называемого метода дробных шагов, предложенного в работах 
[31—[5]. При обосновании этого метода авторы [31—[51 заменяли раз­
ностную схему метода дробных шагов другой разностной схемой, которую 
они считали эквивалентной первой, и для нее устанавливали сходимость 
как следствие устойчивости и аппроксимации. Однако при рассматривав­
шемся классе граничных условий эквивалентности этих схем не суще­
ствует; более того, даже в случае уравнения теплопроводности может быть 
построен пример, когда метод дробных шагов не будет аппроксимировать 
дифференциальное уравнение ни при каких малых т и h, если на границе 
области функция не является линейной. Если же брать-нулевые кра'евые 
условия, то анализ метода дробных шагов в [31, [51 может быть применен, 
хотя и не для столь широкого класса уравнении с постоянными коэффи­
циентами; результат жё работы [4] не получается даже и при нулевых 
краевых условиях. 

Все же некоторое расширение области применения метода дробных 
шагов возможно, и в настоящей работе показывается, что при нулевых 
граничных условиях несколько видоизмененный метод дробных шагов 
является абсолютно устойчивой и сходящейся разностной схемой, во-
первых, для уравнений, где L — самосопряженный эллиптический отри­
цательно определенный оператор с разделяющимися переменными 2 м-



58 Е. Г. Дьяконов 

порядка, во-вторых, для уравнений с правой частью. При этом f для 
т > 1 под сходимостью метода понимается сходимость к обобщенному 
решению. 

Указывается также на возможность роста шагов по времени. 

§ 1. 'Метод дробных шагов для уравнения теплопроводности 
Рассмотрим сущность метода дробных шагов на примере уравнения 

теплопроводности [3] 

^_ _ <ta I ^ (\ w 
dt дх2 г ду2 У } 

в цилиндре 
QT = Q х [ 0 < / < 7 ] , Q{{x, у): 0 < * < 1 , 0 < т / < 1} 

с начальным условием 
, u\t=0'=<p(x/y) t (1.2) 

и краевым условием 
•ti\s=y(x, У, 0. (*, (1".3) 

5 —боковая поверхность Q T . 
Пусть h—1/N—шаг по х я у ; т —шаг повремени; Xi = ih, i = 0, 

1, . . . ,N\ yj = jh, / = 0, 1, . . . tn = nr,n=0, 1, . . . , Г/т; Q h{(/, ; ) : / -
= 1, 2, . . . , - 1; / = 1 , 2 , . . . , Л/ — 1}; Sh{(i, /)': i = 0, N или j = Q, iV} ; 

v(xu t/j, ^ n) обозначим через o ! ^ , -
Аппроксимируем условия (1.2) и (1.3) обычным образом: 

v\f = ^ij9(hrf)'^h9 |(1.2') 

- л И ? , = (1.30 
Метод дробных шагов состоит в том, что для отыскания v^1^ при 

(/, /) ^ Й Л по известным составляется система уравнений с использова­
нием промежуточных функций t^+Va); 

о;(П+У 2) _ ( П ) 
Ц , т

 Ц . - < ^ " + , / 2 ) + ( 1 - а ) А ^ ^ ) , 

^ ^ — = о Д 2 - 1 # + 1 ) + (1 - о.) Д 2-<4? + ' / 2 ) 

(1.4) 

где 
2 _ ^ i + l . j — 2 p i j + ^ i - l , i , 

0 < < 3 < 1 . 

Значения 2 ^ ? + 1 / 2 ) при (i,j)^Sh определяются из условия 

i j . i j « i j 
Перепишем (1.4) в виде 1 

- отД» -) = (£ + (1 ^ в) тA|L) I # > , 
( * , / ) е а Л , (1.5) 

(Е — бтА 2-) v№+D = (Е + Y1 — о) тД 2 - ) vft+v*\ 
V г/г// г? - ' V- 1 • \ , ' г/г// ' 

где Е — тождественный оператор. ' ' , 
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Введем обозначения: 
D' {(г, / ) : i = 2, 3, . . '. , N - 2; / = 2, 3, . . . , N - 2}, 

.. . Sx{(i;.j):i = 2, 3, . , . , i V - 2 ; / = 1 , i V - 1 } , 
ЗДг, / ) : i = l, Л Г - 1 ; / = 2 , 3 , 1}, 

5xy{(/ , /) ; . i = lf ЛГ— 1; / = 1 , 

Авторы работ [3] — [5] заменяют схему (1.5) следующей схемой без 
промежуточных значений v^}^2): 

(E-6xAl-)(E-ax^v-)v^= (1.6) 

• • • + (1 - а) Т Д ; - ) (Е + (1 - о) тД2,-) v\f. 

Эта схема, как показано в [3], является абсолютно устойчивой и 
аппроксимирует уравнение (1.1) в метрике L 2 с порядком аппроксима­
ции О (г) + 0(h2)] поэтому в силу известных теорем (см. [6]) следует 
<ее сходимость в L 2 с порядком О (т) -f О (/г2). 

Но так* как (1.5) при условии (1.3') имеет место не при всех 
(г, /)бО)1, то на самом деле схеме (1.5) будет эквивалентна не (1.6), а 

0 т Д » - ) ( ^ - с . т Д ^ - ) • • " . (1.7). 

= (Е + (1 - о) тД 2 - ) (Е + (1- о) тД 2 - ) v\f + xRW, 

0, (* \ / )€=£ ' , 

. - - Jr - ° ) д ^ ; > i i . + ' вд; 5*|у+« i Sv}, (г, /) G sv, 

ж {(i-»)A««^ I * + G < 1 - °)• д;г*Ьп) 1 s ^ i i . I svy, 

n — значение %j в ближайшей к (г*/) точке границы. 
Действительно, рассмотрим, как происходит исключение vi^1^. Если 

(i, / ) e D ' , то каждое из двух соотношений (1.5) выполнено в точках 
(i, / — 1 ) , (г, / ) , (г, / + 1), (£ — . 1 , / ) , (*+-1 , /)• Поэтому, применяя к 
первому соотношению оператор (Е-\-(1-~в)х&2

у-), а ко второму (Е — сзтД2-), 
получим, соответственно, , 

. + б ) т д ; - ) ( £ - б т Д ^ ) »}?+•/,)•=' ; ( 1 - 8 ) 

= (Д + (1 - в) тД 2 - ) (Е + (1 - а) тД 2 - ) „<»>, 

{Е - отД 2-) ( £ - атД 2 -) »{»+i> = (£ - б т Д 2 - ) (Я + (1 - о) тД 2 - ) i,j»+v.>. (1,8') 

Складывая эти два равенства и учитывая перестановочность опера­
торов (Е + (1 — о) тД 2 - ) и {Е — бтД^) , приходим к (1.6). 

Если же (г*/) е (для определенности возьмем, например, / = N — 1), 
(то второе из соотношений (1.5) выполнено в точках (i — 1, / ) , (if), 
i + 1 , / ) и, применяя к нему оператор (Е— бтД 2 -) , опять получим 
<1.8'). 

(Е-

где 
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Но первое из соотношений (1.5) имеет место только в точках 
(i, j — 1), (i, / ) , а в. точке (I, / + 1): вместо, него будет (Е — <зтД2-) v§+xl*> = 
= (£ + (1 — а) тД^).г><# — тД 2 -^<$. Поэтому вместо (1.8) 'получим 

. (Е + (1 - в) тД 2 - ) (Е- атД 2 -) , ( ^ / 2 ) = . ^ • 

(Я + (1 - о) тД 2 - ) (Я + (1 - о) тД 2 , ) *|»> _ (1 ~ о) £ Д 2 , ^ | , S x.. 

Складывая это равенство с ь(1.8'), убеждаемся в справедливости (1.7) 
для точек (i,])E:Sx. Аналогично этот процесс исключения происходит 
и для точек. Sy и Sxy. 

Если я|) (ж, у, t) = 0 или даже д2^/дх2 = д2^\ду2 = О, то R[f обраща­
ется в нуль, для всех, (i/) S и эквивалентность (1.5) и (1.6) имеет 
место; если же ЯцфО, то легко, построить пример, показывающий, 
что схема (1.7) (а следовательно, и схема (1.4)) не аппроксимирует 
уравнение (1.1). 

Действительно, предположим, что , 
д2и д д2и дЧ д% д*и 
dt21 dt дх21 dt ду2\ дх*' dx2dy2' ~ду* 

существуют и ограничены в QT- При этих условиях схема (1.6) аппро­
ксимирует' (1.1),, а поэтому, подставляя u(x,y,t)— точное решение; 
(1.1) — в (1.7), получим 

(Е -1 атД 2 -) (Е - ст Д 2-) Bg+i> = (1.10) 

= (E + ( i - а) тД 2 -) (Е + (1 - о)х&у\)и%) + <х {0{х)+0 (Л2) + Л£> } . 

Возьмем и — sin лхе~пН. Тогда, очевидно, все условия на производ­
ные удовлетворяются, а -

Rif = '(o—l)^sm2^8mnXie*-nH, если ( V / ) (=SX. 

Вводим, как обычно, норму функции на слое t =' tn = пх: 

Тогда J] i ? ( n ) I > с/Л, где с > 0 не зависит от т и Л, и поэтому из 
(1.10) следует, что (1.7) не аппроксимирует (1.1). 

Таким образом, установлена следующая 
Т е о р е м а 1. Для уравнения (1.1) с начальным условием (1.2) и 

краевым условием и\$~0 метод дробных шагов есть абсолютно устой­
чивая и сходящаяся схема с порядком сходимости в среднем О (т) -f- О (Л2); 
в случае неоднородного краевого условия (1.3) метод дробных шагов, вообще 
говоря, может не аппроксимировать уравнение (1.1), 

Нетрудно проверить, что- и пример, и теорема полностью перено­
сятся на случай р пространственных переменных, только к условиям 
(1.9) добавляется требование непрерывности • 

д:х2 Эх2 ...^2 ' 

где Si Ф s u если i =/= f, Sj. = 1 , 2 . , . . . , p. 
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Заметим "еще, что в случае схем [1], [2] сходимость устанавливается , 
и для \ | )фО, причем схема [2], предложенная лишь для р — 2 и р = 3 , 
без труда распространяется на случай любого р, а схема [1] примени­
ма лишь для р = 2. • 

§ 2. Метод дробных шагов для уравнений с разделяющимися 
переменными и правой частью 

1. Изложим теперь видоизменение метода дробных шагов для урав­
нений с разделяющимися переменными и правой частью. 

Пусть в цилиндре <?т = ^ X [ 0 < ; < Г ] ; Q ~ { Q < £ S < 1; s =1, . . . , р) 
требуется найти решение уравнения 

| ~ = 2 L s u + / , ," (2-1) 
s=l 

удовлетворяющее краевым условиям 

и начальному условию 

( ^ ^ • • • > ^ ) s = = ( 0 ) 0 I . . . I 0 ) (2.2) 

и | t=0 = Ф (хъ $2, • • • > (2.3) 
Здесь 

т 

>&sm (%s) > О, as<x(%s)^ 0> £ — боковая поверхность v — нормаль к S. 
Построим разностную аппроксимацию этой задачи. Пусть т—тлаг 

во времени, h == 1/iV — шаг по пространственным переменным. Введем 
обозначения: 

(%s)is = i s h , is = 0, 1, . . . , AT; 5 == 1, 2, . . . С = wr; 

v(i±h, i2h, . . . , гр/г,п т) = г ; £ > . • = г^п>; А = ( г ь г2, . . . , г р); 

Q h { A : i e = 0, l , . . . , i V ; 5 = 1 , 2 . . . . , / ? } , ^ 

Q^{A :7 S = га, т 1, • • . , N — т;, s = 1, 2, . . . , / > } , 

С 8{Д : г8 = 0, 1, . . . , ЛГ; 'г> = /гг, га + 1, . . . , TV — т при s' =f=s}, 

. с = и 
В дальнейшем там, где это не вызывает недоразумений, вместо г>А 

будем писать просто v, опуская индекс Д. <йе будем также отмечать 
зависимость сеточных функций от сетки, v^) определяем из условия (2.3): 

=х?А. (2.3') 

Если А Е ^ ) то положим 

* f :**о (Л = . о т / г ) , 
.'(2.2') 
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а для нахождения v%+u в точках Qh по известным v%> рассмотрим р 
систем уравнений с р—1 промежуточными функциями v<£+s№: 

v(n+s/p)__t?.[n-f-(s-i)/p] 

— \ = т ( ^ ( n + s / p ) + (, = 1, 2 —1). 

/ , "(2.4) 
^ г ; ( п + 1 ) — ^ [ ^ - ( S - D / P ] ' H H • 

^ — = j - ( Z £ i ? < « + i > + Z ^ + ( P - - I ) / P ] ) + Th/W, 

где * 

m ; v - • v 

»<,...«„-».....« ----- р - 1 

7 > > = {П(#-^)}?^' 
s—1 -

£ — тождественный оператор, обозначает / (г /̂г, г2/г,. . . , гр/г, (тг + у) т)~ 
При такой аппроксимации (—L%)— самосопряженный и положи­

тельно определенный оператор и L^L^2 = L^L^ (см. например, [7], [8]). 
Схема счета такова: по известному (N -f- 1)р-мерному вектору г><п> 

(г?(°> определяется,из начального условия) находится v^+Vv) как реше­
ние первой "системы (2.4) с условиями (2.2'); затем по полученному 
вектору г;( п+ 1 / р ) ищется вектор v(n+2M, удовлетворяющий второй систе­
ме (2.4) и условиям (2.2') и т. д. до нахождения v^+'te—1^. 

Каждая из таких систем обладает матрицей при неизвестных, _ в 
которой отличные от нуля коэффициенты стоят на 2т + 1 соседних 
диагоналях, и поэтому для нахождения решения системы требуется 
X l / F арифметических действий. . 

Нахождение 

Р - 1 

тоже проводится по шагам: 

(Е —L«WH^/CP-I ) ' ] = w^nJr ( e - i ) / (p - i ) ] 
\ 2 ь J А А 9 

М[П-И/(Р-1)] = 0 при А е Shf 

fin) при A e Q h , 

[ о при A e £ h . 

Нетрудно проверить, что при этом нахождение го^п^ потребует 
Х . 1 / № арифметических действий. По найденным vln+ <Р—D/P> и г^71-*-1! из 
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последней системы (2.4) и условий (2.2 ') находится v^+v. Всего, таким 
образом, переход от v^n) к г;^1* совершается с числом арифметических 
действий x l / f e p , т. ё. с числом арифметических действий, по порядку 
равным числу точек сетки на слое t = tn. • 

2 . Рассмотрим вопрос об устойчивости схемы (2 .4) . Для этого пере-, 
пишем (2.4) в виде 

( £ _ ^ ^ г , ( п + з / р ) = ^ ^ 5 = = 1 , 2 , . . . , р _ 1 ; у 

(2.5) 

( Е — ^ L H

V ) vW> = ( Е + - J - 4).г?[*+<Р-1>/р1 + тГ Л /< п ) 

и исключим промежуточные значения v(n+8,v\ учитывая перестановочность 
L S L и L S 2 и условия (2 .2 х ) , о важности которых уже говорилось в § 1. 
В силу условий (2.2 ') можно считать,: что (2.5) справедливо не только 
в точках Qh, но и во всех точках С. Поэтому'первые р — 1 систем 
(2.5) эквивалентны: 

р—1 ' V—1 

П (Е—тL») vln+ ip~l)M = П (Е + -rL*)vin)- : -
s=l s=l 

Умножая это равенство на (2?.+(T/2)Z#£), последнее из равенств (2.5) 
р -1 h "'• • • „ 

на П (Е — (x/2)LS) и затем складывая полученные соотношения, найдем 
s=i ;' . 

Д (£---f 4 ) г ^ ' > = П + -f ̂ )^) + t / W , д е о , ; (2.6) 
S=l , S=l 

так как 
Р - 1 

L s при условиях (2.2 ') есть самосопряженный и отрицательно опреде­
ленный оператор (см. [8]). Следовательно, существует такая система 
функций г|48> (я*)» /с = 1, 2 , . . . , iV — 2тга + 1, удовлетворяющих .(2.2'), 
что 

rhn\As) _ / 1 ( s ) \2 . i ^ ) 

где 

0 при ki ф /с2, 

1 при ki — k 2 i 

N 

г я = 0 

Тогда операторы 
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имеют собственные функции 
_ . '

 р 

*K. . . - f t p (S l , . . . , % ) = -П $ks(xs) 
s = l 

и, •соответственно, собственные значения 

П(1 +i(Wsf) и п ( 1 - 1 ( ^ ) . 
s = l s=l 

Поэтому, как это нетрудно проверить, ' 

- 1 
(Е - Щ ' 1 (Е + 1 П < l 

и || А"1 В | К 1, где К С || = max | %{\ {{%•} — собственные числа матри­
цы 'С). Таким образом, доказана устойчивость не только схемы (2.6), 
но и каждого из Промежуточных шагов; в схемах из [4], [2], как известно, 
промежуточные шаги могут быть неустойчивы. При доказательстве 
устойчивости условие aS0L ^> 0 использовалось лишь для отрицательной 
определенности LJ

s

l, и поэтому его можно ослабить и требовать просто 
отрицательной определенности Lh

s. 
Из доказанной устойчивости по начальным данным легко заключить 

об устойчивости по правой части (см. [6]). 
3. Покажем теперь, что схема (2.6) аппроксимирует уравнение^2.1). 

В дальнейшем нам часто будет, нужен класс функций D*(c), введенный 
в [9]. А именно, мы будем говорить, что функция F (xlf х2, . . . , хр), 
определенная NB /^мерном гиперкубе Q, принадлежит (с), если все 
частные производные F (хг, х2,... , хр), содержащие не более q диф­
ференцирований по каждой координате, ограничены по модулю констан­
той с. Перепишем (2.6) в виде 

— = т 2 L s ^ ( n + 1 ) + v ( n ) ) + / ( п ) + ' ( 2 Л ) 
s=l 

+ Щ ) IS ( « * * > ' . . . + r i i y ^ i i . . . 
•Si,- s 2 = l 
st>s2 

....£4(ф(») — (—1)р »<"+«), 
-0 ' . • 

Пусть aS0L, / , ф таковы, что при Д е ^ ; . 
1) в QT существуют и непрерывны 

6>S; (2.8') dt3 ' dt 

d 2 w + 2 и Л2 / 5*Л* \ 
s = l , 2, . . . , p-
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2) при каждом t (0 <^ t ^ Т) 
U<BD2m(c). 

Тогда при подстановке ^-решения (2.1) в (2.7) получим 

(2.8") 

и — = i S L* (w(n+1) +M(n)> + / ( n ) + 0 (t2) + °(h) + 
s=l 

т. е. схема (2.5) аппроксимирует уравнение (2.1) в среднем с порядком 
О (т2) -\- О (h). Для уравнений с постоянными коэффициентами порядок 
аппроксимации, как легко проверить, будет О (т2) + О (h2). 

Краевые условия (2.2) аппроксимируются в общем случае с погреш­
ностью О (К). 

Известно [6], что если разностная схема аппроксимирует дифферен­
циальное уравнение, начальные и краевые условия и является устой­
чивой по начальным условиям, по краевым условиям и по правой 
части, то разностная схема является сходящейся. Однако применение 
теоремы из [6] к задаче (2.1) — (2.2)—(2.3) возможно только при 
m = 1, так как только при m = 1 краевые условия аппроксимируются 
точно, а получить устойчивость по краевым условиям в общем случае 
не удается. Не достаточно для сходимости здесь и такого факта, что 
все собственные числа оператора f 

при условиях (2.2') больше единицы, так как ограниченность А'1 этим 
устанавливается лишь для условий (2.2х), которые аппроксимируют 
(2.2) не точно. Поэтому для m > 1 ограничимся пока констатацией 
факта, что метод дробных шагов есть абсолютно устойчивая и аппрок­
симирующая схема; вопрос о ее сходимости будет разобран в § 4. 

А для m = 1, следовательно, имеет место следующая 
Т е о р е м а 2. Метод дробных шагов для .уравнения (2.1) с условиями 

(2.2) и (2.3) при выполнении условий (2.8)," (2.8'), (2.8") есть абсолютно 
устойчивая и сходящаяся схема с порядком сходимости в среднем 
О (т2) + О (/г); если же коэффициенты уравнения постоянны, то порядок 
сходимости будет О (т 2) + 0\h2). ; 

В работах [2], [10] изучались для уравнения теплопроводности 
некоторые разностные схемы с переменными шагами по времени. 

В следующем параграфе мы рассмотрим возможность такого же 
видоизменения метода дробных шагов. 

§ 3. Метод дробных шагов с переменными шагами по времени 

1. Проведем анализ метода дробных шагов с растущими шагами по 
времени для несколько более общего уравнения, чем (2.1). 
5 ЖВМ и МФ, № 1 ' 

V 
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Пусть в области QT (см. § 2) ищется решение уравнения 

8 = 1 " S 4 S
 1 8=1 (3.1) 

« s f e 0 > 0 ; b s ( x s 9 *)><>,• 

с краевым условием 
K|S = 0 (3.2) 

и начальным условием (2.3). 
Разностная аппроксимация этой задачи с переменным т примет 

вид 
(n+s/p) __„[n+(s-i)/p] 
Д . • / = | (L S , Я г 4 п + 8 / р ) + п г ; к и + ( 8 - 1 № 1 ) (• = I1, ? , . . , , 1), 

2 , ( n + l ) _ " [п+(Р-1)/р] 
А Д /Г 9 Л П + 1 ) I /• ,Лп+(р-1/р]ч , гр ЛП) д п 

. • t . v t ^ ^ ^ O (* = 1,2, . . . . , />) , е с л и А е ^ . 

Р—1 

^ п = {П — I T ^ п ) } 1 ; ^ = т о + T i н— + T n - i . 
^ s = i ( 

Все остальные обозначения такие же, как в § 2. Здесь, как мы ви­
дим, Ls>n (s = 1, ^. . ,р) уже зависят от £п, но тем не менее их само­
сопряженность, отрицательная определённость и перестановочность 
LSlt7l и LSztn устанавливаются так же, как и в [7]. Исключая проме-> 
жуточные шаги, получим аналог (2.6): 

П ( Е — \ и. и =2 (Е + \ь*> A v i n ) + w ( n ) - (3-3) 

Чтобы установить устойчивость этой схемы по начальным данным, 
надо рассмотреть, как меняется || w^n) || при переходе на следующий 
слой, если w^n) в точках Qh удовлетворяет 

2 (Е - XfLs, n W « + D = 2 (Е .+ ^ Z , s , n W » > (3.4) 
s=i s=l 

и условию = 0, A&Sft. Все исследование проводится так же, как в 
§ 2, с той только разницей, что семейство собственных функций опера­
торов 

меняется при переходе от tn к £ n + 1 i Пользуясь ортогональностью, раз­
личных собственных функций, из того, что коэффициент у каждой соб­
ственной функции в разложении гМп+х> меньше по модулю, чем у у^пК 
заключаем, что 

| | ^ + 1 ) | | < | | ^ ) | | . ' (3.5) 
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2. Докажем следующую теорему. 
Т е о р е м а 3. Пусть выполнены условия: 
1) существуют и ограничены 

д \ 

2) #s» bs, ф и f таковы, что 
а) все производные 

д*и даи д* ( да+Р и \ 
— (а = 0 , 1 , . . . , 4 ) , - (« = 0 , 1 , 2 , 3 ) , MuTtf) ( « , 3 = 0,1,2) 

S • \ S Si / 

в QT по модулю меньше Ме~ы; 
б) при любом t(0^t^T) 

u*EDim(Me-*1). 

Тогда вектор v^n)(О^п^Т/х), получаемый по схеме (З.Г) с т п = 
= х0еып, сходится к гг ( п ) равномерно по t(0^t^T) в метрике Ь2 с 
порядком О (to) + 0(h). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Подставим и(хъ ....,хр, t) в (3.3). Тогда в 
силу условий теоремы получим 

n ( £ - ^ 4 , „ ) ^ = n ( £ + T ^ » ) M ( n ) + T « / w + (3.6) 

+ Тпе-ы0(т1) + хпе-*п0(к). 
s = i t s = i 

„2 

Здесь т п < 1. 

Для e<n> = гг<п> — тогда будет 

Щ £ . _ V L g > Л e ( n + i ) = д /£ + Ls \ + Х п е ^ п о ( т 2 } + Хпе-ЫпОЩу 

(3.7) 

е^р = О, если A G:Sh, и, естественно, е<0) -= 0. 

Рассматривая разложения e<n+;x>, е^ и всех слагаемых в (3.7) по 
собственным функциям операторов 

Л = й (Е- т L s-") и в = П ( £ + т I s-») -
s = l s==i . 

можно получить 
II е ( п + 1 ) || < || е<"> || + е~Ып хп (О (х2

0) + О (к)), 

или же, учитывая вид т Л , 
j | e< -+ i ) | |< | [ e<- ) | | + T 0 (O (Tg )H-

Отсюда уже легко получается для любого t (O^t^ Т) 

\\uW-vW\\=0(%l) + 0(h), (3.8) 

где к такое, что т 0 -)- хг -f- • • о -f- т Л _1 = £о Для уравнений с постоянными 
б* 
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коэффициентами, как это нетрудно проверить, в правой части (3.8) 
будет 0{x2) + 0{h2). • • • 

3. Покажем теперь возможность применения одного варианта мето­
да дробных шагов для уравнения (3.1) без каких-либо ограничений на 
знак bs. ' * 

Введем обозначения: . 0 • , 
р 

LSfnv = Ax8(as(xs,tn)AX8_vy, Bnv — — ̂ bs(xs, tn)v. 

s=l 
Рассмотрим следующий вариант метода дробных шагов: 

(Е — xLlt п) i;<n+i/p> = (Е + xBn)v^+ /(»>, 
(Е — xLs\ п) z;(N+S/P) = zHn-Ks—D/p]. (3.9) 

Исключая ?;( n+ s/p) ? получим 
р 

Л (Е - xLSt п) w(H-i) ==(Е + хВп) !?<*> + т/<">. (3.10) 
Операторы L s > п и В п могут не иметь общих собственных функций, 

но нетрудно проверить, что 
• Р ' Л 

Ц Ц(Е- x L s , » ) е ( п + 1 ) || > (1 +'сгг) || || 
s = l 

и 4 . ' ' ' • 

| | (£ + т В я ) е ( » ) | | < ( 1 + С ат)||в<»)||. , 

Из этого уже легко получить достаточное условие для устойчивости 
по начальным данным 

|] e (n+i) | ^ (1 + - с т ) | | е ( " ) | | . 

Далее обычным образом выводится оценка || u,W — vW || = О (т) + 
-\-0(h), а если коэффициенты уравнения постоянные, то || uW —vW\\ = 
= 0(x) + 0(h2). 

! ' , 

§ 4. Сходимость к обобщенному решению 

1. Рассматриваем уравнение (2.1)'с начальным условием (2.3) и крае­
вым условием (2,2). Коэффициенты a s m > 0 ; asa ( a < m ) могут быть 
любого знака, но таковы, что есть отрицательно определенный 
оператор. Для простоты всюду в дальнейшем предполагаем asa (XS)GE C^0)(QT) 

( a ^ m ) . Пусть x = (хг, x 2 , . . . , xp). ' 
Назовем функцию u(x,t) обобщенным решением уравнения (2.1) с 

условиями (2.2) и (2.3), если 
i}u(x,t)ewW(QTy, ; 

2) i i ^ J j e W f как функция х при каждом tе[0, Г ] , 

3) (и , , . ' . . , dQ ^ = (0, 0, . . . , 0) в смысле метрики L2 (S), 
4) lim ^ (в (ж, Дг) — ф (ж))2 d® = 0, 
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5) для любой функции Ф (#,£), удовлетворяющей условиям 1), 2), 3), 
будет выполнено соотношение 

р т да да Ф v _ 

Q T i Q T s=la=o s s QT 

Здесь Qfo обозначает множество точек 0 <J xs <J 1 (5 = 1 , . . . , / ? ) , t = t0. 
W2

m) (D) — пространство функций, имеющих обобщенные производные 
до порядка т включительно, суммируемые с квадратом на D (см. [11]). 

Нетрудно проверить, что всякое классическое решение смешанной 
задачи является обобщенным и что обобщенное решение единственно. 
Ниже будет показано, что обобщенное решение существует и может 
быть получено как предел приближении, получаемых с помощью мето­
да дробных шагов. Основным аппаратом при этом являются разностные 
«энергетические неравенства» (см. [11], [12]). Получению таких нера­
венств для параболических уравнений посвящены работы [13], [14], [15], 
[16], [17], причем наиболее общие результаты содержатся в [13], [14]. 

2. Как говорилось в § 2, метод дробных шагов приводит к соотно­
шению (2.6). Условимся суммы вида 

slt s2,...,sk = 1 
, St>s2>...>sk 

обозначать через S l 2 ' s r Тогда (2.6) для р — 2г можно переписать в 
следующем виде: 

{ Т + К Г ) А ^ + ; - - + т ( т Г ^ - - - ^ } х ; • вд 

• x ( v ( n + l ) _ v W ) г 2 4 + (|)2хад243 + . . . 

/ j r \ P - 2 , ' ( n + 1 ) ( n ) 

• • • + U J **8^xL8l. . . Ьар^1 f i L - , = f{n\ 

" ^ ) = 0 ( n = 0 , i ; . . . , TfT), если A * = S K . (СЗ) 

Если же р — 2г + 1> то (2.6) примет вид: 

{ ! + Т © * S * 4 4 + • • • -h j ( I / " 2 sXp^ Ll Л , } x ( ( 4 2 < ) 

v ( ? ; ( n + i ) _ „<»)) _ I* + (I) 2,xд4^ +.,. 
«=1 
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Введем обозначения: &h,tQ—множество всех точек решетки, лежа­
щих на слое t = t0 и принадлежащих области Q', причем 0 е й ' ; 

t/x 

обозначим через "Q'h.t, а суммы по всем точкам Qhtt; Qht t Qh, t] Qh, t 
будем соответственно обозначать 

.' ..» S . S . 2 . 2 -

Q' Q Q' Q 

Если A = (ix. .. ip) лежит вне Qh, положим 

v^ = 0 (л = 0 , 1 , . - . . , Т / т ) , a e e ( i s ,A) = 0 (4.4) 
и распространим на эти точки (4.2) и (4.2'); конечно, при этом правые 
части (4.2) и (4.2') в таких точках не будут иметь ничего общего 
с / . Но если, (4.2) во всех точках Qh, t умножить на xhP (v(n+V + vW)/2 
и просуммировать полученные соотношения по Qhtt, то в силу усло­
вий (4.3) и (4.4) получим ' . • 

lv(n+l)+ v(n) ^ Е ^ j * з = = ? ^ { 4 + т ( т ) А « ч + : ..+4(ir^...4}x (4 .5 , 

• • • + '(1)" . . ^ L i . . . »"+" + >*•> _ * . 2 > « £ ^ 

Поскольку при условиях (4.3) Xs есть отрицательно определенный 
самосопряженный оператор, a L^L*a = L^L^, то 

+ (i)2А 4 4 4 +... + (-jr 4 - . . 4 4 > 0 . 

Остальные слагаемые в левой части, имея в виду получение разностных 
энергетических неравенств, преобразуем, используя формулы «суммиро­
вания по частям» (см. [12]) и учитывая условия (4.3). Покажем, как 
ведутся эти преобразования, на примере Xs2, обозначив для сокра­
щения записи Д* а через D* и Д а

а через D*: 

2 (»(«+i) +i7(»i) Lh

SiLl (y{n+i) _ j,(h>) = . (4.6) 
Q' 

= 2 2 (- i ) a '+ a * (»("+«'-+»^) я ? e.,«, л ? я * ^ (*>(n+1) - v i n ) ) = 
Q' ata2=o 

m , ' / 

= 2 S««.«. D% (»(n+1) +z;(n)) • ^ ^ a s °°* ̂  (»(n+1) _ v ( n ) ) = 
o^oc^O. Q ' 
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Г . • 

m • 
= 2 2 а ^ а ^ D% (v<n+1) + v { n ) ) - ° t К1 (*>(n+i)- »(n))>= 

а ь а 2 =0 Q' ' . ' 

m m 

= 2 2 аз,а1а82а2фз;/>зУ,г))2-2 2 «..«,'«•.«. Д?,*Ф) 8. 
Q' а 1 а 2 = 0 £У а!,а2=0 

где /с = £/т. 
Как мы видим, в этих преобразованиях существенно используется 

то, что каждый оператор L1^ зависит только от xs. Таким образом, вместо 
(4.5) будем иметь 

^ 2 { ^ W ) 2 + (TX4 2 ^ a ^ D ^ D y ^ + . . . (4.7) 
£У ax,a,=0 

• • • •+©*"' 2 (П«..,) W * • ор»У\ + г, (*™±^) < 
а!...ар=о г=1 ! ' 

m 

< 2 {(Ф)2 + ( у ) 2 < 2 ?..«.«*«. даад2 + • • • 
Q' а1<х2=0 

7)1 Р ' 
а!...ар=о г=1 Q' 

4 В (4.7) оставим в левой части только слагаемые, имеющие второй 
индекс у всех коэффициентов, равный т, а слагаемые с индексом 
a s < т перенесем в правую часть. 

Коэффициенты asm в слагаемых левой части заменим на их минимум 
в QT, слагаемые в правой части увеличим, заменив a s a на максимум 
aSa\ в Q'T, и сумму квадратов разностей с aj <; т заменим на ее опен­
ку сверху через сумму квадратов аналогичных разностей, содержащих 
только индексы as—-m (это можно сделать в силу условий (4.3)). Вы­
ражение 

xhP ^ /<п> Y~ 
Q 

оценивается через 

J rhv 2 (/(n))2 + I TAP 2 0>(n))2-
Q Q 

Тогда, введя обозначение 

Jt (»<*>) = hv 2 {(vW)* + x\Z2 (D?D?2vW)* + • • • + TP (£>Г. . . />?v<*>)2}. 

из (4.7) получим 

/ ( ( g < n + 1 ) + g ( n ) ) + /,(»<*>)< С 0 ( Г ) { т ^ 2 ( / ( П ) ) 2 + / о ( ф ) + Е ^пт (»<»>)}. 
7 Q ' n = 0 

(4.8) 
где Co(Z') — некоторая константа, не зависящая от т и к. Это же соот­
ношение может быть получено и для р = 2г + 1, если провести анало-
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гичные преобразования над (4.2') и ввести обозначения 

, /,.(г/й>) = {(г>№))2 + т 2

 SlK2(DhDT2

vm)2 Н Ь т Р - 1 ̂ ^ ( Я ™ - • • 

(4.9) 

Пусть 
f<=C<f»(QT) и Ф е ^ ( С ) . .. 

I 

Тогда из (4.8) методом, примененным в [12], легко получаются оценки 

/« ($*>)< ^ ( 7 ) = const; 
(4.10) 

( - J < С± (Т) = const. 

При этом, естественно, предполагается также, что ф удовлетворяет усло­
виям согласования, т. е. ф и все ее производные до (т — 1)-го порядка 
обращаются в нуль на границе Q. 

= 0 (аг + а 2 + . . . а р < т?г — 1). (4.9') 
дх^дх^ . . . дх^ S 

Из полученных оценок очевидно следует 

^ ^ ( ^ ^ ^ ( ^ ^ c o n s t . (4.11) 
ft' 

3. Докажем теперь следующую лемму. 
Л е м м а 1. Пусть выполнены условия (4.9) и (4.9'). Тогда для 

имеют место неравенства 

- t f t p2v i J < C 2 ( 7 1 ) - c o n s t , (4.12) 
Q' 

v 

й р 2 2 № w ) 8 < С 2 ( Г ) = const. (4.12') 
£У S = l 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Умножим (4.2) во всех точках QH>T на 
? ; (n+i) , (п) 

xhPDtvW = т/гР ± 4 — 
т 

и просуммируем полученные равенства по т : 

xhr% {f + т(1)Л44 + • • • + 4 - - 4 X (4.13) 
р 

: ( г ; ( п + 1 ) _ v W ) _ г /гр2 А * ( « > {2 Lh

s + ( I ) ' S ̂ PsRLl + ... 

X i 
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Так как операторы 44. . . Lh

S2l положительны, то 

r h P 2 Дда<»> щ + Щ) М Д + . . . + L l . .4 х 
X (2;( n+D — г;<п>) > О 

Преобразуем остальные слагаемые: 
m 

xhP 2 DtV^L^v^) + ?<*>) = т/гР 2 2 {DtDtv^)) D*Wn+» + г?<п>) = 
Q' Q' a=o 

m m 

= т й " S 2 a s a D t = A P 2 2 •«« W - ( # ф ) в ) -
Q' a = 0 a = = 0 

где /с = т;/т. 
Аналогично 

xhP 2 444 ( * ( n + 1 ) + t?<»>) • A i > ( n ) = 

^ 2 2 ^ a ^ a ^ C A ^ A ^ ) 2 -
Q' ^ , 0 2 , 0 3 = 0 

m 

- hv 2 2 ( W M 
ft' a l t a 2 ( a « = 0 

Следовательно, из (4.13) вытекает 
г Р 7 7 1 

T A P 2 W n > ) * + ^ 2 - { 2 2 « s a № < * ) ) 2 + - . - (4.14) 
Q' ft' s = l a = 0 

\ / m 

••• + ( £ / 2 < W " < 4 - i . p - i ( ^ . . . ^ ^ } < 
a j . . . a p _ 1 = = 0 

p m m 

< ^ p 2 1 2 2 «s« ( A » 2 + • • • + ( | ) p ~ 2 s X P _ x 2 u S i a , . . .a S p _ i a p _i x 
ft' s = l a = 0 * a 1 . . . a p _ 1 = 0 

В левой части (4.14) оставляем только слагаемые со всеми разнос­
тями lm-то порядка, а остальные слагаемые перенесем в правую часть. 
Коэффициенты в левой части заменяем на их минимум в QT, коэффи­
циенты в правой части —на максимум их модуля, и оцениваем квад­
раты разностей через квадраты старших разностей. Учитывая, что при 
условиях (4,9) и (4.9') фигурная скобка в правой части (4.14) ограни­
чена и что 

2 / . А г ; ( - ) < | 2 К / ) 2 + ( А г 0 2 ] , 
Q' Q' 

получаем 
р 

АР 2 ( А * > ( п ) ) 2 + й р 2 { 2 (DTv^r + т 2

 S l S ' S o {DtDTMv(k)f + '••' (4-15) 
Q' a' ls=i 

• • • + ^ ^ д а . . 2 > ^ > ) ) 8 } < С , ( 2 ' ) + 
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+ С 4 ( Г ) Й Р 2 { З (DT'^r+^x, 2 (Аждада)2 + ---
л ' s = l а 14-а 2+а 3=зт—1 

а х + . . . + а р _ 1 = т ( р — l ) — i 

Сз(^) = const. 

C 4 (JT) = const. 

Покажем теперь, как можно оценить слагаемые в правой части 
(4.15). А именно, докажем справедливость неравенства 

й р 2 ( D ^ v W ) * ^ е/г̂ 2(£><*>)2
 + CJP% (г;<*>)2, (4.16) 

ft' ft' ft' 

где е > 0 — сколь угодно малое число. 
Действительно, (4.16) в силу условий (4.3) и (4.4) можно перепи­

сать в виде , 

( - l ) m ^ 2 (v(k\ DT^DT^vW) < е (—1)™ЛР 2 (*<*>, D?D?vW) + (4.16') 4 

ft' 7 

ft' 

Если рассмотреть разложения v{k) по синусам в кубе Q 2 : — l ^ ^ s < ; 2 
( 5 = 1, 2, . . , , / ? ) , содержащем куб Q, 

г;<М = 2 J а л г s m 5 . 

1 6 

то, учитывая (4.4), получим, что (4.16') эквивалентно неравенству 

, I I I 

Так как для любого малого s > 0 и для любого X можно найти доста­
точно большое С Е (не зависящее от %) такое, что А 2™ - 2 < ; е ^ 2 т + С £ , то 
(4.16") справедливо. Следовательно, этим оценка (4.16) установлена. 
Очевидно, что для других слагаемых имеют место аналогичные оценки: 

ft' ' • ft' ft' 

Поэтому, беря е столь малым, чтобы коэффициент у суммы квадратов 
разностей т (2q -f 1)-го порядка в правой части (4.15) был меньше 
\ t 2 q и учитывая полученную ранее ограниченность Jt(v(k)), получаем 
для р = 2г 

xhv 2 {Dtvwf + hP 2{2 №<*>ja + 
<r <y w < , (4.17) 

< С (7) •_- const 
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и, соответственно, для р = 2r + 1 

-rApS'(A»<«))*+^S{IS №'ft))2+ - (4Л7') 
Q' ft' s=i . 

+ T2

Si2S3{DZDZDlv^f + • • • + г*-* ( ^ W . . . £ p V * > ) 2 } < 

< С ( Г ) = const. 

Этим доказательство леммы заканчивается. 
4. Для применимости разностных теорем вложения [11], [12] нуж­

но иметь более сильные неравенства, чем (4.17) и (4.17'). Поэтому дока­
жем следующую теорему. 

Т е о р е м а 4. Если для задачи (2.1) — (2.2) — (2.3) выполнены условия 
.леммы 1, то для последовательности функции v&\ определенных на точках 
решетки с помощью метода дробных шагов (2.4), (2.2'), (2.3), (4.4), име­
ют место неравенства 

xhv 2 {(D'tvW)2 + 2 ( A ^ C n ) ) 2 + (^ ( n ) ) 2 } < Г = const, (4.18) 
Q' s = l 

hP 2 { 2 ( Z ) ? 1 . . . Z)pV*>) 2} < r = const. (4.18') 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Неравенство (4.18) является тривиальным 

следствием леммы 1, так как т 2 (#Ь> ( 1 1 )) 2 легко оценивается через 

в силу условий (2.3'), (4.4). 
. f t ' 

Доказательство (4.18') проводится так же, как для оценки (4.16), а 
именно, достаточно получить 

ЬР 2 ( D i . . • #pV*>) 2 < T i ?= const, ai + as + • • • = 
О' 

Легко проверить, что при условиях (4.4) будет 

ЬР 2 'Щ. . . DlvvWf = (- l)™hJ> 2 • - • %PDlvvW) = 

7 Г ^ 

ft' ft' 
2a^ 

fI 

ft' s = l s=i 

где a^.. л —коэффициенты разложения г;^ . по произведениям синусов 
—1 1 

в кубе Q2*» (— ^s) — собственное значение оператора DSDS для произве­
дения синусов 6 индексом 1г. . 

Но так как 
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то из ограниченности 
- • V 

Of s=i 
следует ограниченность 

1 2 2 (/??'...z)>«)*, • . 
а следовательно, и справедливость (4.18'). 

Сформулируем теперь теорему, которая является следствием теорем 
из работы [12] (гл. 1, § 6). 

Т е о р е м а 5. Пусть для заданной последовательности функций v д у 

определенных на точках решетки Qn,Ti выполнены неравенства (4.18) it 
(4.18'). Обозначим^через (vд)'полилинейную по хъ x 2 , . . . , x p , t функцию, 
совпадающую на точках решётки с v A . Тогда существует последователь­
ность #д/з, для которой 1 

1) функции (Dtv^y и {DlxDl*. . . #рРг>др)'> аг + a 2 + . - - + a p = mr 

сходятся слабо, соответственно, в QT и Qt к функциям ut и uaias...av'^ 

2) функции (Di'Dq2. . . DJ^VAP)', a x -f a 2 + • • * + <*p ^ m, — 1, сходят­

ся в L2(Qt) к ttaia2..,ap; 

3) предельные функции обладают свойствами: 

u = u0,0...0eW^(QT), | K | w a ) ( Q R ) < С ( т ) , 

в е И Т ( 0 ( ) , 1 иII wm(ot) <C(r) 
И 

ди д и 
'• ^ = щ' = U a , a 2 - v * + - » + • • • + • * . < " • 

5. Для доказательства сходимости к обобщенному решению (2.1) — 
(2.2) — (2.3) нам еще потребуется следующая 

Л е м м а 2. Пусть: 
1) ф е Щт (с) и при каждом t (O^t^T) f е -Dim (с); 
2) функции <р и f вместе со всеми производными до (2т — 1)-го по­

рядка по xs (s = 1, 2, . . . • р) обращаются в нуль, соответственно, на 
границе Q и QT. 

Тогда при любом п (n<^TJx) будет 

^2(44- • • ^ ( п ) ) 2 < С б ( Г ) = c o n s t j f = l f 2 > . . . 

si=hs3 nPu i Ф 1, $i =. 1 » 2, . . ., p. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим, как в § 2, разложения v^+V, 
и /< п ) по собственным функциям операторов х£ ( 5 = 1, 2, . . . , р): 

,<«+*> = ^ v 

A V . . / C - Е 

/ ( я ) = 2 С.*Рч>*,. 
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Обозначения здесь такие же, как в § 2. 
Тогда в силу (2.6) имеем 

Jn+i) _ * = i V S_Lа(п) + x— &<"> ft . 
а^.Лр — p aki...kp> v , _. ч "h,...Kp-n ( i + - f ( ^ ) 2 ) ' п(\+^щу 

разложении L^L^. . . L ^ ( n + 1 > коэффициент при грЛ,...Л р будет = 

В силу условий леммы имеем 

2 (Цу...(xty*(«1Я.,Р)<е.; 2 • • • rff/ (С.*/<c t . 
Поэтому 

2 ( ^ р ) 2 < С 5 ( Т ) ^ const, 
A*t.. .Ар 

м лемма доказана. 
Теперь мы имеем все необходимое для доказательства сходимости 

метода дробных шагов. 
6, Т е о р е м а 6. Пусть выполнены условия леммы 2. Тогда прих->0 

и h->0 последовательности (vA)\ (DtvA)', (D*1, . . . , Dv

vvA)' в смысле, 
указанном в теореме 5, стремятся к обобщенному решению и к соот­
ветствующим производным обобщенного решения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При выполнении условий леммы 2 неравен­
ства (4.18), (4.18') справедливы. Поэтому теорема 5 имеет место. До­
кажем, что функция и, получаемая по этой теореме, как предел под­
последовательности (г? А / 3 ) 7 при т - > 0 и h—>0," есть обобщенное решение 
задачи (2.1) — (2.2) — (2.3). 

Для этого осталось проверить, что и удовлетворяет условиям 3), 
4), 5) из определения обобщенного решения. 

Функции (Z)l1D|^•.'.Z)pPг?д) , при аг + aq -\ l - a p < m — 1 суть эле­
менты пространства W^iQi), обращающиеся в нуль вблизи границы. 
Поэтому по теореме о полной Непрерывности оператора вложения 

{см. [11]) предельные функции д А 1 + ' , , + А Р и/дх*1. . .дх^ будут обращаться 
в нуль на *?) и поэтому условие 3) выполнено. 

Условие 4) удовлетворяется, так как функции (vA)' суть элементы 
пространства W{

2

] (QT) и в силу этого равностепенно непрерывны в це­
лом в L2(Qt) [ И ] . 

Для проверки условия 5) достаточно получить (4.1) для любой 
функции Ф, имеющей обычные производные до m-го порядка по 
хъ х2, . . . , жр, первого порядка по t и обращающейся в нуль вблизи S, 
так как любая функция Ф из класса допустимых может быть полу­
чена как предел таких гладких функций Ф. / 

Возьмем любую функцию Ф, умножим (4.2) и (4.2') на т№ (Ф (п + 1) + 
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+ Ф(л))/2_ и просуммируем полученные равенства по Qh,T- Получим 

х^{в^\+^ - J Ll( + ) ^ + 1 ) ч - ф ' " ' 1 + (4Л9> 
QT S = I V . ' } 

у - , ф(П+1) I ф(^) 

QT ' 
где квадратная скобка обозначает сумму слагаемых с 

4 Д . . |. 4 2 ! (»<»+i> - и 4 4 . . . 4 2 Г + 1 * „<»>). 

Как нетрудно проверить, в силу леммы 2 выражение, стоящее в квад­
ратной скобке, будет ограничено B L 2 ( ( ? t ) . Учитывая, что Ф при малом 
h удовлетворяет (2.2), равенство (4.19) можно преобразовать к виду 

Qr s=i а=0 

+ т [ ] ^ т ^ 2 / ф ( П + 1 )

2

+ ф ( П ) ^ (4.20) 
QT 

Из теоремы 5, так же как в [12], можно установить, что при т - > 0 
и будет 

Qj, QT 4Т 

В теореме 5 говорилось лишь о компактности '(Dt1. . .D^v™)'у 

но нетрудно проверить, что все в этой теореме применимо и к 
(Dt1.. .Dlp(v%+1) + Поэтому 

р m 

Q T s = l a = 0 \ . У . V ^ 
р m 

Слагаемое т [ ], очевидно, стремится к нулю при т—>0. Следовательно^ 
в пределе из (4.20) мы получим как раз (4.1), что и было необходимо. 

В силу единственности обобщенного решения задачи (2.1) — (2.2) — 
(2.3) нетрудно проверить, что сходимость к нему имеет место при 
т—>0, h—>0 не только для (г>др)', но и для всей последовательности'г?д-

Таким образом, доказана сходимость дискретных функций, полу­
чаемых по методу дробных шагов, к обобщенному решению задачи 
(2.1) — (2.2) —(2.3), причем нигде ограничений типа т / / г 2 т < с , как это 
имеет место для явной схемы, не делалось. Для неявной схемы тоже 
можно получить сходимость к обобщенному решению без таких огра­
ничений [13], но объем вычислительной работы при неявной схеме 
будет несравненно большим, чем при методе дробных шагов. 

З а м е ч а н и е 1. Если вместо схемы (2.4) рассматривается несколько 
более общая схема 

у( п +1) __ „ [ « + ( Р - 1 ) / Р ] 
o p L > ( n + 1 ) + (1 - б р) Lh

pvln+ <*-«М + Тп/п\ 
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S=l 

то все результаты § 2, 3 и 4 полностью переносятся на случай 
- ^ - ^ S s ^ l , причем существенное усложнение выкладок возникает лишь 
в § 4, а в теореме 2 вместо 0(х2) будет стоять О (г), если 

З а м е ч а н и е 2. Все результаты легко переносятся на случай сетки 

(zs)is = *Х (s= 1 , 2 , . . . , р), 

когда Q есть /?-мерный параллелепипед. 
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