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Один из путей развития теории линейного быстродействия основан на ее связи с классиче­
ской проблемой моментов, при этом важное место занимает исследование задачи быстродей­
ствия для канонической системы 

xi = и, \и\ < 1, Xi = Xi-i, г = 2,п, х(0) = х, х(@) = 0, 6 - » m i n . (1) 

Показано [1], что эта задача эквивалентна степенной проблеме моментов на минимально 
возможном отрезке. Такой подход позволил получить [1,2] аналитическое решение задачи (1) 
для произвольного порядка системы п: даны методы нахождения, управления времени 
оптимального быстродействия в и моментов переключения T i ,T2 , . . . ,T n _i (точки разрыва 
функции u(t)). В работе [1] дан явный вид полиномов Д п (6 ,ж) и А п ( в , ж ) степени р2 при 
п = 2р—1 и степени р(р+1) при п = 2р таких, что наибольший вещественный корень во урав­
нения Д п (в ,ж)А п (в , гг ) = 0 является временем быстродействия из точки х в 0. Следующим 
шагом после определения времени быстродействия было нахождение моментов переключения 
управления u(t). Предложенный в [1] метод состоял в последовательном нахождении момен­
тов переключения как минимальных корней соответствующих полиномов, суммарная степень 
которых равна р(р— 1) при п = 2р— 1 и р2 при п — 2р. При этом процедура нахождения по­
следовательности полиномов нам представляется громоздкой, поскольку последовательность 
полиномов, определяющих новый момент переключения, вычисляется после нахождения пре­
дыдущего момента. 

В настоящей работе показываем, что нахождение моментов переключения в рамках теории, 
построенной в [1], может быть существенно проще. А именно мы даем явный вид полинома сте­
пени п — 1, корнями которого являются все моменты переключения T i ,T2 , . . . ,T n _i . Другим 
замечательным свойством этого полинома является то, что его коэффициенты, умноженные 
на некоторые известные множители, дают компоненты опорного вектора к области управляе­
мости за время Go в точке ж, знание которого используется при решении задач оптимального 
управления [3]. 

Пусть u(t) - оптимальное по быстродействию управление, переводящее точку ж в 0 в 
силу системы (1). Это управление u(t) является кусочно-постоянной функцией, имеющей не 
более п — 1 точек разрыва [4], принимающей значение ±1 . Из соотношения 

в 

х = - j\-Mbu{r)dr, (2) 
о 

где А - (п х п)-матрица с единичными элементами, стоящими на первой поддиагонали, и 
остальными нулевыми элементами, Ъ = col (1 ,0 , . . . ,0) - n-мерный вектор, в силу кусочного 
постоянства функции u(t) имеем 

( - 1 ) Ч = ( - 1 ) п + 1

ж 

2йгП~1 

J2(-i)j+1T} + (-i) n + 15 , к = 1,п; (3) 

здесь и далее Тп = G, а й - управление на последнем участке [T n _ i ,T n ] , т.е. й — +1 либо 
й = — 1. Здесь, как и в [2], имеем две системы равенств: для начальных точек х, которые 
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переводятся в начало координат управлением первого рода, и = — 1, для управления второго 
рода й = +1. Учитывая, что и = ±1 (т.е. и = 1/й), равенства (3) можно записать в виде 

п-1 

Ок = (-1)п^2(-1У+1Т^ к = 17п; (4) 

здесь использовано обозначение Gk = [Т% + (—1) к + 1йк\хь]/2, к = 1,п. 
Для нахождения времени быстродействия G, рода управления й, моментов переключения 

T i , . . . ,T n _i , следуя [1, 2], введем последовательность полиномов { 7 ^ ( ж , в , й ) } , определяемую 
рекуррентной формулой 

в + их\ 1 7 к ~ 1 

71 = о , 1к = \{Gb-Yl^Gb-i)i к = 2,п (5) 

(положим также, что 70 = — 1). 
Как уже упоминалось, время быстродействия Go является наибольшим вещественным 

корнем уравнения Ап(л(х, G , - 1 ) , . . . ,7 п (ж, Q , - l ) ) A n ( 7 i ( a ; , Q, 1 ) , . . . ,7 п (ж, Q, 1)) = 0, где A „ 
при четном п — 2р и нечетном n = 2р — 1 определяется равенствами 

&2p-q = det(ji+j-q)p

ij=v q Е {0 ,1} , (6) 

в которых г - номер строки, a j - номер столбца соответствующей матрицы. При этом если 
й = —1, то Go является максимальным вещественным корнем уравнения A n ( 7 i ( # , G, —1),. . . 
• • • 5 7n(#5 G, — 1)) = 0; если й = +1, то Go является максимальным вещественным корнем 
уравнения A n (7 i (# , Q, + 1 ) , . . . , 7 n ( # , G, +1)) = 0, т.е. Go - наибольший вещественный корень 
уравнения 

А п ( 7 1 (ж, 6, й), . . . , 7 n ( s , Q, й)) = 0. (7) 

Теорема 1. Моменты переключения T i , . . . ,T n _i - корни уравнения 

V" л -1 У" 3A n (7 i ( s , Qp, й ) , . . . , 7 w ( s , Qp, й)) ^ 
7 , - / ( ^ в 0 , . ) = 0 , (8) 

где х - начальная точка. Go - время быстродействия из х в 0, й - управление на конечном 
промежутке [T n _i ;0o] . 

Для доказательства теоремы используется 
Лемма. Справедливы следующие равенства: 

д7к/дОк = 1/к, d7k/dGk4 = -7j/(k-j), j = l,k-l. (9) 

Доказательство теоремы. Из равенств (6), (5) и (4) видно, что при заданном х и най­
денных Go и й определители Ап являются функциями от T i , . . . , Тп-\ (Ап = A „ ( 7 i , . . . , jn)', 
7fc = 7*(Gi , . . . ,G f c ) , fc = l,n; = G , (Tb . . . ,Tn^), Z=T~S). 

При найденных во и п уравнение (7) обращается в тождество, дифференцируя которое 
по Tj, получим систему 

дАп/dTj = о , j = i , n - i , 

или 
дДп dGi дАп dG2 дАп dG + ^ ^ + ••• + ^ ^ = 0, i = l , n - l . (10) 
0GX ЯГ,- dG2 dTj dGn Щ 

Из соотношений (4) вытекает, что 

з 
dGk/dTj = (-l)n+j+1kT^-\ (11) 
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Подставляя (11) в (10), получаем 

^ n + s + i {ж+21Ь+зШт'+• • • + - S ^ i = ° - * - ^ 

Отсюда следует, что моменты переключения T i , . . . , T n _ i и только они являются корнями 
уравнения dAJdGi + 2(dAn/dG2)t + 3{dAn/dGz)t2 + ... + n{dAnldGn)tn-1 = 0 или 

= 0 . (12) 

При заданной начальной точке х и найденных во и й в левой части уравнения (12) стоит 
полином степени п — 1, который имеет п — 1 действительных корней. 

Учитывая, что dAn/dGi = Y%=i(d^n/djk)(d7k/dGi), / = 17га (здесь при А; < / 
djk/dGi = 0 ) , и используя равенства (9), в которых обозначено I = k — j , получим 

Подставляя последнее выражение в (12), имеем уравнение (8), что и требовалось доказать. 
Найдем теперь производные dAn/djk- Из вида определителей (6) получаем, что производ­

ная dAn/djk представляет собой сумму алгебраических дополнений элемента 7&. Обозначим 
через Ап'^ определитель, полученный из определителя Ап вычеркиванием г-й строки и 
j -го столбца. Тогда 

l<t j<p 

Подставляя полученные выражения в (8), имеем уравнения для нахождения всех моментов 
переключения для га = 2р — 1 

E ^ E t - i r s - . Е д 2 Й = о 

и для п — 2р 

E ^ D - d S - i Е = о. 
/=1 fc=Z i+j=k 

Теорема доказана. 

Рассмотрим задачу быстродействия для системы (1), которую запишем в векторной форме 

х = Ах + Ъщ \и\ < 1, х(0) = ж0, ж(0) = 0, (13) 

где (га х п) -матрица А и га-мерный вектор b такие, как в соотношении (2). 
Обозначим через S(@) область управляемости системы (13) в 0 за время 0 , т.е. 5 ( 0 ) = 

= {х : х = — JQ

0 е~АтЬи(т) dr}; здесь и(т) - произвольная измеримая функция такая, что 
| ^ ( т ) | < 1- Точка xq при этом является граничной точкой множества S(@). 
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Теорема 2. Вектор вида 

(14) 
является опорным вектором к области управляемости 5(G) системы (1) в точке х(0). 

Доказательство. Пусть А* - матрица, транспонированная к матрице А системы (13). 
Рассмотрим систему, сопряженную системе (13), с обратным отсчетом времени относительно 
вспомогательных переменных ф\, фч-> • • • ,Фп : 

ф = -А*ф, (15) 

с начальным вектором ф(0) — Ф° — {Ф11Ф21 • • • ? Фп)-> который является опорным вектором к 
области управляемости S(@) в точке xq [5]. Нетривиальным решением системы (15) является 
вектор ф((Ь) = ф°е~Л*г. 

Пусть u*(t) - оптимальное по быстродействию управление, переводящее точку хо в 0 в 
силу системы (1), которое, согласно [5], имеет вид 

u*(t) - sign(-</>(t),6) = $'щп(-ф°е-АЧ,Ь) = -8щп(ф°,е-мЬ). (16) 

Скалярное произведение (ф°,е~мЬ) представляет собой полином 

(^,в- Л ^ = 2(-1)^? + 1^А!, (17) 
/=о 

корни которого, согласно равенству (16), являются моментами переключения. Следовательно, 
полином (17) с точностью до постоянного множителя С совпадает с левой частью уравне­
ния (8), т.е. можно записать, что 

E ^ i P ^ E ' E ^ 
/=0 /=0 k=l+l 1К 

lk-1-Ъ 

Отсюда следует, что (-1)1ф$+1/1\ = CY2=i+i(dAn/d-fk)lk-i-i или 
п 

ф?+г = (-l)'CH (0Дп/7*Ь-1-ь 1 = м ^ т . 
k=l+l 

Полагая С = 1, получим, что вектор 

То 

является опорным вектором к области управляемости 5(G) системы (1) в точке х$. Учиты­
вая, что 7о = —1, получаем вектор (14). 
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