
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е У Р А В Н Е Н И Я 

М А Р Т 1978 г . , Т О М X I V . № 3 

УДК 517.934 

Т. Р . Г И Ч Е В 

КОРРЕКТНОСТЬ З А Д А Ч И ОПТИМАЛЬНОГО У П Р А В Л Е Н И Я 
С П О Д В И Ж Н Ы М П Р А В Ы М КОНЦОМ И И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы М 

К В А Д Р А Т И Ч Н Ы М К Р И Т Е Р И Е М ЭФФЕКТИВНОСТИ 

В этой работе рассматривается у п р а в л я е м а я система, поведение ко­
торой на фиксированном отрезке времени описывается линейным век­
торным д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м уравнением. З а д а н ы начальное состояние х 
системы и конечное целевое множество . Оптимальность управления этой 
системой понимается в смысле минимума интегрального квадратично­
го критерия эффективности, который, как и уравнение д в и ж е н и я , зави­
сит от п а р а м е т р а |i. Д л я этой задачи оптимального управления с по­
движным правым концом изучается зависимость решения от начального 
состояния х и п а р а м е т р а \i. Корректность постановки некоторых других 
задач оптимального управления системой, поведение которой описы­
вается линейным дифференциальным уравнением, изучалась в [2—6]. 

1. Пусть поведение управляемой системы на отрезке [to, Т] описы­
вается линейным векторным д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м уравнением 

x=A(t, \i)x+B(t, \\)и, (1) 

где A(t, (л) и B(t, \i) — н е п р е р ы в н ы е соответственно пХп и пХг матри­
цы-функции времени /б [to, Т] и п а р а м е т р а ji, п р и н а д л е ж а щ е г о откры­
тому подмножеству Q га-мерного пространства Rm; ф а з о в а я траектория 
x(t) находится в я-мерном пространстве Rn, а допустимыми управле ­
ниями я в л я ю т с я г-мерные измеримые функции u(t) с интегрируемым 
квадратом на отрезке [t0j Т]. Пусть W(i, и.) и U(t, ix) — к в а д р а т н ы е 
симметричные соответственно п и r -мерные матрицы-функции, непре­
рывные на прямом произведении [t0, T]XQ. П р е д п о л а г а е т с я т а к ж е , что 
д л я всех |ы)б[/о, Т]Х& матрица W(t, \i) неотрицательно определена, 
а матрица U(t, JLI) положительно определена . Вводим обозначение 
Z={z=(x, ix)\x£R*, j i 6Q} . 

Если / / ( / ) — д о п у с т и м о е управление , z=(x, jx)6Z и xu(t) — траек­
тория, соответствующая управлению и (i) в силу закона д в и ж е н и я (1) 
при значении п а р а м е т р а \i с начальным условием xu(to)=x, то в ка­
честве критерия эффективности будем р а с с м а т р и в а т ь функционал 

т 

а (и, г)=5 (x'Jt)W(t, \L)xu(t)+u'(t)U(t, ii)u(t))dt (2) 

Здесь и в дальнейшем (') означает транспонирование . 
Множеством достижимости D(z) д л я z£Z на зывается множество то­

чек (a , v) = (o(u, z), xu(T))£Rn+\ соответствующих всевозможным до-
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пустимым управлениям u(t). Д л я всех z £ Z множество D(z) выпукло и 
замкнуто (см. [ 3 ] ) . П р е д п о л о ж и м , что для к а ж д о г о p,GQ матрица 

г 

M(ii)= J \>)BV> * А ) ( Ф - Ч ^ V>))'dt 

невырождена , где (D(f, kn) — ф у н д а м е н т а л ь н а я матрица системы 1 = 
= A(t, J J L ) н о р м и р о в а н н а я в точке / 0 . Если выполняется это предполо­
жение, то в [ 3 ] доказано , что для любой точки zGZ множество D(z) 
имеет непустую внутренность. 

П У С Т Ь Z=(X, \I)£Z, u(t) — допустимое управление и точка vbRn. 
Если для соответствующей управлению u(t) в силу закона движения 
(1) при значении п а р а м е т р а \i траектории x(t) выполняется x(t0)=x и 
x(t)=i\ то будем говорить, что управление u(t) переводит фазовую 
точку из состояния х в состояние v при значении п а р а м е т р а р,. 

П У С Т Ь G — непустое компактное выпуклое множество в Rn и з а д а н а 
точка г={х, j i)GZ. Рассмотрим следующую задачу оптимального уп­
равления системой ( 1 ) . Требуется среди всех допустимых управлений 
найти такое, которое переводит фазовую точку из состояния х в некото­
рое состояние v£G при значении параметра и, и минимизирует критерий 
эффективности ( 2 ) . Согласно [ 3 ] , для каждой точки z£Z существует 
единственное непрерывное оптимальное управление u(t, 2 ) , являющееся 
решением этой задачи . Если соответствующую ему траекторию обозна­
чим через x(t, 2 ) , а минимальное значение критерия эффективности — 
через а ( г ) , то точка y(z) = (а ( г ) , х(Т, г)) является граничной д л я мно­
жества D(z). 

Рассмотрим и з а д а ч у оптимального управления системой ( 1 ) со сво­
бодным правым концом, которая ставится следующим образом. Пусть 
з адана точка z= (х, jw)GZ. Д л я управляемой системы, которая в мо­
мент времени t0 находится в состоянии х и поведение которой на отрезке 
|/(ь Т] описывается уравнением ( 1 ) при значении п а р а м е т р а ji, требует­
ся найти допустимое управление , минимизирующее критерий ( 2 ) . Со­
гласно [ 3 ] , д л я к а ж д о й точки z £ Z существует единственное непрерыв­
ное оптимальное управление u*(t, 2 ) , являющееся решением этой за­
дачи. Если соответствующую ему траекторию обозначим через x*(t, г ) , 
а минимальное значение критерия эффективности — через а* ( 2 ) , то 
точка y*(z) = ( а * ( 2 ) , х*(Т, z)) принадлежит границе множества D(z). 

Через N(z) и N*(z) обозначим множества внешних нормалей с еди­
ничной длиной к множеству D(z) соответственно в точках y(z) и у* ( 2 ) 
эти множества замкнуты. Пусть (9, s)GiV(z), где 6 — отрицательное 
число п yfr(t) является решением уравнения 

ф = _ 2 в ( * ( £ z))'W(t, v)-^A{t, ц) ( 3 ) 

с конечным условием y(T)=s. Тогда, согласно [ 3 ] , всюду на отрезке 
[to, Т] выполняется равенство 

u { t > z)==~~Wu~l{t' l i ) B ' { t ' riW' ( 4 ) 

Аналогичным образом определяется и управление u*(t, 2 ) с помощью 
любого вектора p*£N*(z). 

Через \Ь\ обозначим фиксированную норму вектора Ь, а через Ьф2— 
скалярное произведение векторов Ь\ и Ь2. Имеют место следующие тео­
ремы. 
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Т е о р е м а 1. Для каждой точки z0£Z и любого числа е > 0 сущест­
вует такое число 6 > 0 , что если z£Z и \z—z0 \ < 5 , то 

m a x \u(t, z)—u(t, г 0 ) | + m a x \x(t_,z) — x(t, г 0 ) | < 8 . 

В случае , когда G является точкой, этот результат д о к л а д ы в а л с я на 
конференции по д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м уравнениям и приложениям [ 7 ] , 
а когда W(t, р ) — н у л е в а я матрица , U(t, \х)—единичная матрица и 
G — точка, утверждение теоремы следует из явного в ы р а ж е н и я д л я 
оптимального управления , данного в [ 1 ] . 

Т е о р ем а 2. Для каждой точки z0£Z и любого числа е > 0 сущест­
вует такое число 6 > 0 , что если z£Z и \z—z0 \ < 6 , то 

m a x | u*(L z)— u*(t, z0) | + m a x \x*(t, z)— x*(t, z0) I < e . 

2. В дальнейшем будем р а с с м а т р и в а т ь фиксированное начальное 
состояние Z Q = (xof |io)GZ. С н а ч а л а д о к а ж е м несколько утверждений , 
необходимых д л я д о к а з а т е л ь с т в а теорем. Пусть а = ( а * , v*) — в н у т р е н ­
няя точка множества D(z0). Д л я любого числа е > 0 через Q ( e ) обозна­
чим множество точек ( a , V)£D(ZQ), ДЛЯ которых существует т а к а я точ­
ка w£G, что если ( a 0 , v) — г р а н и ч н а я точка множества D(ZQ), ТО 
^ а ° + е и 

| и — ш | ^ w\ +1. (5) 

Множество Q ( e ) замкнуто и содержится в D(zo). Ч е р е з Do обозначим 
множество граничных точек ( a 0 , v) множества D(z0), д л я которых су­
ществует т а к а я точка w&G, что выполняется ( 5 ) . 

Л е м м а 1. Для любого числа г>0 существует такое число 6 > 0 У 

что если z£Z и \z—z0\ < 6 , то Q(е)czD(z). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим противное. Тогда найдутся число 

в 0 > 0 , последовательность точек {zk}, zk£Zf k=l, 2, i i m z / I = 2 0 и 
/ i ~ > o o 

последовательность {(аи, v^)}, k = l, 2, граничных точек множества 

Q ( e 0 ) такие , что д л я k=l, 2, . . . точка (аи, Vh)BD(zk) и lim (аи> vk) = 
k-+OG 

= (ao, Vo), а точка (ао, Vo) п р и н а д л е ж и т границе множества Q ( e 0 ) . 
Пусть точка (а° , Vu) я вляется граничной д л я множества D(zk). Тогда 
точка (ал—е0, vk)£D0 и 

a f t < a ° . (6) 
Пусть допустимое управление u0(t) переводит ф а з о в у ю точку из 

состояния Хо в состояние v0 при значении п а р а м е т р а \IQ, а точка 
(о(ио, ZQ), VO) п р и н а д л е ж и т границе D(ZQ). Управление 

uk(t)=Uo(t)+B'(t, ^ ) ( Ф - 1 ( ^ \1к))'М-1(11к)ф-ЧТ, \ik)(U+vk-Vo), 
где 

т 

to 
т 

- Ф ( Г , |л0) ( JCO+J Ф-*(', Vo)B(t, й о ) и о ( 0 ^ ) ] , 
переводит ф а з о в у ю точку из состояния хк в состояние vu при значении 
п а р а м е т р а \ik и 

lima(ttft, z*) = а ( и 0 , z 0 ) . (7) 
&->оо 
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Но тогда из (6) , (7) и сходимости последовательности {an}, & = 1 , 2, . 
к см) для всех достаточно больших k получается 

а о — е о / 4 < аи < а ^ ^ а о — е 0 + е о / 2 = а о — е о / 2 . 

Это противоречие д о к а з ы в а е т лемму. 
Л е м м а 2. Отображение y(z) непрерывно в точке z 0 . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть последовательность {z/J, ZftGZ, 

/е = 1, 2, сходится к z 0 . Д л я /г = 0, 1, . . . обозначим Uk(t) =u(t, Zh) и 
Vh = x{T, Zk). Пусть i^o^G — произвольная предельная точка последо­
вательности {vk}, k=\, 2, . . . Не ограничивая общности, можем счи­
тать , что \lmvk = w0. Если допустим, что Woy^Vo и точка ( a 0 , w0) при-

ft->oo 

н а д л е ж и т границе множества D(zo), то из единственности оптимального 
управления д л я точки z 0 следует, что 

a ° > a ( z 0 ) . (8) 
Гак как управление 

u\(t)=Uo(t)+B'(t, ixk) ( ф - 1 ( ^ ^ ) ) / М - 1 ( ^ ) ф - 1 ( ^ 
где 

т 

Sft = - [ Ф (Г- И*) ( ^ + J Ф -Д^ | ift)5(^. | i f t )"o (0 .^) -
т 

-Ф(Т, iio) ( х 0 + | ф - 4 а ,ыо)В(^ | Х о ) м 0 ( 0 ^ ) ] , 

переводит фазовую точку из состояния xh в состояние и 0 при значении 
п а р а м е т р а \ik и lim а (и*, Zjt) = a ( z 0 ) , то для всех достаточно больших 

ft-+co 

чисел k имеет место 
o(ZkXo(u\, z / i ) ^ a ( z o ) + ( a ° - a ( z o ) ) / 4 . (9) 

И з (9) следует ограниченность последовательности {a(zft)}, & = 1 , 2 , 
т 

а следовательно, и последовательности | J |«/ г(£) | d i j , й = 1, 2, . . . И з 

этого следует, что управление 

ul(t)=uh(t)+B'(t, ( х о Х Ф - 1 ^ | ю ) ) , ^ - 1 ( | А о ) Ф - 1 ( Г . |*>) (£ 2

л + о > о - 0 Л ) , 

где 

Г2 

-ft 
= - [ф(Т, цо) ( * о + j ф-»(^. Щ>)5(*, Ц о ) М й ( О ^ ) -

Т 

- Ф ( Г , ил) ( x f t + J Ф~»(^ | i f t )6 (^ ц * ) М 0 < " ) ] . 
to 

переводит ф а з о в у ю точку из состояния х0 в состояние w0 при значении 
параметра jio, lim ( a ( w | , z0)—G(zk))=0 и о(и\, z 0 ) ^ a ° , т. е. для всех 

ft->oo 

достаточно больших k выполняется неравенство 

a ( Z f t ) ^ a ° - ( a ° - a ( z o ) ) / 4 . (10) 

Но из (9) и (10) получается неравенство a ° ^ a ( z 0 ) , которое противоре­
чит неравенству (8) . Следовательно , \\mx(T, Zh)=x(T, z 0 ) . Но тогда 
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a ° = a ( z o ) и из (9) и соотношения о(и2

},, z 0 ) ^ a ( z 0 ) следует, что 
lim o(Zk) = a ( z 0 ) . Этим л е м м а д о к а з а н а . Аналогично д о к а з ы в а е т с я и 
Pi—У со 
с л е д у ю щ а я 

Л е м м а 3. Отображение у* (z) непрерывно в точке z 0 . 
Л е м м а 4. Для любого числа е > 0 существует такое число 6 > 0 , 

что если z^Z, \z—z0|<6 и /?GA T(z), то найдется вектор p0£N(z0) такой, 
что \р—ро\^г. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а= (a*, х(Т, z0)) — внутренняя точка 
множества D(z0). Обозначим y0=y(z0). Тогда из сделанных предполо­
жений следует, что 

Пусть 

Р = min р Г - > 0 . 
PeiV(zo) | i /o—# I 

2 7 = t e | g 6 / ? ^ > | g | = i , | y o - f l | - 1 g ( y o - a ) = p / 2 } , 

£ l — min min | g — p \ . 
gbg P^iV(Zo) 

Д л я 8 o = min [г, ei] вводим обозначения 

^ * = f e | g 6 / ? w + 1 , g = ^ ° , IfiT°I = 1. 0 < a ^ i , m in | g o ~ p | < e 0 } , 

V={g\g£Rw \g\=l, mm\g-p\=e0}. 
p£N(Zo) 

Д л я к а ж д о г о вектора g£V построим гиперплоскость Hg, проходящую 

через точку у0 и ортогональную вектору g. Так к а к g£N(zo), то гипер­
плоскость Hg пересекает множество D(zo). Если 2 + — множество точек, 
п р и н а д л е ж а щ и х множеству D0 и расположенных в положительном по 
отношению к Hg полупространстве , то 

v min max \а — а * | > 0 . 

Строим множество Q ( v / 2 ) согласно лемме 1. Д л я к а ж д о г о вектора 
g£V выбираем такую точку ш= {ag, i > g ) G Q ( v / 2 ) , что если точка 
(a*, vg)£Hg, то a * > a £ - f - v / 2 . Д л я к а ж д о г о вектора g£V строим и ги­

перплоскость Н1 , ортогональную вектору g, такую, что если ( a , v)£Hg 

и ( а 1 , v)£H\, то a = a 1 + v / 2 . Обозначим 

р 1 = min min \у—уо\ > 0 . 

Пусть фиксирован вектор po^N(z0) и Г 0 — ортогональная к /? 0 и прохо­
д я щ а я через точку у0 гиперплоскость. Ч е р е з Ti обозначим гиперплос­
кость, проходящую через точку у * = ( a ( z 0 ) + v / 2 , х ( 7 \ z 0 ) ) и ортогональ­
ную вектору р 0 . И з леммы 1 и леммы 2 следует, что существует такое 
число 6 > 0 , ' ч т о если \z—z0|<6, то Q ( v / 2 ) c z £ > ( z ) , | ^ ( е ) —//01 < P i / 2 и 
# ( z ) содержится в положительном по отношению к гиперплоскости 1 \ 
полупространстве . 

Д о к а ж е м , что д л я этого числа б л е м м а верна . Допустим, что сущест­
вует точка zGZ, | z — z 0 | < 8 , и вектор q£N(z) такие , что q£V*. Пусть Г — 
опорная гиперплоскость к множеству D(z) в точке y(z), ортогональная 
вектору q. Все внутренние точки множества D(z) р асположены в отри-
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нательном по отношению к Г полупространстве . И з включения Q ( v / 2 ) c = 
czD(z) следует, что д л я к а ж д о г о вектора g£V точка % удовлетворяет 
неравенству 

q(y(z)-ng)>0. (11) 

Через Г* обозначим ортогональную вектору pQ и проходящую через точ­
ку y(z) гиперплоскость. Д л я любых двух точек ( а , и)бГо и ( а*> ^ ) 6 Г * 
имеет место неравенство a * ^ a + v / 2 , а если ng=(ag, vg) и ( а , и я )бГо , 
то ag>a-\-v/2. Следовательно , д л я к а ж д о г о вектора g£V точка ng ле­
жит в отрицательном по отношению к Г* полупространстве и 

Ро(п8-у(г))<0. (12) 

И з (11) и (12) следует, что р^ф — q. Так к а к /? 0б У*, а У*, т. е. 

min \р—р0\<г0у min \q—p\>s0, 

T O найдется такое число р 2 6 ( 0 , 1), что 

|Р?Ро+(1"Р2 )9 | 1 j 

Строим гиперплоскости Я/ и Я*, ортогональные вектору / и проходя­
щие соответственно через точки у0 и y(z). Поскольку для любых двух то­
чек ( a , v)£Hi и (а*, v)£H* имеет место неравенство а*^а—v/2, то точ­
ка m£Q(v/2) расположена в положительном по отношению к гипер­
плоскости Я * полупространстве и, следовательно, 

1(ъ-у(г))>0. (14) 

Но из (11) , (12) и (13) следует неравенство 

| Р 2 Р 0 + (1-Р2) q | / Ы-у (z))= р 2 р о (ni-y(z)) + (\-^2)q(m-y(z))< О, 
которое противоречит неравенству (14) . Это противоречие д о к а з ы в а е т 
лемму. Используя лемму 3 вместо леммы 2, аналогично д о к а з ы в а е т с я 
и следующая 

Л е м м а 5. Для любого числа Е > О существует такое число <5>>0, 
что если zQZ, \Z—ZQ \ < б и p*£N*(z), то найдется такой вектор p*GN* (zQ)9 

ЧТО |/?* — Р * | ^ 8 . 
3. Теперь переходим к доказательству теоремы 1. Допустим, что для 

точки ZodZ существуют число е 0 > 0 и последовательность точек {zu}, 
Zh—{Xk, [Xh)&Z, k=ly 2, такие , что \\mzh = z{), но выполняется не-

/i->oo 
равенство 

max \u(t, zk)—u(t, z0) | + m a x \x(t, zk)—x(t, z 0 ) | > e 0 . (15) 

Пусть (QJt, Sh)GN(Zk) и vk=x(T} zu). He ограничивая общности, можем 
считать, что lim ( 9 ^ sh) = (Qo, s 0 ) . Согласно л е м м е 4, точка (0О, s 0 ) 6 

k-+oo 
G/V(zo). О п т и м а л ь н а я траектория х ( ^ zk) и функция я|)д(0, которая 
определяет оптимальное управление u(t, zk) по формуле (4 ) , являются 
решением системы 

i=A(t, | _ i ) | - ( 2 9 / i ) - 1 B ( t \ik) U-*(t, \ik)B'(t, ри)^, 
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с граничными условиями l(to)=xk и ^(T)=sk при /г = 0 , 1, . . . Следо­
вательно, они я в л я ю т с я решением системы 

i=A(t, iik) (l-xk)-(2Qk)-W(t) iik)U'^tt )ik)B'(t9 ixh)^9 

( 1 6 ) 

с конечными условиями 
t(T)=vk-xh, 1p{T)=sk. ( 1 7 ) 

Но решение линейной системы ( 1 6 ) с конечными условиями ( 1 7 ) един­
ственно и зависит непрерывно от конечных условий и параметров , т. е. 

l im m a x \x(t, zk)—x(t, z0) | = 0 , ( 1 8 ) 

lim m a x \tyh(t)—ty0(t)\=0 

и, следовательно (используя формулу ( 4 ) ) , 

lim m a x \u(t, zk)—u(t, z0) | = 0 . ( 1 9 ) 

Но равенства ( 1 8 ) и ( 1 9 ) противоречат неравенству ( 1 5 ) . Этим дока­
зательство теоремы 1 закончено. Аналогично получается и д о к а з а т е л ь ­
ство теоремы 2 , используя л е м м ы 3 и 5 вместо лемм 2 и 4 . 
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