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1ЮСТРАНСТВЕННАЯ ЛОКАЛИЗАЦИЯ ТЕПЛОВЫХ ВОЗМУЩЕНИИ 
В ДВИЖУЩИХСЯ НЕЛИНЕЙНЫХ СРЕДАХ 

Мартинсон Л. К. 

Показано, что в движущихся средах, коэффициент теплопроводности 
которых зависит от температуры по степенному закону, может образо­
вываться стационарная поверхность, 'отделяющая область теплового воз­
мущения от области, в которую возмущения от источника тепла не 
проникают. Такая конвективная пространственная локализация тепла 
обусловлена конечной скоростью распространения тепловых возмущений 
в нелинейных средах. 

Процесс распространения тепла в среде с коэффициентом теплопро-
«^дности к, зависящим от температуры и по стеленному закону k=k0ua, 

f<j>0, в отсутствие объемных источников тепла описывается f l j квази­
линейным дифференциальным уравнением 

ди 
= a 2div(ii"gradw). (1) 

dt 

Это уравнение описывает, в частности, распространение тепла в высо­
котемпературных средах, когда перенос тепла осуществляется за счет 
лучистой и электронной теплопроводности [ 2 ] . 

Особенности процесса распространения тепловых возмущений в нели­
нейной среде могут быть выявлены из анализа решения следующей крае­
вой задачи для уравнения (1 ) : 

— =a 2 div(u°grad t t ) , M^G, t>0, (2) 
dt 

u(M, 0 ) = 0 , u(M, t) = B 0 = c o n s t для Me=S. 

Здесь u(M, — температура точки М(х, г/, г) в момент времени t; S — 
некоторая замкнутая поверхность, температура которой в начальный мо­
мент времени принимает значение ы 0 >0, не изменяющееся при £>0; G — 
внешняя область пространства. При решении задачи предполагаются вы­
полненными естественные условия равенства нулю температуры и тепло­
вого потока на бесконечности. 

Распространение тепловых возмущений от поверхности S (источника 
возмущений) в нелинейной среде качественно отличается от их распро­
странения в среде с постоянным коэффициентом теплопроводности. 
Из [2—5] следует, что одной из характерных особенностей процесса в 
нелинейной среде является конечная скорость распространения тепловых 
возмущений. Это означает, что для задачи (2) в любой конечный момент 
времени область, где и>0, имеет конечные размеры. При этом ее граница 
представляет собой замкнутую поверхность, соответствующую поверхно­
сти фронта температурной волны, распространяющейся от источника 
тепловых возмущений с конечной скоростью. В задаче (2) скорость рас­
пространения фронта температурной волны всегда уменьшается со вре-



менем, однако при t ->-+°° область возмущения неограниченно возрас­
тает. 

Предположим теперь, что процесс теплопереноса происходит в дви­
жущейся нелинейной среде, где задано стационарное поле скоростей 
\(М). С учетом конвективного переноса тепла распространение тепловых 
возмущений опишется краевой задачей 

— = a2di\(u°gradu)-dW(u\), M^G, t>0, (3) 
dt 

u(M, 0 ) = 0 , u(M, t)=u<> для MeS. 

Конвективный перенос тепла изменяет характер распространения 
фронта температурной волны [ 6 ] . В некоторых направлениях, встречных 

направлению движения среды, фронт тем­
пературной волны может проникать в 
движущуюся среду лишь на конечное 
расстояние от источника тепловых, возму­
щений. Поэтому при наличии конвектив­
ного переноса тепла в нелинейной среде 
даже при t-*+°° может существовать 
невозмущенная область (где w=0) , огра­
ниченная стационарной поверхностью 2 
(см. рисунок), за пределы которой тепло­
вые возмущения не проникают. Для на-

/ глядности на рисунке область возмуще-
j . ния при £->-+•«> заштрихована. 

Таким образом, в тепловых процес­
сах в движущихся нелинейных сре­

дах следует ожидать появления эффекта, аналогичного образованию ста­
ционарной поверхности возмущения при сверхзвуковом обтекании тела 
потоком сжимаемого газа или образованию такой поверхности при дви­
жении заряженной частицы со скоростью, превышающей скорость рас­
пространения электромагнитных возмущений в среде. При наличии та­
кой поверхности будем говорить о пространственной локализации тепло­
вых возмущений, обусловленной конвективным переносом тепла. 

Для подтверждения этого вывода рассмотрим ряд модельных задач, 
в которых форма и расположение в пространстве поверхности 2 могут 
быть найдены точно. В этих задачах рассматриваются простейшие поля 
скоростей, для реализации которых в некоторых случаях изотермическая 
поверхность S будет считаться проницаемой. 

В силу того, что решение эволюционной задачи (3) при £-»•+<» стре­
мится к стационарному, поверхность 2 может быть найдена из решения 
стационарной задачи для функции и (М) 

a 2div(tt aguad u)=div(it , v ) , M^G; и(М)=щ для Ms^S. (4) 

Искомая поверхность 2 в общем случае является поверхностью сла­
бого разрыва функции и, так как непрерывность этой функции в любой 
точке пространства вытекает из физического условия непрерывности тем­
пературы. G другой стороны, уже первые производные функции и могут 
терпеть разрыв на 2 из-за того, что физическое условие непрерывности 
теплового потока Q=—ft0u°grad и на этой поверхности не требует в об­
щем случае непрерывности градиента температуры. 

Задача 1. Источником тепловых возмущений (поверхность S) явля­
ется плоскость х=0, температура которой считается равной и0>0. Дви­
жение среды с постоянной скоростью v0 происходит в направлении оси х. 
В этом случае стационарное распределение температуры в движущей­
ся нелинейной среде может быть найдено из решения задачи 



„ о / du\ du 
a ^-\и°-Г~) = ! , ' Г ' x < 0 ' < 5 > ax \ ax I ax 

u(0)=ub u(—oo)=0. 

Это решение имеет вид [6] 
j u 0 [ l + ( * / * + ) ] 1 / о при -х+<х^0, 

»(*) = ^ КЬ) 
( О при х^—х+, 

где 
x+=a2u0

a/v0a. (7) 

Анализ решения (6) показывает, что поверхность 2 представляет со­
бой плоскость х=—х+. Глубина проникновения тепловых возмущений 
при этом зависит от температуры и0 и скорости потока v„. При v0^-0 

и пространственной локализации тепловых возмущений не на­
блюдается. Кроме того, глубина проникновения тепловых возмущений в 
движущуюся среду неограниченно возрастает при переходе к линейной 
среде с постоянным коэффициентом' теплопроводности. Действительно, 
из (7) следует, что х+-++°° П ри а-*0. 

Задача 2. Рассмотрим задачу о тепловом пограничном слое на пла­
стине, имеющей температуру w 0 >0, обтекаемой потоком несжимаемой 
жидкости, коэффициент теплопроводности которой зависит от темпера­
туры по степенному закону. Предположим, что толщина теплового погра­
ничного слоя много больше толщины вязкого пограничного слоя. Кроме 
того, будем считать, что молекулярной теплопроводностью в направлении 
оси х можно пренебречь по сравнению с конвективным переносом тепла. 

Расчет стационарного температурного поля в жидкости в этом слу­
чае сводится к решению уравнения 

д / д и \ ди 

ду\ ду) ° 9х ' 

с граничными условиями 

и(х, 0 )=и„ , и{0, у)=0, и(х+°о)=0. (9) 

Используя результаты [ 5 ] , решение задачи .(8), (9) запишем в виде 

„ д I ди\ Зм 
а -r\tt°T-)=v°ir> (*>0' ^>0) (8> 

ои\ ди/ ах 

и(х,г / )=( 

™ , у , Ж I /O) 

Ц 1 ^ - 1 при у<С1х, 

( ю > 

при у^СУх, 

где ^ = ^ ! ^ > ; ^i-bi(a) — известная последовательность коэффициентов 

[ 5 ] ; константа С определяется выражением 

C2=2a2u0°[v0oB°]-1. (11) 

Анализ решения (10) показывает, что поверхность возмущения в этой 
задаче определяется уравнением 

у=Сх\ (12) 
С физической точки зрения пространственная локализация тепловых воз­
мущений в этой задаче означает конечную толщину теплового погра­
ничного слоя. Из (11), (12) следует, что с увеличением скорости потока 
толщина пограничного слоя уменьшается. 



Заметим, что предположение об однородности потока в рассматривае­
мой задаче не является принципиальным с точки зрения обсуждаемого 
эффекта. Исследования, проведенные в [ 7 ] , указывают на наличие такого 
эффекта и при более сложном поле скоростей в вязком пограничном 
слое. 

Задача 3. Пусть поверхность S представляет собой сферу радиуса г0, 
а поле скоростей в области г>г 0 соответствует полю точечного стока, по­
мещенного в центре сферы (vr=—qr~2, где q — параметр, характеризую­
щий сток). 

Стационарное распределение температуры найдем из решения крае­
вой задачи 

a2 d I du\ q du , 
( r V — = - - , r>r„; (13) 

r2 dr \ dr I r2 dr 

u(r0)=u0, "(+<*>) = 0 . 

Анализ (13) показывает, что существует критическое значение пара­
метра g K P=Uo ca 2r 0a - 1 : задача (13) имеет качественно различные решения 
при q>qvp и q<qKV. 

Вводя обозначения 

ю = — , 1 = — , Ео = — , i+ = — = ! o l l ) , (14) 
Щ г га r+ \ q / 

рассмотрим два тепловых режима в задаче (13). 
Режим с локализацией тепловых возмущений (<7><7кр). Решение за­

дачи (13) имеет вид 

W i l ) = (15) 
1 0 при 

Поверхность возмущения представляет собой сферическую поверхность 
радиуса г + , величина которого определяется параметрами задачи в соот­
ветствии с (14). В частности, с увеличением температуры тепловые воз­
мущения от сферы проникают в движущуюся среду на большие рас­
стояния. 

При q^-qKVr+-*- + °°, и согласно (15) распределение температуры в этом 
предельном случае определяется зависимостью 

u(r)=U0(r0/r)1/a, Г>Г0. (16) 

Режим без пространственной локализации тепловых возмущений 
( g < g K p ) . Для этого случая решение задачи (13) может быть найдено в 
виде неявной зависимости §=§(и?) 

| _ = a l ! l f , (17) 
go q •> z+A 

где положительная константа А определяется из соотношения 

\ z° dz q 
f 

J z+A 7KP 

0 

a-1 — . (18) 

Отметим, что квадратуры в (17) и (18) могут быть выражены через 
гипергеометрические функции [ 8 ] . 

Из (18) следует, что при q^>-qKV А-*0. Тогда из (17) также получа­
ется предельное распределение (16). 



Следовательно, в задаче 3 пространственная локализация тепловых 
возмущений наблюдается только для достаточно больших значений мощ­
ности стока. При g < g K P в нестационарном процессе распространения тем­
пературной волны от источника тепловых возмущений фронт волны ухо­
дит на бесконечность, и стационарной поверхности возмущения на конеч­
ных расстояниях от сферы не существует. 

Таким образом, результаты, полученные в настоящей работе, указы­
вают на возможность конвективной локализации тепла в движущихся 
средах с коэффициентом теплопроводности, зависящим от температуры. 
Этот эффект локализации тепла обусловлен конечной скоростью распро­
странения тепловых возмущений в таких средах. 

Московское высшее техническое Поступила в редакцию 
училище им. Н. Э. Баумана 25 I 1979 
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