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1. Введение. Пусть Хг, . . .,ХП, тг> 1 — независимые 
случайные величины, Ъ — некоторая постоянная 

Fn(x) = P{X1 + ...+Xn-b<x}, 
ф(я) = —L^C* Г ^ Л , 

An = sup |F n (x ) -0 (^ ) | 
в 

В настоящей статье получена оценка снизу для Дп. 
Полученный результат применяется для оценки остаточ­
ного члена в многомерной центральной предельной теоре­
ме. Здесь продолжаются исследования И. А. Ибрагимо­
ва, Л. В. Осипова, А. П. Бикялиса и других авторов 
( Ш - 1 5 1 ) . 

Введем некоторые обозначения. Пусть Ffc (x) = 
= Р {Хъ < #}, т — некоторое положительное число, 

а* ^ = S м<т *Fft ^ ' Ffe ^ = ^* (* + л» (т)), 

v. = S L ($м < 1 *2F *<**>)' • s « ( * > = S L г* ( ^ 
Г » = S w > i § n {&)+'6 - s " = i a * ( т ) ' + 

+11 - ! w ^ ^ I+1 W ^ ^ l + S M < 1 ^ w -
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Далее, условимся, что выражения С, С (...), с индек­
сами или без них, обозначают конечные положительные 
постоянные, зависящие лишь от указанных в скобках ар­
гументов, не всегда одни и те же. 

2. Основной результат. 
ТЕОРЕМА 1. Пусть 

max К ( т ) | < т / 2 . (1) 
1<7с<п 

Существует постоянная С0 (т) такая, что 
Г п . ( С 0 ( т ) - Г п ) < An + vn. (2) 

Сделаем несколько, замечаний относительно величины 
vn. Выполняются неравенства 

(1 - Tn)ln < vn < Гп. (3) 

Кроме того, если Гп ^ 1/2 и 

max \ x2Vk (dx) < С It) min \ x*¥k (dx), (4) 

то 
il{2n) < vn < Сг (х)/п, 

в частности, если величины Хх, . . ., Хп распределены 
одинаково, 

1/(2д)< vn < 3/(2дг). (5) 

3. Некоторые следствия (многомерный случай). Пусть 
х = (#!, . . ., xd), t = (tx, . . ., td) — векторы d-мерного 
евклидового пространства Rd, \t\, \ х | , (t, x) — нормы 
векторов t, х и их скалярное произведение; 3R — класс 
всех выпуклых борелевских множеств в Rd и их допол­
нений; 35 — класс борелевских множеств А в i?d. 
Распространим обозначения, данные ранее, на многомер­
ный случай. Пусть теперь Х1ч Х2, . . ., Хп, ?г i> 1 — 
независимые случайные векторы в Rd, Ъ — вектор в 
*Rd» Fn (̂ )V ^Й (я), Ф (#) — функции распределения суммы 
2jfc=î fc ~~ ^ случайного вектора Хк и стандартного нормаль­
ного вектора в Rd, соответственно; Дп=sup \ (Fn — Ф) (dx) . 
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В соответствии с предыдущим, положим 

а * ( т > = (S,*,<T* iFfc(dx)' • • - J I * K X ^ 7 * { d x ) ) ' 

r « = 5 Щ [$,<,. ж)1>1 ®«<**>+1 ('•ъ - SLа* м) I + 
+ IMl(,.^fc*>,e»H + 

+ \\ (t, xf 6 n (At) I + \ ft, x)4 6 n («fa;) I. 

Имеет место следующая 
ТЕОРЕМА 2. Пусть выполняется условие (1). Суще­

ствуют постоянные С0 (т) и Сх (т, d) такие, что 
Г„-(Со (т) - Г„) < Д„ + vn < ^ ( т , d) (Гп + 

+ ГП'(ЯП (1/12))). (6) 

(ЗдесьТп(е) = min (-L + [ (l + \t If»)<f z»(<>dt), 
v T>i/e x •* J|(|/e<T ' 

e>0; Zn(0=SLi(1-|£e i ( ,'Xk)D. 
X„ (c) = min (l: sup J ^ ^ ^ (t, xf 6„ (<fa) < e ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нижняя оценка в (6) выте­
кает из теоремы 1 и соотношения 

sup sup I $ (^„ - Ф)(«fa) | < Д,, 

верхняя оценка является следствием результатов работы 
[5]. Отметим, что в [5] приводятся некоторые эквивалент­
ные представления для Гп и подробно обсуждаются свой­
ства %п (е), например, показано, что 

Тп (К (в)) < К (в) < VrJT. (7) 
Автору не удалось получить общие и достаточно про­

стые условия, при которых 
Тп (К (г)) < С (d, т, е) Гп. 
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Поэтому в настоящей работе выражение Тп (А,п(1/12)) 
не будет заменяться каким-либо другим в формулировках 
дальнейших теорем. 

Приведем некоторые следствия теоремы 2. Рассмот­
рим последовательность серий независимых в каждой се­
рии случайных векторов Xnli, 1 <^ к <^ п, п = 1, 2, . . ., 
удовлетворяющих условию бесконечной малости: 

max Р {| Хпк | ^> е} —> 0, п -* оо, 

для каждого фиксированного е > 0. 
Пусть в обозначениях предыдущих параграфов 

ХК = Хпк, Ffc (ж) = Vnlc (х), Vk (х) = Fnfc (ж), 
afc (т) = апк (т), 1 < /с < тг; Ъ = Ъп. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть гп — положительная последова­
тельность такая, что гп > vn. 2?&/ш lim sup Г п < о о м 

П->О0 

Tn(fcn (1/12» = 0 ( 0 , п - ^ о о , v8) 

mo соотношение 
Ап = О (еп), л->- оо, 

выполняется тогда, и только тогда, когда 
Тп =0 (гп), п-+ оо. 

Заметим, что если vn не стремится к нулю с ростом п, 
то и Ап также не убывает к нулю при п ->- оо; если Лп —•-
—>- 0, п ->- оо, то и Гп -> 0, п ->• оо. 

ТЕОРЕМА 4. Я г/стъ lim sup Гп < оо и Тп (А*(1/12)) = 
п—»оо 

= 0(ГП), п -*оо . Гогда An + v n X T n , /г->оо. 
Предположим теперь, что случайные векторы Хп1г име­

ют конечные вторые моменты, 1 <; к <^ п. Будем также 
считать, что 

ЕХпк = 0, 2 = 1 Я ( * , « = № (9) 
т. е. суммы Хп1 + . . . + Хпп, п = 1, 2 , . . ., соответ­
ствующим образом центрированы и нормированы. 

Положим 

е„(*) = SUF«*(*). v„ =2L1(^|xnk |")8, 
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дп = дп|ь=0, г„ = 5(ж|>]|ж2|вп(^) + 
+ fffi I $м« ( ' ' ")3 в"{dx) I + S м«а'х |4 в"№)> 

Xn(8) = min(X: J N > J x | 2 6 n ( ^ ) < 8 ) . 

(Отметим, что Гп <; 2 при всех п.) 
В предположении условия (9) из теоремы 2 вытекает 
ТЕОРЕМА 5. Найдутся постоянные С и С (d) такие, 

что 
IV (С - Г п ) < An + vn < С (d) (fn + ГЛ & (1/16))). 

Аналогично можно переформулировать теоремы 3 и 4. 
Заметим, что если 

max E\Xk\2 = 0( min #|Xfe|2Y, тг->оо, 

TO 

YnXrc-1, тг-*оо. 

4. Доказательство теорем. Мы опять рассматриваем 
одномерный случай (d = 1). Обозначим 

h (*) = Eelt\ U (t) = e-ita^%)h (t), i<k<n. 
ЛЕММА 1. Пусть выполняется условие (1) и Гп ^ 

^ 0,1. Тогда существует постоянная С (т) такая, что при 
всех 111< 0,2 

П"=1 h it) ег«ъ _ е-^ (1 + Sn (0) = Э К + Г*), (10) 

где | e |<C(t ) ,6 n (0 = S L i ( b ( 0 - l ) -
- « ( b - S L M t ) ) + *2/2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В условиях леммы 1 имеем 

t)|3C|>l Z 

Отсюда 

log ц ^ /* (t)e-ita^=2L (ft w - 1 ) + в S L i л (о - 1 p, 
где l eKCxCr ) . 

407 



Поскольку (см. [6, стр. 88]) 

H ^ l f » W - l | < C 1 ( t ) ( S l x | > i r > ( d « ) + J M < i a - r i ( i fa ) ) f 

log *-*»'«/» П^ /» (<) = М О + 
+ e(vn + r „max J Гк(Ас)). (И) 

Отсюда и из соотношений | бп (t) | ^ С4 (т) Гп, vn ^ Гп 
имеем 

+ e(vn + r n . (max J VK(dx)+ sup | 6 „ ( 0 | ) ) . (12) 

Утверждение леммы 1 следует теперь из (12). 
Далее, имеет место следующая простая 
ЛЕММА 2. Пусть 

g (z) = z"a (cos z - 1 + z2/2). 
Тогда при всех z, — 00 <; z < 00 

ig (2a) - g (4s) > min (1; z4)/8. (13) 
Пусть 

f< (и — t) e18/2, 0 < t < и, 
Ht) = \ О, * < 0 , * > к , 

у (ж) == —±=- ^ e-«*d (0 dt, Д„ (*) = i?n (x) - Ф (*), 

Дя(0 = Г e~itxK(dx), 

Применяя к функциям 

Д,(а;) —С" S(e(x-y))K(dy), y{x) 
J —00 

И 

( - tt)"xAn (0 (1 ~ s (е*)), £ (*) (0 < е < 1) 
равенство Парсеваля, и устремляя в нем г к нулю, полу­
чим 

I Г» ̂ (<) ^ г - * I = | Г » Л п (*} y (ж) d* I • (14) 
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Правая часть равенства (14) не превосходит С-Дп, в то 
время как левая часть (см. лемму 1) равна 

][u[%(z)dzdt\ + 9 ( v n + r£), | 6 | < С 5 ( т ) , (1Ь> 

при любом положительном и ^ 0,2. 
Пусть 

R(u) = ReC4 dn(z)dzdt = и2С° g(ax)&n(dx) — ^ . 
Jo ^0 J—с» * 

Положим щ = 0,05 . Из (14), (15) и леммы 2 вытекают 
следующие оценки: 

Сх (S | я | > 1 в я (dx) + $ | я | < 1 х*Ъп (dx)) < 16Д (2и0) ~ R (4в0) < 

< 1 7 sup | ^ H | < C 2 ( t ) ( A n + vn + r^). (lb) 
0<u<0,2 

Теперь 
Я(и) = £§х^хЩп(<1х)-1) + 

+ 8 (и2 [ 6„ (dx) + и4 i х*ёп {dx)\ 
V J|*|>1 J]*|<1 ' 

и, следовательно, 

11 - S|8C|<1 *2©» (Ac) | < Cs (т) (Дп + vn + It). (17) 
Далее, при всех положительных и 

Im \ \ 8n(z)dzdt — 
Jo Jo 

(1°° sin их — их н / J \ и3 (и V n / \\ 
= L T O —**"— п ( х ) ~ "зт v6 - Х . 1 а * (т>) = 

= —5Т (Ь - S L а* (*)) + ЗТ *\ ^ в » (&) + 
+ в(\ ®n(dx) + \ x*&n(dxj), | 6 | < С 5 ( т ) . 

Отсюда и из (14) — (17) легко выводим 
С0 (т) Гп < Дп + vn + Г*, 

что завершает доказательство теоремы 1. 
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Для доказательства необходимости в теореме 3 и оцен­
ки снизу в теореме 4 покажем, что Гп и vn стремятся к ну­
лю с ростом п, если при выполнении условия бесконечной 
малости Ап -+• О, п ->- оо (если Ап, -/> 0 для какой-либо 
стремящейся к бесконечности подпоследовательности щ, 
то доказываемые утверждения становятся тривиальными, 
поскольку Гп равномерно ограничено). 

Имеем 

V n < i < f e
a < n Й | « 1 < 1 ' х | 2 fnk{dx)+ i«i>iV n k { d x ) ) ' 

\ 3S Ймо*55"{dx) + S i .,i>i *-***»• 
Первый множитель суть о (1), п -*• оо, в силу условия бес­
конечной малости, второй — равномерно ограничен по га, 
если Д п ->0 , /г-^оо (см. [6, стр. 92]). Таким образом, 
если Ап -> 0, то и vn ->• 0, 7г ->- оо. 

Тот факт, что Гп —> 0, п ->• О, если Дп -> О, п ->- oof 
можно либо вывести непосредственно из центральной пре­
дельной теоремы [6, стр. 119], либо доказать (чтобы обес­
печить замкнутость изложения) по аналогии с [4, стр. 74], 
исходя из соотношений (11), (12), (14) и далее. 
Всесоюзный научно-исследо- Поступило 
вательский институт торфяной 29.X. 1976 
промышленности 
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